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ABSTRACT

This paper deals with the problem of H∞ performance
for LPV systems. The H∞ performance index is based
on a parameter dependent Lyapunov function with
quadratic dependence on the parameters as well as on
the system state. This stability notion is appropriate
to deal with real parameters with magnitude and rate
of change which are confined to a given convex region.
Sufficient conditions based on LMI are developed for the
H∞ performance analysis of LPV systems and designs
of LPV controllers with guaranteed H∞ performance.

KEYWORDS: H∞ performance, LPV systems, LPV con-
trol, parameter-dependent Lyapunov functions.

RESUMO

Este artigo trata do problema de performance H∞ para
sistemas LPV. O critério de performance H∞ é obtido
empregando-se uma função de Lyapunov com dependên-
cia quadrática nos parâmetros do sistema. O critério de
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performance usado admite que os parâmetros do sistema
e suas respectivas taxas de variação sejam confinadas
numa região convexa. Sob estas considerações obtém-se
LMIs que apresentam condições suficientes destinadas
aos casos de análise e śıntese de sistemas LPV onde um
critério de performance H∞ é otimizado.

1 INTRODUÇÃO

Dentro da classe de sistemas lineares variantes no tempo,
aquela em que a variação temporal das matrizes do mo-
delo de estado aparece como função de um dado vetor de
parâmetros tem sido objeto de muito estudo nos últimos
anos. Na literatura esta classe é conhecida como sis-
tema lineares com dependência paramétrica (LPV). Os
trabalhos em El Ghaoui e Scorletti (1996), Feron et al.
(1996), Haddad e Bernstein (1991), Kapila et al. (1997),
Shamma e Xiong (1995), Trofino e de Souza (1999) e
Wang e Balakrishnan (1998) tratam desta classe de sis-
tema.

Uma ferramenta usual para o estudo da estabilidade de
sistemas LPV tem sido a função de Lyapunov, sendo
que esta pode ou não apresentar uma dependência nos
parâmetros do sistema. Neste contexto, foram pro-
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postas noções de estabilidade tais como quadrática e
afim-quadrática Feron et al. (1996), Haddad e Bernstein
(1991), Kapila et al. (1997), Yu e Sideris (1997).

Recentemente em Trofino (1999) e Trofino e de Souza
(1999), apresentou-se uma nova noção de estabilidade,
chamada de bi-quadrática, onde a função de Lyapunov
além de ser quadrática no estado é quadrática também
no vetor de parâmetros θ(t). Esta nova noção de esta-
bilidade mostra-se mais geral, pois engloba estabilidade
quadrática e afim-quadrática como casos particulares.

Neste artigo objetiva-se apresentar formulações LMI que
permitem tratar o problema de performance H∞ para
sistemas LPV. O critério de performance H∞ será ob-
tido resolvendo-se um problema de otimização convexa
onde busca-se um limitante superior para a norma H∞.
Serão desenvolvidas técnicas de análise e śıntese de sis-
temas de controle H∞ e para tanto a noção de estabi-
lidade empregada será a bi-quadrática. Apresentamos
métodos de śıntese por realimentação de estado onde
a técnica proposta permite o projeto de controladores
com dependência paramétrica afim, (controlador LPV)
bem como controladores com ganhos fixos (controlador
robusto), considerando respectivamente o caso de os pa-
râmetros serem ou não dispońıveis em tempo real.

Notação. �n×m denota o conjunto de matrizes reais de
dimensão n × m, Ir é a matriz identidade de dimensão
r × r, X > 0, onde X ∈ �r×r, indica que X é simétrica
e positiva definida, L2 é o espaço de funções reais de
quadrado integrável e ‖ · ‖2 denota a norma em L2.

2 ANÁLISE H∞

Seja o sistema linear variante no tempo descrito pela
seguinte equação de estado.

ẋ(t) = A(θ)x(t) + Bw(θ)w(t)
z(t) = C(θ)x(t) + Dw(θ)w(t)

(1)

com
A(θ) = A0 + AΘ, Bw(θ) = BwΘw

C(θ) = CΘa, Dw(θ) = DwΘw

(2)

Θ=




θ1Inx

...
θnθInx


, Θa =

[
Inx

Θ

]
, Θw =




Inw

θ1Inw

...
θnθInw


 (3)

onde x(t) ∈ �nx , w(t) ∈ �nw e z(t) ∈ �nz são,
respectivamente, os vetores de estado, distúrbio e de
performance, A0, A, Bw, C e Dw são matrizes dadas
de dimensões compat́ıveis e θ = (θ1, . . . , θnθ )∈�nθ é um
vetor de parâmetros reais, que podem variar no tempo.

Se supõe que estes parâmetros e suas respectivas taxas
de variação possam assumir qualquer valor dentro de um
politopo B cujos vértices são conhecidos a priori .

Os resultados que serão apresentados ao longo deste tra-
balho fazem uso da noção de estabilidade bi-quadrática
cuja definição é apresentada a seguir.

Definição 1 (Estabilidade bi-quadrática) Seja B
um politopo de vértices conhecidos representando os
valores admisśıveis de (θ, θ̇). O sistema ẋ(t) = A(θ)x(t)
é bi-quadraticamente estável se existe uma matriz
simétrica P(θ) ∈ �nx×nx da forma:

P(θ) = P0 + P1Θ + Θ′P ′
1 + Θ′P2Θ =

[
I
Θ

]′
P

[
I
Θ

]
,

P =
[

P0 P1

P ′
1 P2

]
, P1 ∈ �nx×nxnθ

tal que as seguintes condições sejam satisfeitas para todo
(θ, θ̇) ∈ B

{
P(θ) > 0

Ṗ(θ) + A′(θ)P(θ) + P(θ)A(θ) < 0.

Note que estabilidade bi-quadrátrica implica que o sis-
tema ẋ(t) = A(θ)x(t) é exponencialmente estável para
todo (θ, θ̇) ∈ B e V (x, θ) = x′P(θ)x é uma função de
Lyapunov com dependência quadrática nos parâmetros
e no estado do sistema.

Definição 2 (||Gzw||∞) Admita que o sistema (1) seja
exponencialmente estável para todo (θ, θ̇) ∈ B e seja
Gzw o operador entrada/sáıda de w(t) para z(t) de (1).
Então define-se a norma H∞ do operador Gzw, ou do
sistema (1), como sendo

||Gzw||∞ = sup
w ∈ L2, ‖w‖2 �= 0

(θ, θ̇) ∈ B

{ ‖z‖2

‖w‖2
, x(0) = 0

}
.

Note que ||Gzw||∞ representa o ganho induzido pela
norma L2 de sinais.

Em seguida apresentaremos um teorema que estabelece
condições suficientes para a determinação de um limi-
tante superior para ||Gzw||∞.

Teorema 1 Seja o sistema (1) e B um politopo dado
que representa os valores admisśıveis de (θ, θ̇). Seja a
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notação Ψ =


0 0 Θ̇′
aP 0 0 C′(θ) 0

0 0 Θ′
aP 0 0 0 0

P Θ̇a PΘa 0 0 PΘa 0 0

0 0 0 Inz 0 0 0

0 0 Θ′
aP 0 0 0 0

C(θ) 0 0 0 0 Inz 0

0 0 0 0 0 0 −γ2Inw




Φ =




−A(θ) I 0 0 0 0 0
−Θa 0 I 0 0 0 0
−C(θ) 0 0 I 0 0 0

0 0 0 0 I 0 −Bw(θ)
0 0 0 0 0 I −Dw(θ)




Ca = [Θ −I].

Então, dado um escalar γ > 0, o sistema (1) é bi-
quadraticamente estável e ||Gzw||∞ < γ, se existem ma-
trizes P ′ = P , M e L tais que as LMIs

Ψ + MΦ + Φ′M ′ < 0 (4)

P + LCa + C ′
aL′ > 0 (5)

são fact́ıveis em todos os vértices do politopo B. Além
disso, V (x, θ) = x′Θ′

aPΘax é uma função de Lyapunov
para o sistema (1) com w ≡ 0.

Prova: Admita que as LMIs (4) e (5) sejam satisfeitas
em todos os vértices do politopo B. Como estas desi-
gualdades são afins em (θ, θ̇), elas são satisfeitas para
todo (θ, θ̇) ∈ B.

Visto que CaΘa = 0, então de (5) obtém-se

P(θ) = Θ′
aPΘa > 0. (6)

Agora defina

Φ̃ =




I 0
A(θ) 0
Θa 0

C(θ) 0
0 Bw(θ)
0 Dw(θ)
0 I




(7)

e note que ΦΦ̃ = 0. Além disso, de (4) obtém-se

Φ̃′ΨΦ̃ =
[

a11 a12

a′
12 a22

]
< 0 (8)

onde

a11 = Ṗ(θ) + A′(θ)P(θ) + P(θ)A(θ) + C ′(θ)C(θ)

a12 = P(θ)Bw (θ) + C ′(θ)Dw(θ)

a22 = D′
w(θ)Dw(θ) − γ2I.

Multiplicando (8) à direita por t = [x′ w′]′ e à esquerda
por t′, decorre que

x′Ṗ(θ)x + [A(θ)x + Bw(θ)w]′P(θ)x

+x′P(θ)[A(θ)x + Bw(θ)w]

+ [C(θ)x+Dw(θ)w]′[C(θ)x+Dw(θ)w]−γ2w′w<0

ou seja

V̇ (x, θ) + z′z − γ2w′w < 0, ∀ (θ, θ̇) ∈ B (9)

onde V (x, θ) = x′P(θ)x e V̇ (x, θ) é calculado ao longo
da trajetória de (1). Fazendo w ≡ 0 em (9), segue que
V (x, θ) é uma função de Lyapunov para o sistema (1)
com w ≡ 0, e, logo, este sistema é bi-quadraticamente
estável.

Integrando (9) de 0 à T , com a condição inicial x(0) = 0,
obtém-se

V (x(T ), θ(T )) +
∫ T

0

(z′z − γ2w′w)dt < 0.

Como V (x(T ), θ(T )) > 0, ∀T > 0, ∀ (θ, θ̇) ∈ B, conclui-
se que

||Gzw||∞ < γ

o que completa a prova. ∇∇∇
O Teorema 1 permite encontrar o valor mı́nimo do li-
mitante superior para ||Gzw||∞. Este limitante é ob-
tido numericamente resolvendo-se o seguinte problema
de otimização convexa com restrições do tipo LMI

minimize {γ2}
sujeito à (4) - (5).

3 CONTROLE H∞

Seja o sistema linear variante no tempo descrito por

ẋ(t) = A(θ)x(t) + Bw(θ)w(t) + Bu(θ)u(t)
(10)

z(t) = C(θ)x(t) + Dw(θ)w(t) + Du(θ)u(t)

com
A(θ) = A0 + AΘ, Bw(θ) = BwΘw,

Bu(θ) = BuΘu, C(θ) = CΘa,

Dw(θ) = DwΘw, Du(θ) = DuΘu

(11)
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Θ =




θ1Inx

...
θnθInx


, Θa =

[
Inx

Θ

]
,

Θw =




Inw

θ1Inw

...
θnθInw


 , Θu =




Inu

θ1Inu

...
θnθInu




(12)

onde x(t) ∈ �nx , u(t) ∈ �nu, w(t) ∈ �nw e z(t) ∈ �nz

são, respectivamente, os vetores de estado, entrada,
distúrbio e de performance, A0, A, Bw, Bu, C, Dw

e Du, são matrizes dadas de dimensões compat́ıveis e
θ = (θ1, . . . , θnθ ) ∈ �nθ é um vetor de parâmetros reais,
que podem variar no tempo.

O sistema (10) é considerado como um sistema linear
com dependência paramétrica do tipo LPV, onde θi(t),
i = 1, . . . , nθ, estão dispońıveis em tempo real, contudo,
suas trajetórias não são conhecidas a priori . A única
informação conhecida a priori é que os valores de θ(t)
e θ̇(t), para todo t ≥ 0, pertencem ao politopo conhe-
cido B. Neste caso, objetiva-se projetar um controle por
realimentação de estado com dependência paramétrica
afim que garanta um limitante superior prescrito para a
norma ||Gzw||∞ do sistema realimentado.

A lei de controle que procuramos é do tipo

u = K(θ)x, K(θ) = K0 +
nθ∑
i=1

Kiθi (13)

Apresenta-se a seguir uma solução para o problema de
controle acima.

Teorema 2 Seja o sistema (10) e B um politopo dado
que representa os valores admisśıveis de (θ, θ̇). Seja a
notação1

Ψc =




Λ ∗ ∗ ∗
Bu(θ)Fa 0 ∗ ∗

0 B′
w(θ) −γ2Inw ∗

CW + Du(θ)Fa 0 Dw(θ) −Inz




Φc =
[

Θ′
a −Inx 0 0

]
onde

Λ = WA′
a + AaW + LCa + C ′

aL
′

Aa =
[

A0 A
Θ̇ + ΘA0 ΘA

]
, Ca = [Θ − I].

1O śımbolo ‘∗′ indica sub-matrizes acima do bloco diagonal
principal em matrizes bloco-diagonais simétricas

Então, dado um escalar γ > 0, existe uma realimenta-
ção de estado do tipo (13) tal que o sistema em malha
fechada é bi-quadraticamente estável e ||Gzw||∞ < γ, se
existem matrizes W > 0, Fa, L, M e N tais que as as
seguintes condições são satisfeitas em todos os vértices
do politopo B:

Ψc + MΦc + Φ′
cM

′ < 0 (14)

NCa = CaW. (15)

Neste caso, as matrizes de ganho da lei de controle (13)
são dadas por

[K0 K1 · · ·Knθ ] = FaW−1 (16)

e V (x, θ) = x′Θ′
aW−1Θax é uma função de Lyapunov

para o sistema em malha fechada.

Prova: Como as condições (14) e (15) são afins em (θ, θ̇)
e são satisfeitas em todos os vértices de B, por convexi-
dade elas são satisfeitas para todo (θ, θ̇) ∈ B.

Considerando que W > 0 e definindo P = W−1, obtém-
se

P (θ) = Θ′
aPΘa > 0, ∀ (θ, θ̇) ∈ B.

Agora defina

Φ̃c =




I(nθ+1)nx
0 0

Θ′
a 0 0

0 Inw 0
0 0 Inz


 (17)

e note que ΦcΦ̃c = 0. Então de (14) obtemos

Φ̃′
cΨcΦ̃c =


 Λ̂ ∗ ∗

B′
w(θ)Θ′

a −γ2Inw ∗
CW + Du(θ)Fa Dw(θ) −Inz


 < 0

(18)
onde

Λ̂ = WA′
a + AaW + LCa + C ′

aL′ + ΘaBuΘuFa

+F ′
aΘ′

uB′
uΘ′

a

Como W é inverśıvel e Ca tem posto completo por li-
nhas, temos que N também é inverśıvel. Assim de-
fina L̃ = W−1LN−1 e note que LCa = WL̃NCa.
Note ainda que CaΘa = 0 e de (15), obtém-se que
WL̃NCaPΘa = 0. Além disso, considerando (13) e (16)
pode-se estabelecer que FaPΘa = K(θ). Logo, multi-
plicando (18) à direita por

T =


 PΘa 0 0

0 Inw 0
0 0 Inz



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e à esquerda por T ′, obtém-se
 Ṗ(θ)+A′

cP(θ)+P(θ)Ac ∗ ∗
B′

w(θ)P(θ) −γ2Inw ∗
Cc Dw(θ) −Inz


<0 (19)

onde
Ac = A(θ) + Bu(θ)K(θ)

Cc = C(θ) + Du(θ)K(θ).

Aplicando o complemento de Schur à desigualdade (19)
obtemos [

b11 b12

b′12 b22

]
< 0 (20)

onde

b11 = Ṗ(θ) + A′
cP(θ) + P(θ)Ac + C ′

cCc

b12 = P(θ)Bw (θ) + C ′
cDw(θ)

b22 = D′
w(θ)Dw(θ) − γ2Inw

Multiplicando (20) à direita por t = [x′ w′]′ e à esquerda
por t′, decorre que

x′Ṗ(θ)x + [Acx + Bw(θ)w]′P(θ)x

+x′P(θ)[Acx + Bw(θ)w]

+ [Ccx+Dw(θ)w]′[Ccx+Dw(θ)w]−γ2w′w<0

ou seja
V̇ (x, θ) + z′z − γ2w′w < 0, ∀ (θ, θ̇) ∈ B (21)

onde V (x, θ) = x′P(θ)x e V̇ (x, θ) é calculado ao longo
da trajetória do sistema (10) em malha fechada com a
lei de controle de (13) e (16). Fazendo w ≡ 0 em (21),
segue que V (x, θ) é uma função de Lyapunov para o
sistema (10) em malha fechada com w ≡ 0, e, logo, este
sistema é bi-quadraticamente estável.

Integrando (21) de 0 à T , com a condição inicial x(0) =
0, obtém-se

V (x(T ), θ(T )) +
∫ T

0

(z′z − γ2w′w)dt < 0 (22)

Como V (x(T ), θ(T )) > 0, ∀T > 0, ∀ (θ, θ̇) ∈ B, (22)
implica que

||Gzw||∞ < γ

o que completa a prova. ∇∇∇

O Teorema 2 fornece um método de projeto de sistemas
de controle H∞, com dependência paramétrica afim,
para sistemas lineares variantes no tempo do tipo LPV.

O método proposto é baseado na solução de um pro-
blema do tipo LMI, e como tal, pode ser resolvido nu-
mericamente de maneira eficiente via métodos de otimi-
zação convexa. Note que a lei de controle que minimiza
o limitante superior para a norma ‖Gzw‖∞ utilizando-se
o método do Teorema 2 pode ser obtida resolvendo-se o
seguinte problema de otimização convexa

minimize {γ2}
sujeito à (14) - (15).

(23)

No caso em que alguns parâmetros não são dispońıveis
“on-line”, eles não poderão aparecer na lei de controle
(13). Neste caso os elementos das matrizes Ki corres-
pondentes aos parâmetros θi não dispońıveis “on-line”,
são assumidos como nulos. Note no Teorema 2, que
a lei de controle admitirá as matrizes Ki nulas, se as
partições correspondentes da matriz Fa em (16) forem
zeradas e a matriz W admitir uma estrutura bloco dia-
gonal. Observe ainda, que a remoção dos parâmetros da
lei de controle, não implica em removê-los da função de
Lyapunov, mantendo-se assim as condições de robustez
desejadas.

Uma caracteŕıstica interessante da lei de controle apre-
sentada em (13) é que ela possue uma dependência pa-
ramétrica afim, o que facilita a implementação“on-line”,
quando comparada às técnicas de controle cuja depen-
dência paramétrica é não linear.

4 EXEMPLOS NUMÉRICOS

Apresenta-se a seguir resultados de simulações para os
casos de análise e śıntese obtidos a partir das soluções
das LMIs apresentadas nos Teoremas 1 e 2. Os resul-
tados de simulações apresentados foram obtidos empre-
gando o software Scilab.

Exemplo 1.

Consideremos o problema de análise H∞ para o sistema

ẋ(t) = A(θ)x(t) + Bw(θ)w(t)
z(t) = C(θ)x(t) + Dw(θ)w(t)

(24)
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onde

A(θ) =
[ −1 − 1.3θ 0.5− 20θ

−1 + 2θ −2 − 10θ

]
,

Bw(θ) =
[

1 + 2.2θ −4 + 0.5θ
−1 − 6θ −1 − 5θ

]
,

C(θ) =
[

1 0
0 1

]
, Dw(θ) =

[
0 0
0 0

]
.

A Figura 1 mostra os valores de γ obtidos de (23) con-
siderando que θ ∈ [0, 1] e θ̇ ∈ [−10, 10], e utilizando-se
as seguintes noções de estabilidade: quadrática, afim-
quadrática e bi-quadrática. Observe que os dois primei-
ros casos podem ser obtidos do Teorema 1 impondo-se
as seguinte restrições na matriz P em (4): P1 = 0 e
P2 = 0 no caso de estabilidade quadrática, e P2 = 0
para estabilidade afim-quadrática. Note ainda que no
caso de estabilidade quadrática, P(θ) fica independente
do parâmetro θ.

5.50 5.72 5.94 6.16 6.38 6.60 6.82 7.04 7.26 7.48 7.70
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

Bi-Quadrática
A↓m-QuadráticaQuadrática

|θ̇|

γ

Figura 1: Valor minimizado de γ em função de |θ̇| para
θ ∈ [0, 1]

Exemplo 2.

Seja o sistema

ẋ(t) = A(θ)x(t)+Bww(t)+Buu(t)
z(t) = C(θ)x(t)+Dw (θ)w(t)+Du(θ)u(t)

(25)

onde

A(θ) =
[ −4.1 − 3θ 1

−2θ 2 − 3.2θ

]
, Bu =

[
3
2

]
,

Bw =
[ −0.03 −0.47

]′
, C(θ) =

[
1 1
0 0

]
,

Du(θ) =
[

0
1

]
, Dw(θ) =

[
0
0

]
.

Considere o caso de projeto de um controlador por re-
alimentação de estados que estabilize o sistema (25) e
atenda ao critério de performance H∞ para θ satisfa-
zendo |θ| ≤ 4 e |θ̇| ≤ 5. Inicialmente considere o caso em
que o parâmetro θ não seja dispońıvel “on-line”. Neste
caso, o parâmetro θ não pode ser utilizado na lei de con-
trole. Utilizando o Teorema 2, obtém-se que o ganho de
realimentação que fornece o menor limitante superior γ∗

para ‖Gzw‖∞ é dado por

K0 =
[ −0.25842 −15.95282

]
e γ∗ = 1.980828. A função de Lyapunov correspondente
para o sistema em malha fechada é

V (x, θ) = x′
[

I2

θI2

]′
W−1

[
I2

θI2

]
x (26)

onde

W =




1.27184 0.25512 0 0
0.25512 0.18175 0 0

0 0 1.27184 0.25512
0 0 0.25512 0.18175


 .

Considere agora o caso em que o parâmetro θ é dispo-
ńıvel “on-line”, ou seja, θ poderá ser utilizado na lei de
controle, resultando assim uma realimentação de estado
com dependência paramétrica. Utilizando o Teorema
2, obtém-se que a realimentação de estado LPV que for-
nece o menor limitante superior γ∗ para ‖Gzw‖∞ é dada
por

u(t) = (K0 + θK1)x(t)

onde
K0 =

[
0.11642 −18.84973

]
K1 =

[
0.80044 2.34783

]
e γ∗ = 1.7708326. A função de Lyapunov correspon-
dente para o sistema em malha fechada é dada por (26)
com

W =




1.73861 0.23114 0 0
0.23114 0.14490 0 0

0 0 1.73861 0.23114
0 0 0.23114 0.14490


 .

5 CONCLUSÕES

Neste artigo abordou-se o problema de performance H∞
para sistemas variantes no tempo do tipo LPV. Aten-
dendo a este critério obteve-se formulações LMI para os
problemas de análise e śıntese utilizando uma noção de
estabilidade conhecida como bi-quadrática.
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Apresentou-se exemplos numéricos onde foi posśıvel ob-
servar, para o caso de análise, que um menor conserva-
tivismo foi obtido quando a noção de estabilidade bi-
quadrática é empregada. Isto se justifica pelo fato que
estabilidade bi-quadrática é mais geral que estabilidade
quadrática e afim-quadrática, sendo estas duas últimas
casos particulares da primeira.

Com relação ao problema de śıntese, a técnica proposta
permite o projeto de controladores com dependência pa-
ramétrica afim, bem como controladores com ganhos fi-
xos.

Note que a restrição de igualdade NCa = CaW que apa-
rece na solução do problema de śıntese do Teorema 2,
implica em uma restrição de estrutura do tipo bloco-
diagonal na matrix da função de Lyapunov, o que pode
conduzir a resultados conservativos. Uma maneira de re-
duzir o conservativismo imposto pela condição de igual-
dade (15), seria substitui-la por NĈa = CaW , onde Ĉa

é uma função afim em θ, com a mesma dimensão de
Ca. Neste caso deve-se também substituir Ca por Ĉa

em (14). Ainda é posśıvel considerar Ĉa como uma ma-
triz fixa dada e a matriz simétrica N como uma função
afim de θ. A melhor escolha de Ĉa que pode conduzir
a resultados menos restritos é um problema que ainda
requer estudos.
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