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ABSTRACT

This paper deals with the problem of H., performance
for LPV systems. The Ho performance index is based
on a parameter dependent Lyapunov function with
quadratic dependence on the parameters as well as on
the system state. This stability notion is appropriate
to deal with real parameters with magnitude and rate
of change which are confined to a given convex region.
Sufficient conditions based on LMI are developed for the
Hoo performance analysis of LPV systems and designs
of LPV controllers with guaranteed Ho, performance.

KEYWORDS: H, performance, LPV systems, LPV con-
trol, parameter-dependent Lyapunov functions.

RESUMO

Este artigo trata do problema de performance H., para
sistemas LPV. O critério de performance Ho, é obtido
empregando-se uma fungao de Lyapunov com dependén-
cia quadratica nos parametros do sistema. O critério de

Artigo submetido em 14/12/00

la. Revisdo em 24/09/01

Aceito sob recomendac¢do do Ed. Cons. Prof. Dr. José Roberto
Castilho Piqueira

performance usado admite que os parametros do sistema,
e suas respectivas taxas de variacao sejam confinadas
numa regiao convexa. Sob estas consideragoes obtém-se
LMIs que apresentam condicoes suficientes destinadas
aos casos de andlise e sintese de sistemas LPV onde um
critério de performance Ho, é otimizado.

1 INTRODUCAO

Dentro da classe de sistemas lineares variantes no tempo,
aquela em que a variagao temporal das matrizes do mo-
delo de estado aparece como funcao de um dado vetor de
parametros tem sido objeto de muito estudo nos iltimos
anos. Na literatura esta classe é conhecida como sis-
tema lineares com dependéncia paramétrica (LPV). Os
trabalhos em El Ghaoui e Scorletti (1996), Feron et al.
(1996), Haddad e Bernstein (1991), Kapila et al. (1997),
Shamma e Xiong (1995), Trofino e de Souza (1999) e
Wang e Balakrishnan (1998) tratam desta classe de sis-
tema.

Uma ferramenta usual para o estudo da estabilidade de
sistemas LPV tem sido a funcao de Lyapunov, sendo
que esta pode ou nao apresentar uma dependéncia nos
parametros do sistema. Neste contexto, foram pro-
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postas nocgoes de estabilidade tais como quadrdtica e
afim-quadrdtica Feron et al. (1996), Haddad e Bernstein
(1991), Kapila et al. (1997), Yu e Sideris (1997).

Recentemente em Trofino (1999) e Trofino e de Souza
(1999), apresentou-se uma nova nocao de estabilidade,
chamada de bi-quadratica, onde a funcao de Lyapunov
além de ser quadrética no estado é quadratica também
no vetor de parametros 6(t). Esta nova noc¢ao de esta-
bilidade mostra-se mais geral, pois engloba estabilidade
quadrética e afim-quadratica como casos particulares.

Neste artigo objetiva-se apresentar formulagoes LMI que
permitem tratar o problema de performance H., para
sistemas LPV. O critério de performance H,, sera ob-
tido resolvendo-se um problema de otimizacao convexa
onde busca-se um limitante superior para a norma H..
Serao desenvolvidas técnicas de andlise e sintese de sis-
temas de controle H., e para tanto a nocao de estabi-
lidade empregada serda a bi-quadratica. Apresentamos
métodos de sintese por realimentagao de estado onde
a técnica proposta permite o projeto de controladores
com dependéncia paramétrica afim, (controlador LPV)
bem como controladores com ganhos fixos (controlador
robusto), considerando respectivamente o caso de os pa-
rametros serem ou nao disponiveis em tempo real.

Notagao. R"*™ denota o conjunto de matrizes reais de
dimensao n X m, I, é a matriz identidade de dimensao
rxr, X >0,onde X € R*" indica que X é simétrica
e positiva definida, Lo é o espaco de fungoes reais de
quadrado integrdvel e || - |2 denota a norma em Ls.

2 ANALISE H,,

Seja o sistema linear variante no tempo descrito pela
seguinte equacao de estado.

com
A(0) = Ao+ AB, By () =B,6. @
C(0) = COu, Dy(0) = DuOu
011, I
. . | I, 0. — 011, 3
@ - . I @a - 6 I w ( )
englnw enQInw

onde z(t) € R", w(t) € R"™ e z(t) € R sdo,
respectivamente, os vetores de estado, disturbio e de
performance, Ay, A, By, C e D, sdo matrizes dadas
de dimensoes compativeis e 8 = (61,...,0,,) €R™ é um
vetor de parametros reais, que podem variar no tempo.

Se supbe que estes parametros e suas respectivas taxas
de variagao possam assumir qualquer valor dentro de um
politopo B cujos vértices sao conhecidos a priori.

Os resultados que serao apresentados ao longo deste tra-
balho fazem uso da nocgao de estabilidade bi-quadratica
cuja definicao é apresentada a seguir.

Definicao 1 (Estabilidade bi-quadratica) Seja B
um politopo de vértices conhecidos representando os
valores admissiveis de (6, 6). O sistema @(t) = A(0)xz(t)
é bi-quadraticamente estdvel se existe uma matriz
simétrica P(#) € R"=*"+ da forma:

I
P(9)=P0+P1@+@'P{+@’Pg@:[({)]P[I],
P, P
P P,

tal que as seguintes condigoes sejam satisfeitas para todo

0,0) e B

{ P(6) >0

PO) + A(O)P(0) +P(§)A(F) < 0.

Note que estabilidade bi-quadratrica implica que o sis-
tema @(t) = A(f)x(t) é exponencialmente estdvel para
todo (6,0) € B e V(z,0) = z'P(f)z é uma funcio de
Lyapunov com dependéncia quadratica nos parametros
e no estado do sistema.

Definicao 2 (||G.wl||eo) Admita que o sistema (1) seja
exponencialmente estdvel para todo (6, 9) € B e seja
G .y 0 operador entrada/saida de w(t) para z(t) de (1).
Entao define-se a norma H., do operador G, ou do

sistema (1), como sendo
z
1G2wl]oe = { H HQ, z(0) = o}.
[[w][2

sup
w e EQ,'HU]HQ 75 0
0.0) € B

Note que ||G.y|lco representa o ganho induzido pela
norma Lo de sinais.

Em seguida apresentaremos um teorema que estabelece
condicOes suficientes para a determinagdo de um limi-
tante superior para ||G ]| co-

Teorema 1 Seja o sistema (1) e B um politopo dado
que representa os valores admissiveis de (0, 6). Seja a
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notagao ¥ =

0 0 Oe.,P 0 0 C'0) 0
0 0 ©e,P 0 0 0 0
PO, PO, 0 0 PO, O 0
0 0 0 I.. 0 0 0
0 0 e,P 0 0 0 0
c® o 0 0 0 I, 0
L O 0 0 0 0 0 L, |
—~A®) I 0 0 0 0 0
-0, 0 I 0 0 0 0
o=| -CO» 0 0 I 0 0 0
0 0 0 0 I 0 —By
0 0 0 0 0 I =Dy
C.=[0 -I.

Entdo, dado um escalar v > 0, o sistema (1) é bi-
quadraticamente estével e ||G.w||co < 7, se existem ma-
trizes P’ = P, M e L tais que as LMIs

U+ MO+ M <0 (4)
P+LC,+C.L' >0 (5)

sao factiveis em todos os vértices do politopo B. Além
disso, V (z,0) = 2'©,, PO,z é uma fungao de Lyapunov
para o sistema (1) com w = 0.

Prova: Admita que as LMIs (4) e (5) sejam satisfeitas
em todos os vértices do politopo B. Como estas desi-
gualdades sdo afins em (), 9), elas sao satisfeitas para
todo (6,6) € B.

Visto que C,0, = 0, entao de (5) obtém-se

P(0) =0, PO, > 0. (6)
Agora defina
- 0
A(0) 0
. O, 0
b=|co o (7)
0 Bu(0)
0 Du()
(S 0 -l

e note que ®® = 0. Além disso, de (4) obtém-se

e =| M N2 (8)
a1 G22

onde

a1 =P(0) + A (O)P(0) + P(6)A(6) + C'(6)C(9)
a1 = P(G)Bw (9) + C’(G)Dw (9)
ag9 = D,ILU(G)D,W(G) — ’)/21.

Multiplicando (8) & direita por t = [2' w']’ e & esquerda
por t', decorre que

' P(0)z + [A(0)x + By (0)w] P(0)x
+2"P(0)[A(0)z + B (0)w]
+ [C(0)z+ Dy (0)w])'[C(0)x+ Dy () w] —y*w'w < 0

ou seja
V(z,0) + 2’2 — y*w'w <0, V(0,0) B 9)

onde V(z,0) = 2/P(0)z e V(z,0) é calculado ao longo
da trajetéria de (1). Fazendo w = 0 em (9), segue que
V(z,0) é uma fungdo de Lyapunov para o sistema (1)
com w = 0, e, logo, este sistema é bi-quadraticamente
estavel.

Integrando (9) de 0 4 T', com a condigao inicial z(0) = 0,
obtém-se

V(x(T),0(T)) +/O (22 — y*w'w)dt < 0.

Como V(z(T),0(T)) >0, VT >0, V (8, 0) € B, conclui-
se que
|G 2wlloo <

o que completa a prova.

VvV

O Teorema 1 permite encontrar o valor minimo do li-
mitante superior para ||G.y|lco. Este limitante é ob-
tido numericamente resolvendo-se o seguinte problema
de otimizagao convexa com restricoes do tipo LMI

minimize {+?}
sujeito a (4)-(5).
3 CONTROLE H

Seja o sistema linear variante no tempo descrito por

#(t) = A(0)z(t) + Bu(0)w(t) + Bu(0)u(t)

A1) = CO)s(t) + Do (Ow(t) + Du(@ut) 0
N A(B) = A)+ 4O, Bu(6) = B,
Bu(6) = Bu®u, C(6) = CO,. (11)
Du(6) = DyOu, Du(6) = D,O,
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[T
0= : ; O = (T_L)T )
OnoIn,
Inw [ Inu (12)
ellnw ellnu
@'w = : ) @u = :
englnw L enelnu

onde z(t) € R™=, u(t) € ™, w(t) € R™ e z(t) € K=
sao, respectivamente, os vetores de estado, entrada,
disturbio e de performance, Ag, A, By, B., C, Dy
e D,, sao matrizes dadas de dimensbes compativeis e
0= (01,...,0,,) €N é um vetor de pardmetros reais,
que podem variar no tempo.

O sistema (10) é considerado como um sistema linear
com dependéncia paramétrica do tipo LPV, onde 6;(¢),
i=1,...,ng, estao disponiveis em tempo real, contudo,
suas trajetérias nao sao conhecidas a priori. A tUnica
informagao conhecida a priori é que os valores de 6(t)
e é(t), para todo t > 0, pertencem ao politopo conhe-
cido B. Neste caso, objetiva-se projetar um controle por
realimentagao de estado com dependéncia paramétrica
afim que garanta um limitante superior prescrito para a
norma ||G || do sistema realimentado.

A lei de controle que procuramos é do tipo

no

i=1

(13)

Apresenta-se a seguir uma solugao para o problema de
controle acima.

Teorema 2 Seja o sistema (10) e B um politopo dado

que representa os valores admissiveis de (6, 9) Seja a
notacao!
A * * *
U B.(0)F, 0 * *
‘ 0 B,(0) L,  x
CW + D, ()F, 0 D, (0) —I,.
(I)c:[(%ﬁl -1, 0 O]
onde
A=WA, + AW+ LC, + C.L’
Ap A
A=l 9104, 04| Ca=10 —1].

1O sfmbolo ‘*' indica sub-matrizes acima do bloco diagonal
principal em matrizes bloco-diagonais simétricas

Entao, dado um escalar v > 0, existe uma realimenta-
¢ao de estado do tipo (13) tal que o sistema em malha
fechada é bi-quadraticamente estével e ||G w00 < 7, s€
existem matrizes W > 0, F,, L, M e N tais que as as
seguintes condigoes sao satisfeitas em todos os vértices
do politopo B:

U, + M.+ P.M <0
NC, =C,W.

Neste caso, as matrizes de ganho da lei de controle (13)
sao dadas por

(Ko K- -Kp]=F,W! (16)

e V(z,0) = 2’0,W~10,2 é uma funcio de Lyapunov
para o sistema em malha fechada.

Prova: Como as condicdes (14) e (15) sdo afins em (6, 6)
e sao satisfeitas em todos os vértices de B, por convexi-
dade elas sao satisfeitas para todo (6,0) € B.

Considerando que W > 0 e definindo P = W ™!, obtém-
se

P(9) =©,PO, >0, Y(4,0)cB.

Agora defina

(18)

Tng+1)n, 0 0
~ o, 0 0
®e 0 L, 0 (a7
0 0 I,
e note que @c(i)c = 0. Entéo de (14) obtemos
B ~ A * *
VD, = B, (6)e, —~21,, * <0
CW + D, (0)F, Dy(0) I,
onde

A=WA! + AW + LC, + C.L' +©,8,0,F,
+F.0.B.,0,

Como W é inversivel e C, tem posto completo por li-
nhas, temos que N também é inversivel. Assim de-
fina L = W™ILN~! e note que LC, = WLNC,.
Note ainda que C,©, = 0 e de (15), obtém-se que
WLNC,PO, = 0. Além disso, considerando (13) e (16)
pode-se estabelecer que F,PO, = K (). Logo, multi-
plicando (18) & direita por

PO, 0 0O
T=| 0 I, 0
0o 0 I,
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e a esquerda por 1", obtém-se

P(6) —|—A' (0)+P(H)A * *
B, (0)P(6) Lo, x| <0 (19)
C. Dy (0) —I,.
onde
A. = A(9) + B,(0)K(0)
C.=C(0)+ D,(0)K ().
Aplicando o complemento de Schur & desigualdade (19)
obtemos
bi1 b1z
[ B, bas ] <0 (20)
onde

by = P(0) + ALP(6) + P(0) A, + CC.
biz = P(0) By (0) + CLD.(0)

baz = D}, (0) Do () — 7?1,

Multiplicando (20) & direita por t = [z’ w’]’ e & esquerda
por t', decorre que

2'P(0)x + [Acx + By (0)w]) P(h)x
+2'P(0)[Acz + By (0)w)
+ [Cex+ Dy (0)w)' [Cex+ Dy (0)w] —v* w'w < 0

ou seja

V(z,0) + 2’2 — y*w'w <0, V(0,0) € B (21)

onde V(z,0) = 'P()x e V(z,0) é calculado ao longo
da trajetéria do sistema (10) em malha fechada com a
lei de controle de (13) e (16). Fazendo w = 0 em (21),
segue que V(x,0) é uma funcdo de Lyapunov para o
sistema (10) em malha fechada com w = 0, e, logo, este
sistema é bi-quadraticamente estavel.

Integrando (21) de 0 & T', com a condi¢ao inicial 2(0) =
0, obtém-se

V(z(T),0(T)) +/O (22 — y*w'w)dt < 0 (22)

Como V(x(T),0(T)) > 0, VT > 0, ¥(0,0) € B, (22)
implica que
|G 2wlloo <7y

\YAAY

o que completa a prova.

O Teorema 2 fornece um método de projeto de sistemas
de controle Hs,, com dependéncia paramétrica afim,
para sistemas lineares variantes no tempo do tipo LPV.

10 Revista Controle & Automacdo/Vol.13 no.1/Jan., Fev.,

O método proposto é baseado na solucao de um pro-
blema do tipo LMI, e como tal, pode ser resolvido nu-
mericamente de maneira eficiente via métodos de otimi-
zacgao convexa. Note que a lei de controle que minimiza
o limitante superior para a norma ||G .|| utilizando-se
o método do Teorema 2 pode ser obtida resolvendo-se o
seguinte problema de otimizacao convexa

minimize {v?}
sujeito a (14)-(15).

No caso em que alguns parametros nao sao disponiveis
“on-line”, eles nao poderao aparecer na lei de controle
(13). Neste caso os elementos das matrizes K; corres-
pondentes aos parametros #; nao disponiveis “on-line”,
sao assumidos como nulos. Note no Teorema 2, que
a lei de controle admitird as matrizes K; nulas, se as
parti¢oes correspondentes da matriz F, em (16) forem
zeradas e a matriz W admitir uma estrutura bloco dia-
gonal. Observe ainda, que a remocao dos parametros da
lei de controle, nao implica em remové-los da funcao de
Lyapunov, mantendo-se assim as condigoes de robustez
desejadas.

Uma caracteristica interessante da lei de controle apre-
sentada em (13) é que ela possue uma dependéncia pa-
ramétrica afim, o que facilita a implementagao “on-line”,
quando comparada as técnicas de controle cuja depen-
déncia paramétrica é nao linear.

4 EXEMPLOS NUMERICOS

Apresenta-se a seguir resultados de simulagGes para os
casos de andlise e sintese obtidos a partir das solugoes
das LMIs apresentadas nos Teoremas 1 e 2. Os resul-
tados de simulagoes apresentados foram obtidos empre-
gando o software Scilab.

Exemplo 1.

Consideremos o problema de anélise H., para o sistema

Mar. e Abril 2002



onde

~1-1.30 05— 200
A(G):[ —1+26 —2—109]’
[ 14220 —4+056
Bw(a)‘[q-ﬁ@ 150 ]

0(9):[(1) (1’] Dw(e):[g 8]

A Figura 1 mostra os valores de « obtidos de (23) con-
siderando que 6 € [0,1] e 6 € [~10,10], e utilizando-se
as seguintes nocoes de estabilidade: quadratica, afim-
quadrética e bi-quadréatica. Observe que os dois primei-
ros casos podem ser obtidos do Teorema 1 impondo-se
as seguinte restrigdes na matriz P em (4): P, = 0 e
P>, = 0 no caso de estabilidade quadratica, e P, = 0
para estabilidade afim-quadréatica. Note ainda que no
caso de estabilidade quadratica, P(f) fica independente
do parametro 6.

10|

16

9] /

L

)
N

|
\
\
\
\
J [
\
\
\
|
|
‘

0 — = T T T T T T T 1
5.50 5.72 5.94 6.16 6.38 6.60 6.82 7.04 7.26 7.48 7.70

— R :

Figura 1: Valor minimizado de v em funcéo de || para
6 € 0,1]

Exemplo 2.
Seja o sistema

£() = A(B)a(t)+ Buw(t)+ Buu(?)
z(t) = C(0)x(t)+ Dy (@)w(t)+ Dy (0)u(t)

—4.1-30 1 3
A(e):[ —20 2—3.29]’ B“:[2]’

|\

B,=[-003 —047]", C() =

| — |
O =
O =

Considere o caso de projeto de um controlador por re-
alimentacao de estados que estabilize o sistema (25) e
atenda ao critério de performance H,, para 6 satisfa-
zendo || < 4 e || < 5. Inicialmente considere o caso em
que o parametro 6 nao seja disponivel “on-line”. Neste
caso, o parametro # nao pode ser utilizado na lei de con-
trole. Utilizando o Teorema 2, obtém-se que o ganho de
realimentagao que fornece o menor limitante superior ~*
para ||G .|l é dado por
Ko =] —0.25842  —15.95282 ]

e v* = 1.980828. A fungao de Lyapunov correspondente
para o sistema em malha fechada é

V(z,0) =2 L] wt L x (26)
T 01 01
onde
1.27184  0.25512 0 0
W— 0.25512  0.18175 0 0
o 0 0 1.27184  0.25512
0 0 0.25512  0.18175

Considere agora o caso em que o parametro 6 é dispo-
nivel “on-line”; ou seja, € podera ser utilizado na lei de
controle, resultando assim uma realimentacao de estado
com dependéncia paramétrica. Utilizando o Teorema
2, obtém-se que a realimentagao de estado LPV que for-
nece o menor limitante superior v* para |G .|| € dada
por
u(t) = (KQ + GKl)x(t)

onde

Ko=1[0.11642 —18.84973 |

Ky =[0.80044 2.34783 |

e v* = 1.7708326. A fungao de Lyapunov correspon-
dente para o sistema em malha fechada é dada por (26)
com

1.73861  0.23114 0 0

W= 0.23114  0.14490 0 0
B 0 0 1.73861  0.23114
0 0 0.23114  0.14490

5 CONCLUSOES

Neste artigo abordou-se o problema de performance H
para sistemas variantes no tempo do tipo LPV. Aten-
dendo a este critério obteve-se formulagoes LMI para os
problemas de anélise e sintese utilizando uma nogao de
estabilidade conhecida como bi-quadrética.
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Apresentou-se exemplos numéricos onde foi possivel ob-
servar, para o caso de analise, que um menor conserva-
tivismo foi obtido quando a nocao de estabilidade bi-
quadratica é empregada. Isto se justifica pelo fato que
estabilidade bi-quadratica é mais geral que estabilidade
quadrética e afim-quadratica, sendo estas duas tultimas
casos particulares da primeira.

Com relagao ao problema de sintese, a técnica proposta
permite o projeto de controladores com dependéncia pa-
ramétrica afim, bem como controladores com ganhos fi-
XO0S.

Note que a restricao de igualdade NC, = C,W que apa-
rece na solugao do problema de sintese do Teorema 2,
implica em uma restricao de estrutura do tipo bloco-
diagonal na matrix da fungao de Lyapunov, o que pode
conduzir a resultados conservativos. Uma maneira de re-
duzir o conservativismo imposto pela condicao de igual-
dade (15), seria substitui-la por Né’a = C,W, onde C’a
é uma fungao afim em 0, com a mesma dimensao de
C,. Neste caso deve-se também substituir C, por C,

m (14). Ainda é possivel considerar €|, como uma ma-
triz fixa dada e a matriz simétrica N como uma funcao
afim de 0. A melhor escolha de C, que pode conduzir
a resultados menos restritos é um problema que ainda
requer estudos.
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