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ABSTRACT

The job shop problem is particularly important among
the scheduling problems found in production systems,
being characterized by N parts which are processed by
M machines or work stations. If the processing times
in each machine are determined and known a-priori and
the parts are produced repetitively, then the problem
is called deterministic cyclic job shop scheduling. In
this case a steady state solution, corresponding to a set
point for the production system can be calculated. How-
ever, real systems are subjected to perturbations like
machine failures, lack of raw material etc., that can af-
fect the steady state solution. In this context, this work
is concerned with the determination of a control law
i.e. a law for the determination of the starting time
of each operation in the subsequent cycles such that the
set point (reference solution) be reestablished and main-
tained. The proposed control law is based in max-plus
algebra concepts. The starting times of the operations
are calculated from the starting times of the preceding
operations and from a set of matrices defined in max-
plus algebra.
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RESUMO

Os problemas encontrados no escalonamento da produ-
¢do sdo classificados em diversas categorias, dentre as
quais destaca-se o problema de job shop, onde N pecas
sdo processadas por M méaquinas ou estacoes de traba-
lho. O problema de escalonamento job-shop ciclico de-
terministico é definido como aquele em que os tempos
de processamento sdo fixos e conhecidos a-priori e as
pecas sao produzidas de maneira repetitiva. Para este
problema uma solugdo em regime pode ser determinada.
Porém, o sistema pode estar sujeito a distirbios na solu-
¢ao de regime. Neste contexto, buscou-se neste trabalho
encontrar uma lei de controle, ou seja, uma lei de deter-
minacao dos instantes de inicio de cada peca nos ciclos
subsequentes, capaz de restabelecer e manter a solugao
de referéncia. A lei de controle é baseada em conceitos
da &lgebra max-plus, e consiste em determinar os ins-
tantes de inicio das operacoes a partir dos instantes de
inicio das operacdes precedentes e de um conjunto de
matrizes definido em max-plus.

PALAVRAS-CHAVE: Sistemas a eventos discretos, job
shop ciclico, dlgebra max-plus, lei de controle, sistemas
de manufatura.
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1 INTRODUCAO

Os problemas de escalonamento estdo amplamente di-
fundidos em uma grande variedade de atividades indus-
triais ou tecnoldgicas e tém adquirido um carater noto-
rio, mediante as exigéncias de aumento da producao de
bens, em uma escala de tempo progressivamente menor.
Nesse aspecto, pequenas falhas em um dos percursos de
producao, podem desencadear desde pequenos prejuizos
de ordem cronolégica até a paralisacao completa de todo
um setor de producao.

Esses problemas encontrados no escalonamento da pro-
ducdo sao classificados em diversas categorias, dentre as
quais destaca-se o problema de job shop, onde n pecas
sdo processadas por m méquinas ou estacoes de traba-
lho. Cada peca consiste de um conjunto especifico de
operagoes que sao processadas de acordo com uma or-
dem de precedéncia preestabelecida. Desde que os tem-
pos de processamento das pecas nas maquinas sejam
fixados e conhecidos a priori e as mesmas pecas sejam
produzidas repetitivamente tem-se o problema de esca-
lonamento job shop ciclico deterministico.

Partindo do principio que os jobs possuem tempos de
processamento determinados e que estes sdo processa-
dos indefinidamente ou por um longo periodo de tempo,
é possivel encontrar um escalonamento ciclico 6timo ou
quase 6timo para o problema. Entretanto, nas situagoes
praticas o problema esta sujeito a restricées de continui-
dade tais como quebras de mdaquina e falta de matéria-
prima. Neste contexto se insere a idéia de um planeja-
mento reativo.

O planejamento reativo é necessario, pois visa garantir
a continuidade da producao. Pode-se citar varios tipos
de planejamento reativo para problema ciclicos.

Uma das forma mais simples de planejamento reativo se-
ria a utilizacdo de regras de prioridade, tais como FIFO
— First in First Out, SPT — Shortest Processing Time,
quando alguma perturbagio é imposta ao sistema (Udo,
1994; Caskey & Storch, 1996; Randhawa & Zeng 1996;
Xu & Randhawa, 1996; Pierreval & Mebarki, 1997;
Hothaus & Ziegler, 1997). Devido a sua simplicidade,
geralmente as regras de prioridade sao implementadas
mais facilmente, conquanto seu uso nao necessariamente
garanta o retorno a solucao de referéncia.

Bowman & Muckstadt (1993) modelam o escalonamento
ciclico como uma cadeia de Markov e utilizam a Teoria
Ergddica para analisar a performance de escalonamentos
ciclicos em ambientes com quebras de maquina, perda
de producao e outras fontes de variabilidade. Eles desen-
volveram o conceito de tarefa ciclica critica como uma
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extensao de tarefas criticas em redes PERT e mostram
que tarefas ciclicas criticas podem e deveriam ser usa-
das para conduzir a administracao de escalonamentos
ciclicos.

Groth & Mendes (1997) consideram o problema de mo-
delar e controlar uma classe de problema de escalona-
mento job shop, onde assumem um tempo de processa-
mento entre as operacoes de um job igual a zero (zero-
wait). Para este problema os autores propéem um mo-
delo matemadtico baseado na Teoria de Didides (dlgebra
min-max), escrevendo equagOes dindmicas nesta estru-
tura. Os autores, considerando que todos os jobs ja
tenham iniciado, propuseram leis de controle visando
a minimizagdo do nimero médio de iteracdes por uni-
dade de tempo. Estas leis podem ser utilizadas também
quando situacoes nao previstas ocorrem durante a exe-
cucao do planejamento.

Zhang & Graves (1997) examinam o comportamento do
escalonamento ciclico em um ambiente estocdstico ca-
racterizado por falhas de maquina que podem atrasar a
execucao de tarefas e entdo podem causar um desvio ao
escalonamento ciclico preestabelecido. Os autores bus-
caram entender o comportamento de um escalonamento
ciclico sob incertezas com a finalidade de encontrar es-
calonamentos ciclicos que sejam menos interrompidos
pela ocorréncia de falhas de méaquinas. Duas hipdte-
ses bésicas sdo consideradas pelos autores: 17) indife-
rente do histérico das falhas das maquinas e os atrasos
conseqiientes, as operagdes sdo sempre processadas na
ordem descrita; 20) uma operacao nunca se inicia an-
tes do tempo de escalonamento prefixado, ainda que a
maquina possa estar ociosa.

Em suma, o planejamento reativo do problema de esca-
lonamento job shop ciclico deterministico, isto é, onde
é possivel encontrar uma solucao estavel, tem por obje-
tivo oferecer formas de controle, quando uma perturba-
¢ao ocorre, devido a perturbagoes imprevisiveis, visando
restabelecer e manter a solucao de referéncia.

Neste trabalho propoe-se uma metodologia para o plane-
jamento reativo de um job shop ciclico. A metodologia
é baseada numa lei de controle para o sistema pertur-
bado que garanta seu retorno ao escalonamento ciclico
conhecido. Uma lei de controle consiste em uma lei de
determinacdo dos instantes de inicio de cada job nos ci-
clos subsequentes, capaz de restabelecer e manter o es-
calonamento ciclico conhecido, assegurando deste modo
a producdo em uma fabrica e com isso permitindo o
cumprimento total ou parcial dos seus compromissos de
entrega, sem desperdicio de materiais e nem perda de
produtos.
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Na proposta deste trabalho, a lei de controle deve basi-
camente, calcular os instantes de inicio de cada opera-
¢do (varidveis de decisdo) a partir de informagoes sobre
inicio das operacoes passadas (varidveis medidas), do es-
calonamento ciclico preestabelecido e do conhecimento
sobre o job shop (modelos da planta). A figura 1 ilustra
a analogia entre a abordagem proposta neste trabalho e
0s conceitos utilizados na teoria e pratica de controle.

Instantes de Instantes de

SOIU(}EN‘? Inicio do Inicio do
em regime Préximo Ciclo ciclo corrente
Planta
— > Controlador_> (Restriges de >
N Factibilidade)

Figura 1: Analogia entre o esquema de controle tradici-
onal e a abordagem proposta

O papel do controlador neste esquema é o de definir os
instantes de inicio das operacdes que deverdo se iniciar
no futuro imediato. Quando o sistema opera sem per-
turbacoes esta tarefa é trivial, dado que se considera o
escalonamento ciclico conhecido. Quando ocorrem per-
turbagoes, mesmo apds a reposicdo da suas causas, oS
instantes de inicio do ciclo corrente deixam de correspon-
der aos instantes definidos pelo escalonamento ciclico
preestabelecido (em geral uma perturbacgao interfere di-
ferenciadamente nas diversas operacoes). A informacao
relativa a estes instantes de inicio perturbados sera con-
siderado no contexto deste trabalho como a “condicao
inicial do sistema”.

De modo geral, define-se um vetor t; cujos componentes
sdo os instantes de inicio das operacoes, dependente da
variavel livre k, associada ao ndmero de ciclos do sis-
tema. O vetor tg é a condigdo inicial. O controle do
sistema é efetuado através de um conjunto de matrizes
A;, 1€ {l,..,m} cujo cdlculo é definido na secio 3.2.
Este conjunto de matrizes define o controlador.

Os resultados apresentados neste trabalho sdo expressos
numa algebra diferente da usual, conhecida como alge-
bra max-plus. Esta algebra tem sido aplicada a modela-
gem de sistemas a eventos discretos se limitando contudo
a sistemas em que nao haja conflitos pelo uso de recursos
(Baccelli et alii, 1992). Esta restricdo é uma importante
limitacdo a utilizagdo da abordagem max-plus e os re-
sultados propostos no presente trabalho constituem um
esforco no sentido de superd-la. A literatura apresenta

resultados fundamentais relativos a convergéncia de ex-

pressoes do tipo i lim A* onde A é uma matriz na 4l-
— 400

gebra max-plus e k é um inteiro. Estes resultados tem
importante significado pratico (Baccelli et alii, 1992).
Neste trabalho sao propostos novos resultados relativos
a convergéncia de produtos de matrizes que estendem
os resultados classicos e ampliam significativamente o
espectro de aplicacoes desta teoria.

Este trabalho é organizado da seguinte forma: na secio
2 descreve-se o problema de job shop ciclico a ser consi-
derado, na secéo 3 apresenta-se um resumo dos conceitos
tedricos que sdo utilizados no desenvolvimento deste tra-
balho (4lgebra max plus); na se¢ao 4 propoe-se o modelo
matematico para o sistema reativo, na secdo 5 mostra-
se como construir o conjunto de matrizes de decisao e
um exemplo é apresentado na secao 6. Finalmente as
conclusdes sao apresentadas na secao 7.

2 JOB SHOP CiCcLICO

Em um problema classico de escalonamento, um con-
junto de tarefas é executado uma vez, e uma solucao é
encontrada buscando-se otimizar um critério, por exem-
plo, a minimizacdo da duragéo total de fabricagdo, mi-
nimizacdo dos atrasos de fabricacdo, etc. Em um pro-
blema de escalonamento ciclico, as tarefas, chamadas de
tarefas genéricas, sdo executadas infinitas vezes e, todas
as ocorréncias de uma mesma tarefa genérica devem sa-
tisfazer as mesma restri¢oes. Ao resolver o problema de
escalonamento ciclico busca-se maximizar o niimero mé-
dio de iteragoes por unidade de tempo, isto é, minimizar
a duragao do ciclo.

O problema de escalonamento ciclico tem numerosas
aplicacoes, tais como na informética (calculo repetitivo
sobre arquiteturas paralelas), no dominio da produgao
(job shop repetitivo), no estabelecimento de um plano
ou roteiro (utilizacido periddica de recursos) etc. Am-
brésio (1999) apresenta uma aplicacdo do problema de
escalonamento ciclico para o despacho de trens que per-
fazem sempre o mesmo horario.

Como qualquer problema de escalonamento, o job shop
ciclico (JSC) é caracterizado por um conjunto de opera-
¢oes genéricas, que sdo executadas infinitas vezes ou du-
rante um longo periodo de tempo. Estas operacoes sao
nao reentrantes, isto é, duas ocorréncias de uma mesma,
operacdo genérica ndo podem se sobrepor. Além disso,
uma vez que uma operacdo comece a ser processada,
nao poderd ser interrompida para a execucao de outra
operacdo. O conjunto de todas as operacoes pode ser
particionado em subconjuntos disjuntos e mutuamente
exclusivos que correspondem aos jobs (Conway et alii,
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1967). Cada job consiste de um conjunto de operacoes
que devem ser realizados em alguma ordem.

O problema de escalonamento job shop ciclico, objeto
de interesse deste trabalho, consiste de n jobs e m mé-
quinas. Cada job corresponde a um conjunto de ope-
racoes que devem ser realizadas em alguma ordem que
é chamada de relacao de precedéncia. A cada operagdo
associa-se uma unica maquina, um tempo de processa-
mento fixo e uma unica operacao sucessora no job. O
problema de job shop ciclico pode ser formulado por pro-
gramagao linear mista, buscando maximizar o nimero
médio de iteragoes por unidade de tempo (7) ou mini-
mizar o tempo de ciclo ().

A solucao do problema de job shop ciclico foi estudada
por varios autores. Uma primeira tentativa de escalona-
mento ciclico foi proposta por Graves et alii (1983) para
o escalonamento de job shops que produzem muitos pro-
dutos em uma proporcio fixada por um longo periodo
de tempo. Um job pode passar em uma maquina uma
ou mais vezes. Para o caso quando somente um produto
é produzido (isto é, quando todos os jobs sdo idénticos),
Graves et alii (1983) definem um escalonamento 6timo
para_ um comprimento de ciclo dado. Os autores apre-
sentam um método heuristico que parece ser efetivo em
encontrar bons escalonamentos.

Hillion & Proth (1989) provaram que se é dada uma or-
dem ciclica das tarefas em cada processador entdo o pro-
blema torna-se um problema de escalonamento ciclico
bésico e, por essa razao, pode ser resolvido em tempo
polinomial. Roundy (1992) considera o problema de en-
contrar escalonamento ciclico para um problema de job
shop no qual todos os jobs sdo idénticos. O autor con-
sidera simultaneamente dois critérios de otimizacgao, a
saber, o tempo de ciclo e o tempo de fluxo e, mostra
que o problema de minimizar o tempo de fluxo para um
dado tempo de ciclo é NP-dificil.

Hanen (1994) em seu estudo sobre escalonamento ciclico
prop6s uma formulacdo em programacdo linear mista
para o problema de escalonamento ciclico com restri¢oes
disjuntivas chamado de job shop recorrente. Portugal
(1999) e Portugal et. alis. (2000) fez modificagbes nesta
formulacao para o problema de job shop ciclico com jobs
distintos, visando estabelecer um equilibrio na producao
de jobs ao longo do tempo.

Esta ultima abordagem serd adotada neste trabalho
como formulacdo para o problema de funcionamento do
sistema job shop ciclico em regime permanente. O de-
talhamento da formulagdo matematica pode ser encon-
trada em Portugal (1999) e Portugal et. alii. (2000).
O problema de controle em regime transitério, que é o
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principal tema deste trabalho, é abordado a partir da
secao 4.

2.1 Exemplo

Com a finalidade de ilustrar a resolucdo de um problema
de job shop ciclico, considere um exemplo com 3 mé-
quinas e 3 pecas. Cada peca é processada em ambas
as maquinas, totalizando 9 operacgoes. Os roteiros de
fabricacdo (correspondem ao nimero da méaquina), as
duracoes das operagoes encontram-se na tabela 1.

Tabela 1: Ordem de Operacao e Duracdo das operacoes
do exemplo

Nuimero do | Roteiro de | Duracao da
job Fabricacao | operacao
1 1 2 3 4 2 2
2 2 1 3 2 3 3
3 3 2 1 3 2 3

A

Job2

Arcos conjuntivos
B

Arcos digjuntivos

Figura 2: Grafo do exemplo com restricbes conjuntivas
e disjuntivas

A figura 2 mostra as restricdes conjuntivas' e as restri-
coes disjuntivas?; os ntimeros dentro dos circulos corres-
pondem a méquina a ser utilizada pelo job. O conjunto
de restricoes conjuntivas formam um grafo conjuntivo.
O grafo disjuntivo consiste da unido do grafo conjuntivo
com as restricées disjuntivas, representadas pelos arcos
disjuntivos. E necessédrio definir uma selecao das restri-
¢oes disjuntivas quando busca-se resolver o problema de
job shop ciclico.

Este exemplo pode ser resolvido utilizando-se de pro-
gramacao linear mista. A soluc¢do encontrada neste caso
foi 7=0,1 (ndmero médio de itera¢des por unidade de

1 Restricdo de anterioridade
2 Necessidade de se compartilhar recursos
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tempo), ou a=10, (tempo de ciclo). Para este exem-
plo os respectivos tempo de inicio de cada job em cada
maquina encontram-se na tabela 2 e o ciclo obtido esta
representado na figura 3.

Tabela 2: Tempo de Inicio de cada tarefa do exemplo 1

Nuimero do | Roteiro de | Tempo de Inicio
job Fabricacao da operacao
1 1 2 3 0 7 10
2 2 1 3 2 4 7
3 3 2 1 2 5 7
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

Job1
Iteragéo 1 Job2]
Job3
Job1
Iteragéo 2 Job2]
Job3

i I N
\\\\&\\\\\\\\\\ 3 3
3 N\

L. | I =
N\ s 38
AR

3 3 2 N\

B maauinas

/

i maauina 1 N\\\maquina2

Figura 3: Diagrama da solucao do exemplo 1

No contexto geral deste trabalho, o tempo de ciclo («)
de um JSC sera representado por \# e t# represen-
tard o instante de inicio da primeira operacio de cada
job quando uma solucdo é determinada. Assim, para o

exemplo 1 tem-se \¥ = 10et* =[ 0 2 2 ]T

2.2 Solucoes de Regime

Em uma solucao de regime conhece-se o tempo de inicio
e fim de cada tarefa genérica e o tempo de ciclo. Neste
trabalho, parte-se do principio que uma solugao de re-
gime para o problema dado é conhecida, utilizando-se
de um método qualquer para determinacao desta solu-
¢ao de regime para o job shop ciclico com tempos deter-
ministicos. Chama-se de solucdo de referéncia a solucio
de regime encontrada, podendo esta ser 6tima ou nao de
acordo com a complexidade do problema. Considera-se
que em uma solucdo de regime um job pode aparecer em
um ciclo uma tnica vez. Ou seja, um job de um ciclo
k+1 sé podera se iniciar se todos os outros jobs do ciclo
anterior k ja foram iniciados.

Encontrada uma solucéo de regime, esta serd repetida
continuamente. Entretanto, conforme observado ante-
riormente, o problema de job shop ciclico pode estar
sujeito a imprevistos, tais como falhas de maquinas ou
falta de matéria prima, originando entdo uma perturba-
¢ao na solucao de referéncia.

Uma simples perturbacao pode induzir varias pertur-

bacoes ou atrasos secunddrios. Por exemplo, na figura
3, suponha-se que uma perturbagdo na primeira opera-
¢ao do job 2 (maquina 2) tenha ocorrido. Se o atraso é
suficientemente grande, poderd, por sua vez, atrasar o
inicio da préxima operacao, que corresponde a operacao
2 do job 3. Outrossim, desde que a primeira operacao
do job 2 na méaquina 2 deve ser completada antes que
a segunda operacao deste job possa ser iniciada na ma-
quina 1, um atraso no término da primeira operacao do
job 2 pode causar um atraso no inicio da segunda ope-
racao deste job. Se o inicio da segunda operacao do job
2 ¢é atrasado na maquina 1, imediatamente acarretard
uma atraso na terceira operacao do job 3 na maquina
1 e, assim por diante. Neste momento é necessario ter
algum tipo de controle que permita a continuidade da
producdo e garanta o retorno a solucao de referéncia. E
necessario entdo, que se faca um planejamento reativo
do problema de job shop ciclico.

Conforme estabelecido na introducao deste trabalho, o
planejamento reativo proposto é realizado pela utiliza-
¢ao de uma lei de controle cuja descricao é apresentada
na secao 4.

Apresenta-se na préxima se¢do os conceitos tedricos ne-
cessarios para o desenvolvimento deste trabalho.

3 CONCEITOS EM ALGEBRA MAX-
PLUS E NOTACAO UTILIZADA

Na Figura 2 apresentou-se o grafo do exemplo com as
restricdes conjuntivas e disjuntivas. Grafos e suas rela-
¢Oes podem ser descritos utilizando-se de uma estrutura
algébrica apropriada. A definicdo desta estrutura, de-
nominada “dlgebra de caminhos” ou “dlgebra max-plus”,
requer menos propriedades do que a dlgebra usual (por
exemplo, ndo se postula a existéncia do elemento inverso
em relagdo & adigdo).

A 3lgebra max-plus é essencial para relacionar grafos e
matrizes, isto é, pode-se utilizar de matrizes para repre-
sentar nds e arcos de um grafo e vice-versa.

Nesta secao algumas defini¢ées importantes da litera-
tura a respeito da dlgebra max-plus, as quais serao uti-
lizadas no decorrer do desenvolvimento tedrico do traba-
lho, sdo fornecidas (Cohen et al, 1989; Wagneur, 1991;
Bacelli et al, 1992).

3.1 Algebra Max Plus

Definicao 3.1 — Um conjunto dotado com duas ope-
ragoes internas @ (soma ou adi¢do) e ® (produto ou
multiplicacdo) é chamado um didide (denotado D) se os
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seguintes axiomas sao validos:

Axioma 1 - Associatividade da Adicao:

Ya,b,c€ D, (a®b)®c=a® (bdc)
Axioma 2 - Comutatividade da Adicao:

Ya,be D, adb=bDa

Axioma 3 — Associatividade da Multiplicacao:
VYa,b,ce D, (a®b)®@c=a® (b®c)

Axioma 4 — Distributiva da Multiplicacdo sobre a
Adicao:
adireita: Va,b,c € D, (a®b)®c = (a® c)®(b® c);
a esquerda: Va,b,c € D, c® (a®b) = (c®a) &
(c®b);

Azioma 5 — Existéncia do Elemento Neutro (Nulo)
com relacao a @, denominado €: Va € D, a®e = a;

Axioma 6 — Absorcao do Elemento Neutro da Adicao
por : Va€ D, aRe =e®a =c¢;

Azxioma 7 — Existéncia do Elemento Neutro (Identi-
dade) com relagdo & ®, denominado e:

Vae D, aRe=e®a=a.

Azxioma 8 — (Idempoténcia) Todo didide D é idempo-
tente: Ya € D, a® a = a.

Neste artigo, associam-se as operagoes @& e ® de um
didide particular as operacbes de maximizacao e adi-
¢ao da algebra convencional, enquanto os elementos e e
€ correspondem a zero e -0o, respectivamente (élgebra
“max-plus” — Ryaz)-

3.2 Teoria de Grafos

Alguns conceitos da Teoria de Grafos sdo necessa-
rios para o desenvolvimento tedrico deste trabalho.
Apresenta-se a seguir os conceitos principais utilizados
no desenvolvimento da lei de controle proposta. Sugere-
se Berge (1973) para um estudo mais detalhado.

Definigao 3.2 (Grafo fortemente conectado) — Um
grafo é dito ser fortemente conectado se para qualquer
dois diferentes nés i e j existe um caminho de i para j.

Definicao 3.3 (Grafo de Precedéncia) — O grafo de pre-
cedéncia de uma matriz quadrada A, nxn, com elemen-
tos em R4z, € um digrafo valorado com n nds e arcos
(4,i) se Aj; # €. Neste caso o peso deste arco corres-
ponde ao valor numérico de A;;. O grafo de precedéncia
é denotado por G(A).
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3.3 Matrizes na Algebra Max-Plus

Considere-se matrizes com elementos pertencentes a
Rinaz € sujeitos as operacoes algébricas estabelecidas
pela definicao 3.1.

De acordo com Baccelli et alii (1992), existem dois tipos
de composicido entre matrizes: a composicao paralela,
denotada @, e a composi¢cio em série, denotada por ®.
Estas composicoes sdo definidas utilizando-se das opera-
¢oes de composicao de elementos em R, 4., para o qual
considera-se 0os mesmos simbolos @ e ®, usualmente re-
feridos como “adicao” ou “soma’” e como “multiplicacao”
ou “produto”; respectivamente.

A seguir apresenta-se as definicbes da composicio para-
lela (@) da composicdo em série (®) de matrizes.

Definigao 3.4 — A composigao paralela (¢) de matrizes
é definida pela seguinte regra: se A = [A;;] e B = [Byj]
possuem o mesmo tamanho entdo: (A @ B);; = A;; ©

Definicao 3.5 — A composicio em série (®) de matrizes
A e B é definida somente quando o nimero de colunas
de A éigual ao de linhas de B, ouseja: AémxneBé

n X p pela seguinte regra: (A ® B),; = keial (Air ® Bg;)

Nesta secdo, define-se 0 maximo ciclo médio conforme
Karp (1978). Algumas de suas propriedades sdo apre-
sentadas a seguir (Bacelli et alli., 1992).

O méaximo ciclo médio tem uma clara relacdo com auto-
valores de matrizes dentro do contexto da algebra max-
plus e com regimes periédicos de sistemas descritos por
equacoes lineares, também dentro do mesmo contexto.

Seja G um digrafo valorado com n nds. Os pesos dos
arcos sao numeros reais, os quais sao dados por uma
matriz A n x n. O valor numérico de A;; ¢ igual ao
peso do arco do né j para o né . Se tal arco nao existe,
entdo considera-se A;; = . A entrada (i, j) de A*
=A®Ad.. DA, considerada dentro da estrutura
algébrica Ry, denota o peso maximo com respeito a
todos os caminhos de comprimento k indo do né j para
0 n6 i. Se nenhum caminho existe, entdo (A¥);; = e.

Definicao 3.6 (Ciclo Médio) O peso médio de um
caminho é definido como a soma dos pesos dos arcos
individuais deste caminho, dividido pelo comprimento
deste caminho. Se o caminho é denotado por p, entdo o
peso médio é igual a |p|,,/ |p|.. Se tal caminho é um cir-
cuito, diz-se o peso médio do circuito, ou simplesmente
o ciclo médio.
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Considere uma matriz A n X n com o grafo de prece-
déncia G correspondente. O peso maximo de todos os
circuitos de comprimento j que passam pelo né i de G
pode ser escrito como (A7);;. O méximo destes pesos

n .
méximos sobre todos os nés é @ (A7), pode ser es-
i=1

crito como traco (Aj ) O peso médio é obtido dividindo
este nimero por j no sentido convencional, que pode
ser escrito como (trago (Aj)n.)l/ ’ na notacao da algebra
max-plus. Tem-se entdo o ciclo de peso maximo com
respeito ao comprimento j. Portanto, a formula para o
méximo ciclo médio é dado por (Baccelli et al., 1992):

A= 6 (trago (47))" )

Nao é necessario considerar comprimentos maiores do
que o nimero n de nds, pois circuitos com mais de n nés
nao sdo elementares.

Todos os circuitos com ciclo médio igual ao maximo ciclo
médio sdo chamados circuitos criticos.

Definicao 3.7. (Circuito Critico) — um circuito ¢ do
grafo de precedéncia G(A) é chamado critico se este tem
peso maximo, denotado por |(|.

O teorema de Karp (Baccelli et alii, 1992) fornece uma
expressao para o calculo do maximo ciclo médio.

Dada uma matriz A com elementos em R, 4., considere
o problema da existéncia de autovalores e autovetores,
isto é, a existéncia de A e x (diferentes de zero) tais que:

Ax = Xx (2)

Teorema 3.8. Se A é irredutivel, ou equivalentemente
se G(A) é fortemente conectado, existe um e somente
um autovalor (mas possivelmente varios autovetores).
Este autovalor é igual ao maximo ciclo médio do grafo:

A = max IS, (3)

¢ I<l;
onde ¢ percorre sobre o conjunto de circuitos de G(A).

A demonstracdo do teorema 3.8 encontra-se em Bacelli
et alii. (1992: 113).

Exemplo 3.9 (Nao unicidade de autovetor) Ob-
serve que considerando uma matriz irredutivel, con-
forme o teorema 3.8 tem-se unicidade de autovalor, po-
rém tal unicidade nao é valida para o autovetor, como
mostra o exemplo a seguir:

(52)e(5)=(4)=2(5)

(5)e(i)=(5)===(1)

Os dois autovetores sdo obviamente ndo “proporcionais”.

4 MODELO MATEMATICO PARA O SIS-
TEMA REATIVO

O objetivo principal desta se¢do é estabelecer um mo-
delo algébrico para o controle do comportamento tran-
sitério do job shop ciclico para o qual se conhece uma
solucdo de referéncia.

Como visto na secao 2, o problema do job shop ciclico
pode estar sujeito a imprevistos, tais como falha de mé-
quinas ou falta de matéria—prima, originando entao uma
perturbacéo na solucao de referéncia. E necessario desta
forma, que se determinem leis de controle para permitir
a continuidade da producao e ao mesmo tempo garantir
a convergéncia para a solucdo de referéncia preestabele-
cida.

Tendo em vista tais necessidades, buscou-se nesse tra-
balho encontrar uma lei de controle, ou seja, uma lei
de determinacao dos instantes de inicio de cada job nos
ciclos subsequentes, capaz de restabelecer e manter a
solucdo de referéncia.

Basicamente, conforme apresentado na figura 1, conhe-
cendo a solucao de regime é possivel a determinacao de
uma lei de controle. Considerando esta lei de controle
e os instantes de inicio do ciclo corrente, calcula-se os
instantes de inicio do préximo ciclo, os quais estarao
sujeitos a restri¢oes de factibilidade da planta.

Seja o problema de job shop ciclico descrito na secdo 2,
com 1 jobs e m maquinas. De uma maneira geral o vetor

ty € R" (4)

representard os instantes de inicio do k-ésimo ciclo do job
shop. O vetor t# representard a solucdo de referéncia
obtida a partir de técnicas descritas por Portugal (1999).

A lei de controle proposta neste trabalho supoe a exis-
téncia de um conjunto de matrizes A; , I € {1,....,m}
na algebra max-plus, denominado conjunto de matrizes
de decisao, cujas caracteristicas sao descritas na secao
4.1 (defini¢do 4.5). Essas matrizes serdo utilizadas para
determinacao dos instantes de inicio de cada job nos ci-
clos subsequentes, com o objetivo de restabelecer o ciclo
anteriormente determinado, apds a ocorréncia de uma,
perturbacao.

A lei de controle proposta deve ser tal que, se o sistema,
estiver operando sem perturbacdo, entao a solucao em
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regime discutida na secdo anterior deve ser implemen-
tada.

Caso nao haja nenhuma perturbacdo, os instantes de
disparo do n-ésimo ciclo sdo dados pelo vetor:

t, = (M) @t#
Considere uma matriz A n x n tal que:

A@t# =\ o t#

)

Conforme as definicbes de autovalor e autovetor apre-
sentadas na secdo 3, equacdo (2), tem-se que t# e A\#
sao respectivamente, autovetor e autovalor da matriz A.

Assim, qualquer matriz cujo autovetor seja t# e cujo
autovalor correspondente seja A#, pode ser usada no
contexto da lei de controle quando o sistema estiver em
regime permanente. Portanto o conjunto de matrizes
de decisao deverd conter matrizes satisfazendo a esta
condicao.

Havendo uma perturbacao na solugao de referéncia de-
vido a problemas de falha de maquinas ou outras causas,
considera-se a primeira solugao determinada imediata-
mente apés tal perturbacdo, a qual é denominada de
to. No contexto deste trabalho ty pode ser conside-
rada como o andlogo a uma “condicdo inicial” em um
problema dindmico. Assume-se que apos a perturbacio
ocorrida a planta fisica volta ao seu normal, contudo a

“condicao inicial” tg é diferente da solucao de referéncia
t7.

O controle do sistema é feito pelo uso do conjunto de
matrizes de decisdo da seguinte forma:

Algoritmo de Controle

I. Escolhe-se dentro do conjunto de matrizes de deci-
sao uma matriz tal que o produto

t' =A Rty

seja uma solucao factivel. Na secdo 5.4 serdo discu-
tidos os critérios para escolha de uma matriz dentro
do conjunto A; , [ € {1,...,m}; na se¢do 5.2 mostra-
se como a verificacdo de factibilidade é feita; final-
mente na secao 4.2 mostra-se que é possivel obter
um conjunto de matrizes tal que sempre exista uma
solucao factivel.

II. A solucdo obtida t’ determina os instantes de
disparo dos jobs no préximo ciclo. Para a ob-
tencdo dos instantes de disparo no ciclo seguinte
repete-se recorrentemente o procedimento anterior,

considerando-se t’ como “condicao inicial”.
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III. Caso se atinja, depois de alguns ciclos, a solucao
de referéncia®, mostra-se na secio 4.2 que existe
pelo menos uma matriz no conjunto de matrizes de
decisdo, tal que a solugéo de referéncia seja mantida
em regime permanente.

Fim Algoritmo de Controle

O funcionamento apropriado do algoritmo anterior esta
condicionado pelas seguintes questoes:

e A solucao t’ deve ser factivel, isto é, nao pode pro-
duzir conflitos entre as operacées no uso dos re-
cursos (méquinas). A verificagdo da factibilidade é
feita segunda a metodologia proposta na secao 5.2.

e Para qualquer condicdo inicial deve-se garantir a
existéncia de pelo menos uma matriz de decisao tal
que t'=A ® tq seja factivel. Esta questao é discu-
tida na secao 4.2.

e Deve-se garantir que a utilizagdo do algoritmo faz
com que ap6s um ndmero suficientemente grande
de iteracoes a solucdo convirja para a solucao de
regime (deslocada no tempo). A secdo 4.1 apre-
senta condicOes suficientes a que devem satisfazer
as matrizes de decisdo para que isto ocorra.

A convergéncia para a solugdo de referéncia é expressa
matematicamente por:

& (Byi)) ®@to =d @ t#

i=1

lim
k—+o00

onde as matrizes B; sdo definidas por:
B, =)\"'®A;,Vie{l,..,m},

A\ é autovalor de A; e, § ® t# corresponde a um deslo-
camento de § na solucdo de referéncia. Deve-se obser-
var que, no produtdrio acima, a seqiiéncia de matrizes
B; utilizada é arbitraria, ou seja, a funcéo I(i) é qual-
quer. E importante ainda salientar que as matrizes a
serem utilizadas nas lei de controle sdo as matrizes Aj,
le{l,...,m}. Asmatrizes B; = )\l_1®Al, led{l,..,m},
tendo autovalor unitario (igual a e), constituem “fatori-
zacdes™ das matrizes Ay,

30bviamente deslocada no tempo
4A “multiplicagdo” (®) por /\1_1 corresponde a subtracdo na
algebra tradicional
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4.1 Caracterizacao do Conjunto de Matri-
zes de Decisao & Convergéncia da Lei
de Controle

Conforme descrito anteriormente, o conjunto de matri-
zes de decisdo deve permitir o controle do sistema em re-
gime transitorio e além disso conter uma matriz que ca-
racterize o comportamento em regime permanente. No
caso do regime transitério, é necessario que essas matri-
zes satisfacam determinadas condi¢oes de modo a pro-
piciar o restabelecimento do ciclo de referéncia quando
ha uma perturbacao.

Duas condicoes sdo fundamentais. A primeira é que tais
matrizes tenham um tnico autovetor t# e a segunda é
que a matriz resultante do produto de qualquer nimero
de matrizes do conjunto também possua um unico au-
tovetor t#.

O teorema a seguir relaciona as condigdes acima com a
convergéncia da solucao.

Teorema 4.1. Seja um conjunto de matrizes B; [ €
{1,...,m} tal que VI € {1,...,m}, B; possua um tnico
autovalor e, um nico autovetor t# e a matriz resultante
da combinacdo de qualquer produto entre as matrizes
By, [ € {1,...,m} possua um tnico autovetor t#. Entdo

k
li By to =0 @t"
(k—}r-ir-loo igl ( lm)) Do =0T,
onde I(i) é qualquer funcdo {1,...,k} — {1,...,m}.

A demonstracido deste teorema pode ser encontrada em
Noronha (1999), e consiste do seguintes passos:

Considere-se t; o vetor de instantes de inicio dos jobs
no k-ésimo ciclo, isto é:

k
tk = [@1 Bl(z)] ®t0 (6)

Pode-se colocar (t); (j-ésimo componente do vetor ty)
na seguinte forma:

(tr); =7F @ (t%),, Vi€ {1,.,n}
Analisa-se entdo a evolucao de
VJ]? Vj={1,..,n},
quando k — 400, observando-se que

lim |’ka - ,ka| =0, Vi, je{l,..,n}

k—~+o00

lim tk :(5®t#.

k—~+o00

Em conclusao:

4.2 Construcao do Conjunto de Matrizes
de Decisao

Nesta secao serd proposta uma metodologia de cons-
trucdo do conjunto de matrizes de decisao de modo a
satisfazer as hipéteses do teorema 4.1. Para isto alguns
resultados preliminares sao necessarios.

Proposigao 4.2. Sejam A; e A, matrizes n x n com
autovalores \; e Ay, respectivamente. Seja t# autovetor
de A; e A,. Entdo t# é autovetor do produto das duas
matrizes e existe pelo menos um autovalor do produto
de Aj e Ay igual a A} ® As.

A demonstracido desta proposi¢do pode ser encontrada
em Noronha (1999).

Observa-se contudo que se:

I G(A}) e G(A») sdo fortemente conectados® (A1 e
Ao 880 autovalores tinicos respectivamente de A; e
A2)a

II. ambas as matrizes, A; e A,, possuem um unico
autovetor t# e,

ITI. G(A1®As) e G(A2®A,) sdo fortemente conecta-
dos,

entdo A1®A, e As®A; possuem um tunico autovalor
A1 ® Ao; porém, ndo necessariamente t# é o dnico auto-
vetor de A1®As ou Ay® Aq, conforme mostra o exem-
plo a seguir.

Exemplo 4.3. Considerem-se as seguintes matrizes:

e -1 =3 -1 -2 -2
Ai=|1 e =3 Ay=| -3 e -1
2 -1 -1 -3 1 e

Verifica-se que tanto A; quanto A, possuem um unico
autovetor, no contexto da algebra max-plus, igual a. t =
[e 1 2 ]T. Porém a matriz resultante do produto
de Ay e As , A;s = A;® A, nao possui um tnico
autovetor:

-1 -1 -2

Apr=A1®Ar = e e -—1
1 e e

. T
Os autovetores sdo t = [ -1 e 1] e t =

T < g .
[ -1 e e ] que sao linearmente independentes.

5G(A) representa o grafo de precedéncia da matriz A. A defi-
ni¢do de grafo fortemente conectado encontra-se na segao 3.
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Para caracterizar as matrizes do conjunto A; , [ €
{1,...,m}, é fundamental a unicidade dos autovetores
dos produtos entre elementos desse conjunto.

Considere a matriz B# definida a seguir:

L, t# o# tﬁqﬁti ti(btf

#

S LR S
ot o o e

(7)
onde a notagao tf&gb tf corresponde a tf& - tf na algebra
usual.

Esta matriz possui algumas propriedades importantes
para o estudo da convergéncia da lei de controle. Parti-
cularmente é imediato concluir que seu autovalor é e e

T
t# ]

Proposigao 4.4. Se uma matriz A tem como autovetor
t# e como unico autovalor A4, entdo® A, = /\;1 QA<
B#.

seu autovetor é t# = [ t# t#

A demonstracao desta proposi¢do pode ser encontrada
em Noronha (1999).

De acordo com a proposicio 4.4, B# é um majorante
para toda matriz que tenha autovetor igual a t# e au-
tovalor igual a e. Porém, ndo basta que duas matrizes
quaisquer sejam menores que B# e tenham um tnico au-
tovetor t#, para que o produto destas matrizes tenham
t# como tnico autovetor. Pode-se observar esta situa-
¢ao no Exemplo 4.3, onde A; e A, sdo menores do que
B#, que é definida pelo autovetor t# = [ e 1 2 ]T,
ou seja:

e —1 =2
B¥=|1 e -1
2 1 e

Entretanto a matriz resultante do produto de A; e As,
denominada A= A;® A, ndo possui um unico auto-
vetor.

A definigdo 4.5 caracteriza um conjunto de matrizes com
autovetor tnico t# tais que o produto de qualquer ni-
mero de matrizes desse conjunto resulta numa matriz
com o mesmo autovetor (inico).

Definicao 4.5 Considere um conjunto de matrizes By,
1 €{1,...,m} definidas da seguinte forma:

4.5.1. autovalor de cada By igual a e;

4.5.2. autovetor de By igual a t# e tnico;

6 A matriz A. tem autovalor e.

4.5.3. se nao existe nenhum ciclo critico no grafo de
precedéncia G(B;) passando por j entdo

(Bl)ij < B},

e Vi=1,.m;

4.5.4. se existe um ciclo critico passando por j no grafo
de precedéncia G(B;) entao

(Bl)ij =B}

e Vi=1..n.

E imediato concluir que o conjunto acima definido coin-
cide com o conjunto das matrizes possuindo pelo me-
nos uma coluna igual a uma coluna da matriz B¥ e os
demais valores estritamente menores que os respectivos
de B#. Além disso, tais matrizes quando multiplica-
das entre si possuem um tnico autovetor t#, conforme
demonstrado em Noronha (1999).

Em conclusdo, o conjunto de matrizes de decisdo pode
ser constituido a partir de qualquer subconjunto do con-
junto definido em 4.5 multiplicando-se cada elemento B;
por um autovalor arbitrario JA;.

Do ponto de vista pratico é conveniente que duas matri-
zes, (satisfazendo as condicoes acima) estejam presentes.
Em primeiro lugar deve-se incluir a matriz dada por:

A# = \# g B¥.

A matriz A# possui entdo autovalor \# e autovetor t#,
podendo ser utilizada para manter o sistema em regime
sempre que a solucdo de referéncia é restabelecida.

Em segundo lugar deve-se incluir a matriz definida pela
equacao(7) :

AMﬂaéaB# (8)

onde o valor minimo para 0 corresponde & maxima du-
racao total dos jobs. Logicamente, o autovalor da matriz
A éigual a O e seu autovetor é t#.

A matriz Ay, € utilizada quando nenhuma outra matriz
do conjunto de matrizes de decisdo Ay, I € {1,...,m} for
capaz de encontrar um vetor de tempo factivel quando
multiplicada pelo vetor de tempo em questdo. Obvi-
amente, qualquer vetor multiplicado pela matriz A,
produz sempre uma solucao factivel, a qual corresponde
a solucao de referéncia, ou seja,

Ay Rty = (0@B#) @ty =0 ®t*.
Sendo 9 um valor alto, tem-se sempre que o desloca-

mento sobre a solugado de referéncia é factivel em relagao
a solucao anterior.
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5 ALGORITMOS

A utilizacdo do conjunto de matrizes com as caracte-
risticas descritas na secdo 4.2 garantird a convergéncia
para a solucao de regime, independentemente da condi-
¢80 inicial, conforme mostrado no teorema 4.1. A secdo
5.1 apresenta um algoritmo que permite construir um
conjunto de matrizes com as caracteristicas propostas
na secao 4.2.

O algoritmo de controle proposto na secio 4 exige o
detalhamento de alguns procedimentos, a saber:

1. verificacao da factibilidade da solucédo para um ciclo
subsequente;

2. escolha, dentre varias solugoes factiveis, da melhor
alternativa.

A secdo 5.2 apresenta uma técnica de verificacdo de
factibilidade utilizando o modelo proposto por Groth e
Mendes (1997). Considera-se que os tempos de espera
entre operagoes em um mesmo job sdo sempre iguais
aos tempos de espera da solucdo de regime, mesmo que
o sistema esteja em regime transitoério.

Na secao 5.3 a restricao de que os tempos de espera en-
tre operacoes em um mesmo job sdo sempre iguais aos
tempos de espera da solugdo de regime quando o sistema
estd em regime transitério é relaxada. Isto é, considera-
se o caso da verificacao de factibilidade quando os tem-
pos de espera entre operacoes de um job sdo flexiveis.

A secéo 6 fornece um exemplo de comparacio entre as
situagoes descritas nas secoes 5.2 e 5.3.

Dentre varias solugbes factiveis, é necessario escolher
qual deverd ser utilizada. As formas propostas de es-
colha da solugao sao descritas na secao 5.4.

5.1 Algoritmo para Calculo do Conjunto de
Matrizes de Decisdao

O objetivo principal desta se¢do é mostrar que é possivel
a construcao do conjunto de matrizes de decisdo. Para
tanto, desenvolveu-se o algoritmo de sintese I para o cél-
culo do conjunto de matrizes. Inicialmente, o algoritmo
calcula matrizes aleatoriamente e dentre estas escolhe
algumas de acordo com critérios estabelecidos. A idéia
principal deste algoritmo consiste em construir as matri-
zes, tendo por base uma matriz ou varias matrizes com
o formato definido na secdo 4.2. O algoritmo proposto
¢é descrito a seguir.

Algoritmo de Sintese I

Variaveis:
T

t# = [ tf& tj& ot ] —solugao de referéncia;
tf
tf

B* = & [ eqﬁtﬁfE eqﬁtf eqﬁt# ] —matriz
th

base;

\* —tempo de ciclo da solucio de referéncia;

A# = \#* @B# —matriz utilizada para manter a solu-
¢cao de referéncia;

A; > matriz pertencente ao conjunto;
A —autovalor da matriz Ay;

T — conjunto de vetores de instantes de inicio factiveis
dos jobs para o problema;

T )
t = [ t1 ta ... tn ] ,t € T — vetor de instantes de
inicio de processamento dos jobs em um determinado
ciclo;

njobs — cardinalidade do conjunto de jobs;

I — conjunto de nimeros naturais, maiores e iguais a 1
e menores ou iguais a njobs, gerados aleatoriamente.

Passos:

1°) Gerar T aleatoriamente utilizando-se de uma distri-
buicao uniforme em torno da solucio de regime.

2°) Escolher um valor para \;, tal que

PN njobs
—S)\lﬁ/\#®< ) ﬂi>,

2 =1

onde f; (comprimento do job i) é definido pela diferenca
entre o tempo de término do processamento do job e o
tempo de inicio do processamento.

3°) Definir A; = \; ® B#.

4°) Escolher aleatoriamente um nimero k, 1 < k <
njobs. Em seguida, escolher aleatoriamente k nume-
ros naturais maiores ou iguais a 1 e menores ou iguais
a njobs, os quais irdo pertencer ao conjunto I. Desta
forma, a card(I ) = k.

5°) Para j = 1 até njobs, modificar aleatoriamente os
valores de (Aj),;, se j ¢ I, onde deve-se ter (A;),; <

(MB7)

oj’

o’
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6°) Para todo t € T fazer: seja t = A, ®t,onde A; é a
nova matriz gerada; verificar se a diferenca entre o inicio
da primeira operacdo do novo ciclo (t’) e a ultima ope-
racdo do ciclo anterior (t) é maior que zero. Em caso
afirmativo, desconsiderar a matriz obtida. Em outras
palavras, espera-se que a matriz ndo gere uma solucao
trivial, isto é, o préximo ciclo iniciando apds o término
do ciclo anterior. Se a matriz obtida obedecer as restri-
¢bes impostas acima, entdo a matriz ird fazer parte do
conjunto de matrizes de decisao e retira-se t do conjunto
T.

7°) Critério de parada: todos os t € T tem que ser
satisfeito por algum A, ou seja T ficar vazio.

Fim do Algoritmo de Sintese 1.

As matrizes que irdo formar parte do conjunto podem
ser calculadas pelo algoritmo proposto acima. Além des-
sas matrizes, duas outras devem ser acrescentadas: as
matrizes A# e Ay, definidas na secio 4.2, que corres-
pondem respectivamente a matriz que mantém a solucao
de referéncia e a matriz utilizada quando nenhuma ou-
tra matriz do conjunto for capaz de encontrar um vetor
de instantes de inicio de processamento dos job factivel
ao ser multiplicada pelo vetor em questao. Um outro al-
goritmo para determinacao do conjunto de matrizes de
decisao pode ser encontrado em Noronha (1999).

5.2 Verificacdao de Factibilidade

A verificacao de factibilidade pode ser feita utilizando-se
o modelo proposto por Groth e Mendes (1997), o qual é
apresentado nesta secao.

Considere-se dois jobs quaisquer 4,5 € {1,...,n} e seja x
o conjunto de todas as seguinte funcdes m;; : ® — {0,1}
associadas ao par ordenado (i, j):

1, se o inicio do job j em t; e o inicio
mi; (- 1) = do job i em t; nao ocasiona
qualquer conflito;
0, caso contrario.

Define-se a adi¢do neste conjunto como a seguinte ope-
racao interna:

(m169m2)(7') = mj (T).mz (T)
O elemento neutro da adicdo é definido por:
m.(r)=1,V71 € R.

Na definicdo da fungdo m;;, assume-se que nao hé con-
flito se nenhuma operacao do job i e do job j utilizam-se
da mesma maquina no mesmo intervalo de tempo. Um

242 Revista Controle & Automacio/Vol.13 no.3/Set., Out., Nov.

tipico gréfico da fungdo m;; (1) é mostrado na figura 4.
Para cada par (i, ), supondo-se que o job i tenha sido

Figura 4: Gréfico tipico de m;; (1)

disparado em 7=0, a fungdo m;; (1) fornece os instan-
tes em que o job j pode ser disparado. Observa-se que
para qualquer par (i, j), existe um nimero 7*, suficien-
temente grande, tal que para todo 7 > 7%, m;; (1) = 1;
para tanto, basta considerar que o job j se inicia apds o
término do job ¢, onde entdao, ndo havera nenhum con-
flito.

A questio da factibilidade surge quando ha necessidade
de verificar se ha conflito entre os disparos realizados.
Suponha que p jobs i1, 42, ..., i, tenham sido disparados
respectivamente nos instantes ti, to, ..., t, e deseja-se
saber em quais intervalos de tempo o job j pode ser dis-
parado, sem ocorrer qualquer conflito com os jobs pre-
cedentes. E facil ver que:

e Os intervalos de tempo nos quais o job j pode ser
disparado sem conflito com o job i sdo aqueles onde
a funcdo mj;, (7 —t) = 1.

Os intervalos de tempo nos quais o job j pode ser
disparado sem conflito com o job i; e sem conflito
com o job i e assim por diante, sdo aqueles onde a
funcdo g; (1), definida abaixo assume valor 1:

— 1)

(9)
onde o produto utilizado acima é o produto boole-
ano padrao.

gj (T) = m]'l'l (T bt t1)~mji2 (T — tg)'...'m]'ip (T

Em Groth e Mendes (1997) mostra-se que a equagao(9)
pode ser reescrita no contexto min-max, ou seja,

gj (1) = (t1 ®@my;) © ... & (t, @ mpj) (10)
onde g; (1) € x fornece os instantes no qual o job j
pode ser disparado sem induzir conflito com qualquer

um dos p jobs disparados. Para uma representacdo mais
condensada, define-se:
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M € x"*"onde [M];; = mi; (7)

9n (T) ]T

Desta forma, a equacdo (10) pode ser rescrita como

g(r)=[ o) g(1) e X"

g(r)=M®t, (11)

onde g(7) e t sdo vetores colunas e M é uma matriz
nxmn.

Considera-se novamente o problema de verificacao de
factibilidade determinado pelo algoritmo de controle.

Seja t = [ t1 o tn ]T os instantes de inicio dos
jobs 1, 2, ..., n respectivamente. Seja A; a matriz de
decisao para qual se deseja analisar a factibilidade e seja
o vetor t’, dado por:

t'=Axt.

Deseja-se saber se, dado que os jobs iniciaram de acordo
com as unidade de tempo definidas em t, é possivel
inicia-los em t’ sem a ocorréncia de conflito.

A verificacdo de factibilidade neste caso é feita
utilizando-se 0 modelo de Groth e Mendes (1997) apre-
sentado anteriormente, com o acréscimo de uma outra
matriz (pertencente a x"*") ao modelo, apresentada a
seguir.

Defini-se uma matriz denominada Mp da seguinte
forma:

(12)

? ’
Mp],, = mjj, (T) set, <t
ik me caso contrario

Assim, tem-se que Mp®t’ determina os instantes de
disparo de modo a ndo haver conflito com os jobs dis-
parados no mesmo ciclo, enquanto que M®t determina
os instantes de disparo de modo a ndo a haver conflito
com os jobs disparados no ciclo anterior.

Com intuito de verificar a factibilidade do vetor gerado,
considera-se:

g(r) = [(M®t)& (Mp @ t')] (13)

Assim, t’ serd factivel se V j, gj(t,j) =1, onde t;’ é o
j-ésimo componente de t’ e g; é o j-ésimo componente
de g. Portanto, o algoritmo para verificacao de factibi-
lidade consiste na implementacdo da equacao(13).

5.3 Flexibilizacao dos tempos de espera en-
tre operacoes de um job

Uma das possibilidades do modelo de Groth e Mendes
(1997) é a flexibilizagdo dos tempos de espera entre as

operagoes de um job. Neste caso, o cdlculo de m;; ()
seria feito com base em cada operacao ao invés da utili-
zacao dos jobs, como descrito na secao 5.2.

Os elemento desta nova matriz podem ser divididos em

cinco tipos, de acordo com a relacdo entre as operagoes:

1. Se oy, for operacao inicial de algum job e ambas as
operagoes oy, € o; utilizam a mesma maquina, entao:

Moo = —::

Po,

onde p,i é a duracao da operacao oy.

2. Se oy, for operacdo inicial de algum job, porém oy, e
0; ndo utilizam a mesma méaquina, entio:

3. Se o, e o; utilizam a mesma maquina e além disso
oy ndo é operagio inicial de nenhum job entao:

=_| | |
- >"# (_p()k +1) Ok

mOkOi

onde p,, é a duragdo da operagao oy.

4. Se oy, e 0; constituem operagdes do mesmo job e o
antecede 0; (ndo necessariamente imediatamente),
entao:

Moyoi
04

onde o4 é a somatoéria das duragoes das operagoes
do job j entre oy e 0;, inclusive a duragdo de o.

5. Se nenhuma das situagoes descritas acima entre o
e 0; ocorrerem, entao:

Moy, 0; = Mg

que serd representado simplesmente por €.

Observa-se que além de modificar o tamanho da matriz
M, hé necessidade de considerar os vetores de tempo
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de dimensao igual ao numero de operagoes, bem como
as matrizes A; que fazem parte do controlador também
com dimensao igual ao nimero de operagoes. Um exem-
plo de utilizacao de tempo de espera entre operacoes
flexivel é apresentado na secao 6.

5.4 Escolha da Matriz

O algoritmo de controle estabelece que para uma con-
dicao inicial dada, deve-se verificar a factibilidade de
t' = A; ® t, para cada matriz A; do conjunto de matri-
zes de decisdo. Caso haja mais que uma solugao factivel
deve-se estabelecer um critério para escolher a solucao
adotada.

Dois critérios podem ser considerados: o primeiro con-
siste em escolher a primeira matriz que gere um vetor
de tempo factivel pela ordem de anélise, a segunda que
considere dentre as possiveis (ou as k primeira matri-
zes possiveis) a que possa iniciar o mais cedo possivel o
préoximo ciclo.

Em ambos os casos, as matrizes sdo ordenadas de forma
crescente em relacdo ao seus autovalores. No caso de
empate entre duas matrizes com autovalor A, considera-
se primeiro, na ordenacdo, aquela que possui o menor
nimero de colunas iguais & matriz A ® B#. Em caso de
um segundo empate, considera-se aleatoriamente qual-
quer ordenacao entre as matrizes.

6 EXEMPLO

Nesta secao um exemplo simples é apresentado para ilus-
trar a utilizacdo da metodologia proposta.

Os dados do exemplo a seguir encontram-se na secao
2.2. Duas iteracgdes do ciclo em regime podem ser visu-
alizadas na figura 1 (se¢ao 2.2). O tempo de ciclo para
este problema é de 10 unidades de tempo.

A matriz M para este exemplo é apresentada na equacao
(13).

= = HF

1 1 — 11— I
0 3 03 8 3

6 8 12

(14)

. T .
Consideret = [ 11 6 0 | o vetor cujas componentes
sejam os tempo de inicio dos jobs em um determinado
ciclo. Considere-se a andlise de factibilidade para o ini-

cio do préximo ciclo para seguinte matriz de decisdo:

4 8 15
Ar=|13 15 17 (15)
6 9 17

Neste caso o préximo ciclo deveria se iniciar em t' =
[15 24 17 ]T. E necessério entdo verificar se tal so-
lugao é factivel em relacdo ao ciclo anterior. Para isto,
considerem-se as matrizes M, equacdo(13) e Mp obtida
pela equacao(12), isto é:

€

€ €
=l 2 3 9 0 1 6

1 1 r
03

6 8 12 ¢ g

Mp

onde € na matriz representa o elemento neutro da adicao
em x.

Utilizando-se entdo da equacao(13) tem-se que:

s |:: N\
15
go=[MejeM,ert)] - i
24
d7 18 27 )

Como g; (t;) =1V j, tem-se que t’ é factivel para a situ-
acdo vigente, conforme pode ser visualizado pela figura
5.

0123 456 7 8 9 1011 121314 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

ciclo 1

T
3 3 AN\

ciclo 2)

Figura 5: Exemplo de verificacdo de factibilidade

Na figura 5, o ciclo 1 corresponde ao ciclo representado
por t, enquanto o ciclo 2 corresponde a t’.

Considere uma perturbacao na solucao de referéncia, e
seja tpa primeira solucdo determinada imediatamente
apés tal perturbagao, isto é,
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to=[11 6 0],

que estd representado na primeira iteracdo da figura
6. Observa-se nesta figura que se o préximo ciclo ini-
ciasse somente quando fosse possivel encaixar a solu-
¢ao de referéncia, isto aconteceria somente em t; =
[21 23 23 ]T, que corresponde & solucdo de referén-
cia defasada de § = 21. Em seguida, o préximo ciclo
seria em t, = [ 31 33 33 ]

Por outro lado, com a utilizacdo do conjunto de matri-
zes, em especifico da matriz da equacao(15), obtém-se

t; =
seria em to = [ 30 32 32 ]T, obtido utilizando-se a
seguinte matriz:

[ 15 24 17 ]T. Em seguida o préximo ciclo

15 6 13
A()\:15) = 17 6 15
17 8 15

com autovalor igual a 15, que corresponde a solucéao de
referéncia. Como esta solucdo é autovetor de todas as
matrizes, neste momento qualquer matriz que possua
autovalor igual a 10 poderia ser utilizada com intuito de
manter a solu¢do de referéncia. A figura 7 ilustra esta
situacdo. Comparando-se os instantes de inicio do ter-
ceiro ciclo das duas situacoes (figuras 6 e 7), observa-se
que quando o controlador foi utilizado, uma unidade de
tempo foi economizada. Esta unidade de tempo corres-
ponde a aproximadamente 10% de economia de tempo
na producao.

Analisou-se também a possibilidade de um descricdo
mais detalhada da planta. Em particular os tempos de
espera entre operacoes foram flexibilizados, obtendo-se
a convergeéncia para a solucdo de regime no quarto ci-
clo (figura 8). Comparando-se os instantes de inicio do
quarto ciclo entre as trés situacoes (figuras 6, 7 e 8),
observa-se que neste caso obteve-se uma economia de
4 unidades de tempo em relacdo & primeira situagao, o
que corresponde a uma economia de 40% e, obteve-se
uma economia de 3 unidades de tempo em relagdo a se-
gunda situagdo, o que corresponde a uma economia de
aproximadamente 33%.

Observa-se que para o exemplo em questao foi possivel
obter leis de controle cujo desempenho mostrou-se supe-
rior ao simples retardamento da solucao de referéncia.

7 CONCLUSAO

Neste trabalho apresentou-se uma modelagem matemé-
tica que visa permitir o controle de transitérios em es-
calonamento de job-shops ciclico.

Conforme visto na secéo 2, partindo do principio que os
jobs possuem tempos de processamento determinados e
que estes sdo processados indefinidamente ou por um
longo periodo de tempo, é possivel encontrar um escalo-
namento ciclico é6timo ou quase étimo para o problema,
que corresponde a solucao de referéncia. Entretanto, em
situagOes praticas, o problema estd sujeito a restricoes
de continuidade tais como, quebra de maquina, falta de
matéria-prima, etc. Assim, buscou-se neste trabalho,
determinar uma lei de controle visando restabelecer a
solucdo de referéncia.

Com esta lei de controle, observou-se a possibilidade de
reducao do tempo de restabelecimento da solucao de re-
feréncia. Para o exemplo apresentado, pode-se perceber
que com a utilizacdo da técnica proposta, foi possivel
obter um desempenho do sistema melhor do que o ob-
tido simplesmente atrasando todas as operagoes de um
intervalo igual a duracdo da perturbacao.

O objetivo principal deste trabalho foi propor uma téc-
nica de controle de transitérios em job-shops ciclicos
com propriedades que garantam a convergéncia para a
solucdo de referéncia. Tal objetivo foi alcancado. Além
disso, uma heuristica foi proposta, possibilitando a cons-
trucao do conjunto de matrizes de decisao. E importante
destacar que este trabalho constitui uma contribuicao no
sentido de ampliar a utilizagao da dlgebra max-plus, per-
mitindo o tratamento de problemas envolvendo conflito
no uso de recursos. Contudo, deixa-se para trabalhos
futuros a andlise detalhada do problema e a investiga-
¢do de algoritmos eficientes para a sintese do conjunto
de matrizes de decisao.

Uma questao importante relativa & metodologia pro-
posta diz respeito a otimizacao da solucdo obtida, garan-
tindo que dentre as possibilidades de retorno ao regime
permanente obtenha-se a melhor possivel sob algum cri-
tério (p.ex. a que mais antecipa o retoérno ao regime).
Este estudo apresenta dificuldades em razao da explosao
combinatorial do espaco de solucoes do problema. Dessa
forma, o estudo atual limitou-se a obter condicoes sufici-
entes para a convergéncia da solugdo perturbada para a
solucdo em regime permanente, embora estudos futuros
apontem na direcao do problema de otimizacao.

A consideragdo de esperas fixas entre as operagoes de
um job poderia inicialmente ser considerada como uma
limitacao deste trabalho. Porém, como mostrado na se-
¢ao 5.3 é possivel flexibilizar as esperas entre as opera-
¢Oes de um job, modificando-se para isso, a dimensao
das matrizes do conjunto de decisao e o calculo da ma-
triz M (verificacao da factibilidade). Um exemplo de tal
situacao foi apresentado na secdo 6.
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Figura 7: Transitério com utilizacdo da metodologia para o exemplo
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Figura 8: Transitorio com a utilizacdo da metodologia, considerando tempo de espera entre operagoes flexiveis

Em conclusdo, a metodologia proposta permite a to-
mada de decisOes em plantas com operacdo ciclica, em
situacgoes onde uma solucao de referéncia (supostamente
conhecida) encontra-se perturbada. Conforme obser-
vado no pardgrafo anterior é possivel estabelecer um
compromisso entre a complexidade da descricdo utili-
zada versus a dimensdo do algoritmo de decisdo.
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