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ABSTRACT

In this paper we present an iterative technique based on
Monte Carlo simulations for deriving the optimal control
of the infinite horizon linear regulator problem of discrete-
time Markovian jump linear systems for the case in which
the transition probability matrix of the Markov chain is not
known. It is well known that the optimal control of this
problem is given in terms of the maximal solution of a set
of coupled algebraic Riccati equations (CARE), which have
been extensively studied over the last few years. We trace
a parallel with the theory of T'D(\) algorithms for Marko-
vian decision processes to develop a T'D()) like algorithm
for the optimal control associated to the maximal solution of
the CARE. Some numerical examples are also presented.

KEYWORDS: Monte carlo simulations, coupled algebraic
riccati equations, jump systems, optimal control.

RESUMO

Neste trabalho apresentaremos uma técnica iterativa baseada
em simulagdes de Monte Carlo para calcular o controle 6timo
de um problema de regulador linear quadratico de horizonte
infinito para um sistema linear com saltos Markovianos a
tempo discreto, quando a matriz de transi¢do de probabili-
dade ndo é conhecida. Sabemos que o controle 6timo deste
problema é dado em termos da solucdo maximal de um con-
junto de equac@es algébricas de Riccati acopladas entre si
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(EARA) a tempo discreto, que foram extensivamente estuda-
das nos Gltimos anos. Tragaremaos um paralelo com a teoria
do algoritmo T'D(\) para Processos Markovianos de Deci-
s3o (PMD) para desenvolver o algoritmo 7°'D()) para o con-
trole 6timo associado a solugdo maximal de uma EARA.

PALAVRAS-CHAVE: :

Simulacdes de monte carlo, equacBes algébricas de Riccati
acopladas entre si, sistemas com saltos, controle étimo.

1 INTRODUCAO

Neste trabalho consideraremos o seguinte modelo em um es-
pago probabilistico (2, P, {Fx}, F) apropriado, conhecido
na literatura internacional como sistemas lineares com saltos
Markovianos a tempo discreto (vide (Mariton, 1990)):

z(k +1) = Agryz(k) + Boyu(k)

z(0) = 20, 0(0) = 6o, ()
onde #(k) é uma cadeia de Markov tomando valores em
{1,..., N} com a matriz de transi¢éo de probabilidade P =
(pij). Seja ¥ = {u = (u(0),...);u(k) é Fi-mensuravel
para cada k}. Para u € 3, considere o seguinte funcional
quadratico para o sistema (1):

J(@0,00) (W) = E(zq,00) (Z [Coryz (k)| + ||D6<k)u(’f)“2>

@

Deseja-se minimizar (2) sob v € X. Nos artigos ((Costa e
Fragoso, 1995), (Ji e Chizeck, 1988),(Ji et al., 1991)) mostra-
se que a solucdo deste problema esta associada a existéncia
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de uma solugdo P = (Py,...,Py), P, > 0i=1,...,N,
do seguinte conjunto de equacdes algébricas de Riccati aco-
pladas entre si (EARA), parai=1,..., N

X; = Ai&(X)A; + CiC; — Ai&(X)By(Bi&i(X)B
+DiD;) " BIE(X)A; ®)

..,EN(X)) é definido, para X =

N
=> pi;X;. 4
j=1

Se tal solugéo P existe, pode-se mostrar (vide (Costa e Fra-
goso, 1995)) que a lei de controle étima para o problema
dado pelas equacdes (1), (2) e (3) é obtida pela lei de con-
trole de realimentacéo

u(k) = Fpryz(k) ®)

onde F' = (F4,..., Fx) é dado por

F; = — (B/&(P)B; + D\D;) " Bl&:(P)A;.  (6)

Associado aos problemas de horizonte infinito (1), (2), te-
mos o problema de horizonte finito (7) no qual, para al-

gum S = (S1,...,Sy) € H"", deseja-se encontrar um
u(0), ..., u(x) tal que minimize o seguinte funcional

K

J(woﬂo)(u) = E(wo,ao) (Z(||Cg(k)$(k)2 (7)

k=0

2
+ HDe(k)U(k)H ) + (K + 1) Spep 1)z (s + 1)) _

Como é provado em (Costa e Fragoso, 1995), a solugdo deste
problema pode ser obtida do seguinte conjunto de equacgdes
a diferenca de Riccati para k = &, ...,0,

Pi(k) = A'E ww+mA+0
— A&(P(k + 1)) By(Bi&:(P(k +1))B;
+ D!D;) 'BL&(P(k 4+ 1)) A; (8)
= (A; + BiFy(k))&(P(k+1))(A; + BiFi(k))

+ C/C; + Fi(k) D;DF;(k)

onde P(k+1)=Se
Fi(k) =

+D/D;) "

—(Bi&(P(k +1))B;
Bi&i(P(k))A;. )
A lei de controle 6tima de (7) é dada por

u(k) = Fogiy(k)x (k)

e sob algumas condic¢des (vide (Costa e Fragoso, 1995)),
P(k) converge para uma solucéo semi-definida positiva P
de (3).

Tracando um paralelo entre a teoria acima e a teoria de pro-
cessos Markovianos de decisdo (PMD), poderiamos relacio-
nar as iteracGes (8),(9) com a técnica chamada de iteracéo de
valores em PMD. Por outro lado, como sera apresentado no
Lema 5 abaixo (vide Observacdo 1), o0 método chamado de
quasi-linearizacdo para obter a solucdo de (3) pode ser visto
como a técnica de iteracdo de estratégias para PMD, envol-
vendo a parte de avaliagdo de estratégia e melhoramento de
estratégia.

O método do T'D(\) tem sido aplicado para resolver pro-
blemas relacionados a PMD (veja por exemplo (Bertesekas e
Tsitsilklis, 1996),(Sutton e Barto, 1998)), para o caso onde a
matriz de transicdo de probabilidade da cadeia de Markov é
desconhecida. Neste caso assumimos que se conhece 0 hist6-
rico do processo, isto €, que existe um conjunto de trajetorias
simuladas do sistema, e que a funcdo de custo de uma dada
estratégia é calculada iterativamente através do histérico do
processo.

A meta deste trabalho é aplicar o método T"D () para obter o
controle 6timo (5), (6) associado a solugdo P do EARA dado
pelas equacoes (3) e (4) para 0 caso em que a matriz de transi-
¢ao de probabilidade 7 é desconhecida, sendo possivel simu-
lar as trajetdrias para a cadeia de Markov 6 (k). Para o caso
em que a matriz de probabilidade é conhecida, existe uma
serie de algoritmos numéricos para obter a solucdo maximal
P do EARA (3) e (4) (veja ((Abou-Kandil et al., 1995), (Ait-
Rami e Ghaoui, 1996), (Blair e Sworder, 1975), (Costa e Fra-
goso, 1995), (Costa e Marques, 1999), (Costa et al., 1997),
(Gajic e Borno, 1995), (Ji e Chizeck, 1988), (Ji et al., 1991),
(Mariton, 1990), (Val et al., 1998), (Costa e Aya, 1999)). Para
0 caso no qual a matriz de transicao de probabilidade P é ndo
conhecida, propde-se um algoritmo semelhante ao da avali-
acdo de estratégias de Monte Carlo que atualiza as estima-
tivas incrementalmente para obter o controle 6timo F' dado
pelas equacoes (5), (6). Obtém-se a prova deste convergén-
cia, seguindo 0os mesmos argumentos que em (Bertesekas e
Tsitsilklis, 1996).

Este trabalho é apresentado do seguinte modo: na Secéo 2
apresentamos algumas notagdes e resultados preliminares.
Na secdo 3 descrevemos o método T'D(\) para resolver a
EARA (3). O resultado principal é o Teorema 7, que prova
a convergéncia do método apresentado nesta se¢do. Na Se-
¢do 4 mostraremos um exemplo numeérico, e na Secdo 5 os
comentarios finais.
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2 NOTACAO E RESULTADOS PRELIMI-
NARES

Para X e Y espacos de Banach, definimos B(X, Y) o espaco
de Banach de todos os operadores lineares de X em Y, com
a norma uniforme induzida representada por ||-||. Por sim-
plicidade usaremos B(X) := B(X,X). O raio espectral de
um operador G € B(X) ser4 denotado por r,(G). Se X é
um espago de Hilbert o produto interno sera denotado por
(;), epara G € B(X), G* denotara o operador adjunto de
G. Como é usual, G > 0 (G > 0 respectivamente) deno-
tard que o operador G € B(X) é positivo semi-definido (po-
sitivo definido). Em particular denotaremos o espago com-
plexo n-dimensional por C™ e por B(C™,C™) o espago li-
near de todas as matrizes m x n com norma limitada, e
B(C™) := B(C™,C") e o produto interno em B(C"™) é dado
por (H;V) = tr{H = V} para H,V € B(C"). O superes-
crito ’ denotara a transposta de uma matriz. Usamos neste
trabalho || - || para a norma Euclidiana em C™ e a norma
induzida em B(C™).

Neste trabalho, serdo ainda empregados os seguintes resulta-
dos:

Lemal Seja X um espago de Hilbert e G € B(X). As se-
guintes afirmacdes sdo equivalentes:

a) r,(G) <1

b) existe um W € B(H") invertivel e Q € B(X) tal que
el <1e
G=waow

Prova: Coroléario 1.14 de (Kubrusly, 1997), paginas 31-32.
|

Lema?2 Seja X um espaco de Hilbert e G € B(X). Se
r+(G) < 1entdo para cada @ € X existe uma Unica solugéo
S(Q) € X para o sistemaem X

X-G(X)=0Q. (10)

Além disso -
S(Q) =Y _G"Q). (11)

k=0

Prova: Veja Teorema 5.17, pagina 102 em (Weidman, 1980).
|

O conjunto H™™ ¢é formado pelo espaco linear de todas
as N-seqliéncia de matrizes complexas V' = (V1,...,Vn)
com V; € B(C"C™), i = 1,...,N, e por simplici-
dade H™ = H™™. Neste trabalho consideraremos o con-
junto H™ equipado com o seguinte produto interno: para

H = (Hy,...,Hy), V = (V4,...,VN) € H" definimos
o0 produto interno (-; -) em H"™ como segue:

N
(H; V)= tr{H;V;} (12)
1=1

e ||H|[? := (H;H) (de forma que [|H|* = SN, ||H;|?).
Entdo com o produto interno acima definido (vide equagéo
(12)), H™ é um espaco de Hilbert. Nos também temos a se-
guinte norma || - ||;mqee em H". Para H = (Hy,...,Hn) €
H", || H||mqx é definido por

|H || maz := max{||H;||2;i=1,...,N}.

Definimos
H" = {V = (W1,...,VNn) € H"; Vi >0,Vi}

e escrevemos que V- > Sonde V = (17,..
S =(S1,...,Sy) € H", se

V—S=(V-5,..

L Vn) € H" e

L VN — SN) S H7l+7

equeV > SseV;,—S; >0para: = 1,...,N. Para,
I = (I'h,...,I'y) € H" definimos os seguintes opera-
dores, L(-) = (£4(-),...,LNn()) € BMH") e G(-) =

(G1(*)y..-,Gn(:)) € B(H") paraV = (V4,...,Vy) € H?
ei,j=1,...,N,
Li(V) =TTy (13)
N
Gg;(vV) = Zpijrqtvqtm (14)
=1

onde o operador () = (&1(+),...,En(")) € B(H™) é defi-
nido como em (4). E simples verificar que os operadores £
, L, e G mapeiam H"* em H"*, e que r, (L) = r,(G). No
artigo (Costa e Fragoso, 1993) se prova que 7, (L) = r+(G)
(de fato £ = G* de acordo com a equacdo (12)). Também
definimos o operador 7 € B(H"™) como

N
T(V) =Y pyl Vil
j=1
onde, de novo, V = (V4,..,Vy) € H* e T(V) =
(7:(V),...,Zn(V)). No artigo de (Costa e Fragoso, 1993)
provou-se que r,(G) = r,(L) = 7, (7).

(15)

Assumimos no modelo (1) e na funcdo de custo (2) que
A = (Ay,...,Ay) € H", B = (By,...,By) € H™",
C = (Cy,...,Cy) eH" e D = (Dy,...,Dy) € H™P,
Como for mostrado em (Costa e Fragoso, 1993), (Mariton,
1988), 0 modelo (1) com u(k) = Fypyz(k), e Vi(k) =
E (x(k)z(k)* Lpmy=iy), V(k) = (Vi(k),...,Vn(k)) €
H"* levaa

Vik+1)=G(V(k), k=0,1,...
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onde T; = A; + B;F, em (14), e E<||x(k)H2) -
Sy tr{Vi(k)}

O préximo passo é definir o operador para 0 4°°5“™° mo-
mento de x(¢). Para isto usamos o produto de Kronec-
ker L ® K € B(C"") para L, K € B(C") e o operador
vec{-} : B(C") — C"* definido da forma comum (veja
(Brewer, 1978)). Seja o operador H € ]B%(H"z) da se-
guinte forma: para S = (51,...,5n) € H", H(S) =
(H1(S), ..., Hn(S)) é definido como

N
Hy(S) =Y py(Ti@ L)S(I] @ 1Y), (16)
i=1

onde S; (k) = E (vec{z(k)x(k)* }vec{z (k) (k)* }* 1ip(k)=i} )

S(k) = (S1(k),...,Sn(k)) € H"*+. Temos o seguinte
resultado:

Lema3 S(k + 1) =
Ly tr{Si(k)}.

H(s(k) e E(lle(k)]') =

Prova: Como z(k + 1) = Iy (k), € facil de se verificar
que

N

2j(k+ Daj(k+1)" = Ligrsry=yy Y Liwa(k)ai(k) " IT
=1

onde z;(k) = x(k)lom)=i)- Seja z;i(k) =
vec{x;(k)x;(k)*}, ¢ = 1,..., N. Depois de algumas ma-
nipulagdes segue que

zj(k +1)z;(k +1)" = gy 1)=j)
N
'Z(Ti ® Ii)zi(k)zi (k)" (I ® I7)
=1

€ escrevemos
Si(k) = E (zi(k)zi(k) 1{o(x) =) -
Consequentemente temos que
N
Si(k+1) = pi;(Ts @ [)Si(k)(I] @ T7).
i=1

Finalmente, note que

tr{zi(k)zi(k)"} = [l (k)| tr{i (k)i (k)}

Vamaos definir o conceito de estabilidade que serd usado nas
secBes seguintes.

Definicdo 1 Diremos que F' = (Fy,...,Fy) € H™™ es-
tabiliza (A, B) no sentido da média quadratica se, quando
fazemos u(k) = Fyuyx(k) no sistema (1), temos que
E (Hx(k)||2> — 0 quando k& — oo para qualquer condicéo
inicial de z(0) e 6(0). Diremos que (A, B) é estabilizavel na
média quadrética se para algum F = (F}, ..., Fy) € H™™,
temos que F estabiliza (A, B) no sentido da média quadra-
tica.

O seguinte resultado, provado em (Costa e Fragoso, 1993),
mostra que F' = (Fy,..., Fy) estabiliza o sistema (1) no
sentido da média quadratica se e somente se 0 raio espectral
do operador (14) (ou (13)) em malha fechada é menor que 1.

Lemad F = (F1,...,Fy) € H™™ estabiliza (A, B) no
sentido da média quadratica se e somente se r,(G) < 1,
onde G é como em (14) comI'; = A; + B, F;.

Definicdo 2 Definimos F(-) = (Fi(-),....Fn()) :
HY — V() = (M(), 0, Va()) 2 =
eR = (Ri(-),...,Rn(+)) : H*" — H"* como

Fi(X) := — (BI&(X)B; + D,D;) " BI&;(X)A;

— A&i(X)Bi(Bi&i(X)B;

+ DiD;) " BIE(X) A
onde X = (Xy,...,Xy) € H'", F = (F,...,Fy) €
Hm,

A seguinte identidade sera Util nas proximas seces: para
qualquer F' = (Fy,..., Fy) € H™™, temos que

(A; + BiF;) £(S) (Ai + BiF;) + F/D.D;F,
+ Fi(S)'DiD; Fi(S)
+ (B — Fi(S)) (BLE(S)B; + DD (Fi — Fi(S)).

(18)

O seguinte Lema provado em (Costa e Marques, 1999), prové
a existéncia de uma solu¢do maximal para (3) quando (A, B)
é estavel na média quadratica. E baseado na técnica de
quasi-linearizacdo para a EARA (3), e paralelamente a téc-
nica de iteracdo de estratégias para PMD (vide Observacédo 1
abaixo).

Lema5 Suponha que (A, B) é estabilizavel na média qua-
drética e considere FO = (FY,..., FY) € H™™ tal que es-
tabiliza (A, B) no sentido da média quadratica. Entdo para
1=0,1,2,..., existe X' = (X{,..., X)) que satisfaz as
seguintes propriedades:
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a) X0> X!'>...> X!> X, paraum X € H"" arbitra-
rio tal que X > R(X).

b) ro(L") < 1, onde L'(-) = (L4(-),...,L(")) e para
i=1,...,N,

Ll() = A& AL
Fl=r (X" fori=1,2,....

) X'satisfaz X' = £' (X') + V (F') e é dado por X' =
0o k
X0 (£ (V (7).

Além disso existe um X = (X,..., X};) € H"" tal que
X+t =R(X"), XT > X para qualquer X € H"" tal que
X > R(X),e X! — X* quando I — oo. Mais ainda
ro(LT) < 1,0onde £F(:) = (LT(-),...,L5(:)) é definido
como £ (-) = A &(-)A}, parai=1,...,N,e

Fr =7 (X%)

7

Af = A+ B;F;".

Observacdo 1 O passo ¢) do Lema 5, que corresponde ao
calculo da solugdo do sistema linear

X' =N (XY +v(FY,

pode ser visto como o passo de avaliacdo de estratégias na
técnica de iteracdo de estratégias para PMD, enquanto que
da identidade (18),

(A; + BiFi)/gi(Xl)(Ai + B;F;) + CiCi + F{D;D;F; =
X! — (F/ - 7(X") (Bi&(X")B; + DiD;) (F} — Fi(Xx"))
+ (F = 7 (X)) (Bi&(XNY B + DiDy) (F; — Fi (X))

e o lado direito é minimizado em F; escolhendo F; =
FI*' = F; (X'), que pode ser visto como o passo de me-
Ihoramento de estratégias.

Encerramos esta secdo com o seguinte resultado que sera
bastante Gtil ao longo desta se¢cdo. Num espaco probabilis-
tico apropriado (®,P, {¥;},X), considere duas seqliéncias
de processos estocéasticos {W (¢);t = 0,1,...}, {y(t);t =
0,1,...} tal que paracadat = 0,1,..., W (¢) é uma matriz
n x n e y(t) é uma varidvel escalar positiva ;-adaptada.
Assuma que P-quase sempre temos que

D () =00

(19)
t=0
e oo
> () < oo (20)
t=0

Assuma também, que o termo do ruido satisfaz as seguintes
condicoes

E(W() | ) =0 (21)

E(IW ) | S) < At) (22)

onde {A(t);t = 0,1,...} é um processo estocastico tal que
paracadat = 0,1,..., A(t) é uma varidvel escalar positiva
¥;-adaptada. Considere um processo estocéstico {R(t);t =
0,1,...}, R(t) uma matriz n x n, dada pela seqiiéncia

R(t+1) = (1 =y@O)RE) +O)W()  (23)
Lema 6 Suponha que as equacdes (19)-(22) sdo satisfeitas
e que as sequéncias {R(t);t = 0,1,...} de matrizesn x n
sdo dadas por (23). Se a sequiéncia A(t) é limitada P-quase
sempre entdo R(t) converge a zero P-quase sempre.

Prova: Veja Coroléario 4.1, pagina 161 em (Bertesekas e Tsit-
silklis, 1996). |

3 METODO DE DIFERENCA TEMPORAL
QUANDO NAO SE CONHECE A MATRIZ
P

Se a matriz de transicdo de probabilidade P é conhecida,
podemos utilizar o algoritmo descrito no Lema 5, para en-
contrar a solucdo maximal P do EARA dada pelas equa-
¢Oes (3),(4) e entdo obter a lei de controle 6tima F' dada
pela equacdo (6). Se a matriz de transicdo de probabili-
dade P ndo é conhecida poderiamos tentar desenvolver um
algoritmo de Monte Carlo para obter a solugdo X' como
no Lema 5 parte c). Entretanto, isto ndo € suficiente para
obter FI*1 = 7 (X'), como se pode observar da equa-
¢ao (17), pois ha uma dependéncia em P através do ope-
rador £(-). Uma alternativa é calcular diretamente o termo
St:= & (X"), que nos leva & seguinte equagao:

N

=1
N
+Y piV; (FY)
j=1
ou

St =THSY + EWV(FY).
Escrevemos Q' = &(V(F')) para simplificar a notagéo.
Como foi visto na secdo 2, r,(7') = r,(L!) < 1,e 0 Lema
2 pode ser usado de forma que a equacdo em Y’

Y =TY(Y) + Q' (24)
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tem uma Unica solugdo S’ dada por

oo

st= (THH@).

k=0

(25)

Um vez que se tenha calculado S!, F'*+! pode ser obtida da
equacdo (17) como
FAH =

—(B!S!B;+D;D;)"'BISlA;,  i=1,...,N.

(26)

O restante desta seg#o sera dedicado a calcular S, via simu-
lacdes de Monte Carlo, e tracando um paralelo com o0 método
do TD()\) (veja (Bertesekas e Tsitsilklis, 1996)). Para sim-
plificar a notag8o, eliminaremos o superescrito /. Para qual-
quer A € [0, 1) definimos o operador 7 € B(H") e Z € H"
da seguinte maneira

o0

(1= X)) MTE()

k=0

J() =

= i(m g

k=0

Obtemos entdo o seguinte resultado:

Proposicdo 1 r,(J) < 1.

Prova: Como foi mencionado acima, 7,(7) = r,(£) < 1.
Suponha que tenhamos r,(J7) > 1. Entdo para algum g €
C|p|=1eVeH”

JV)=pV.
Neste caso,
=N 820N = >
- L+ (] 8]-1) —
e
MT (V)= AT (T (V)= (1= \) i NEFLTR+2 ()
k=0
) i TRV
k=1
=JV)-A-=XNT(V)
=V —-(1-XNT(V)
de forma que
p
T(V) = TSV

e % € um autovalor de 7 com o autovetor associado

V. Porém
| B
1+AB-1)

| 5]
VAN 1201 - NR{BY + X2 [ B2
18]
VI =X2+201 = \) [ B+ [ B [?
| 8]

TIA(AD

que é uma contradi¢do com o fato que r,(7) < 1. Deste
modo r,(J) < 1. |

Fazendo iteracfes na equacdo (24) com Y = S, temos que

S:T’““(S)+Zk:T’“*t(Q) k=0,1,.... (27)
=0
Temos da equagdo (27) que
S = iu —MAFs
=0

—(1-)) Lio H(THs) Z "(Q) (28)
- i(w) - Z MNeTE(9) = Z 4+ 7(9)
_ é AR {T’“(Q) + TR — T’“(S)] +5.

A equacdo (28) evidencia o seguinte método de diferen-
cas temporais. Seja = := {1,...,N}*° e para cada i =

.,Net=1,2,...considere as seguintes variaveis alea-
torias ©,(t) = (0;(¢,0),0;(¢,1),...) € Etal que 6;(¢,0) =i
e {0;(t,k)} tem a mesma distribuicdo que {6(k)}. Para
k = 0,1,... o operador afim limitado D(¢, k, -) é definido,
paraV = (V1,...,Vy) € H", em termos de B;(t, k) € H"
eC;(t,k,-) € B(H™) como

Yi(t, k) := (Ao, (t,k) + Bo, e,k Fo,t,k)) Ttk — 1)
Yi(t,0) = I
l(t k, V)= Bi(t, k) + Ci(t, k, V)

Bi(t, k) == Ti(t, k)" {C&(t,ml)c&(t,ml)
+ FG*i(t,k+1)D;i(t,k+1)DGi(t,k+1)F9i(t,k+1):| Ti(t, k)
Ci(t, k, V) :=Tu(t, k)" |:(A6i(t,k+1) + B, (t,k+1) Fo (6,54 1))

Vo, (t.k41) (Ao, (t,6+1) + Boy (t.k+1) Fos (t,k+1)) — ‘/Gi(t,k):| T:i(t, k),

D(t,k, V) := (Di(t,k,V),...,Dn(t,k,V)).

Note que

E (Di(t,k, V) [ 0(0) = i) = THQ) + T"1(V) = T(V)
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e definimos parai =1,..., N

Zxk( (kY (2))

k=
f@ﬂ@+ﬁ“wmwzmwm}
W(t) = (Wi(t),...,Wn(t)).
Considere {v(t);t = 1,2,...} satisfazendo as equa-

¢oes (19), (20) com probabilidade 1 e para um Y (0) =

(Y1(0),...,Yn(0)) € H™ arbitrario definaparat = 1,2,.. .,
a seqliéncia Y'(t) = (Y1(¢),...,Yn(t)) € H™ da seguinte
maneira:

Yi(t + 1) = Yi(t) i=1,...,N,

+7(t) i MNDy (L, k)
k=0

ou de uma forma mais compacta,

=Y (t) +~(t) i MND(t, k, Y (1))
k=0

Y(it+1) (29)
Esta equagdo serd fundamental no desenvolvimento do mé-
todo pois, como sera demonstrado no Teorema 7, Y (¢) con-
verge para S. Conforme fica evidenciado pelo somatdrio
na equacao (29), para a implementacao do algoritmo neces-
sitariamos de um grande ndmero de realizacBes da cadeia
de Markov 6(t), geradas computacionalmente ou através de
observacOes passadas, e representadas na equacéo (29) por
0;(t,k),k = 0,1,.... Note que da equacédo (28) podemos
escrever a equacao (29) da seguinte maneira:

Y(t4+1) =1 —=~(@)Y () ++O)(Z + T Y () +W(t)).

(30)
Denotamos por X; a histdria do processo até o tempo ¢, a
qual é definida como

%, = U{Y(o), LY (1), 04(5),
s=1,...t—Li=1,....N,~(s),s =1, ,t}
Entdo paracada:=1,..., N

E W, ZA’“( ( th())|9(o):¢)
- (T/“(Q) + TV (1) - zk(y(t))D —0.
Na seguinte proposi¢éo considere 4 como na equacdo (16)
com I'; = A; + B Fi.

Proposicdo 2 Se A\%r,(H) < 1 entdo existem constantes
a >0, b > 0 tais que

E (W@l | 5:) < ally (o)) +o.

Prova: Visto que W;(¢t) é hermitiana, podemos encontrar
uma € C", [lll, = 1, tal que [Wi(t)], =| =" Wi(t)a |.
Observe que

oo
Witz = A ({Hcei(t,kﬂ)x(k +1)]l;
k=0
+ || Do, t.141) Fos ¢, k1) (k + 1)”;
(1= Nl +2) Yo, (Dalk +2)}
—{B(lIC0wrsnrtk+ D]
+ HDGi(t,kJrl)Fei(t,kle)x(k + UH?

(1= Nl +2) Yo, 1) (D (k +2) })
onde

(k4 1) = (Ao, k) + Bo, 0,k Fo, 2,5)) (k)
z(0) = x,0;(t,0) = 1.

Como visto na se¢do 2, £ <||x(kz)H

onde V;(k) =
Vi(k), .-

?) = SX Vi),
E (z(k)a(k) Lo, umy=i), V(k) =
Vn(k)) € H'™

Vik+1)=G(V(k), k=0,1,...

com I; = A; + B;F; em (14). Como r,(G) < 1, podemos
encontrar ¢y > 0, ¢; € (0, 1) tais que

1G]] = cocr

Dessa forma, definindo ¢ = ||C|lmaz + | Pllmaz | F |l maz €
observando que

Z tr{GrF(V

0))} < N [|GF (V(0))]]
segue que

E( |Co,xsmyk + 1)
+ 1 Dosce1 Fosnalh + D)

< e B(llo(k+ 1))

N
=3y tr{GIHH(V(0))} < escoNnei ™ |V (0)]]
= c3co N |2]]? = cseo N

e similarmente

E (x(k+2)" Yo, ¢ pr1)z(k 4+ 2)) < coNnc 2|y (1))

Revista Controle & Automagé&o/Vol.14 no.3/Julho, Agosto e Setembro 2003 229



Portanto para alguma constante ¢, > 0,

E( W) 2) < eal1+ [V ()])

+ ¢4 (E((é M ||l (k + 1)||§>2>
E((gjv ||w<k+2>§)2) ||Y<t>2>.

Finalmente observe que do Lema 3 temos que

o 2
E ((ZAk ||x<k+1)||§> )
k=0

(Z NV E(lz(k + 1)l ))

o 2
1 2 E / + +
<— <)\Nn >\2(k 2 ”Hk 1||>

k=0

Se A\?r,(H) < 1 entdo podemos encontrar c5 > 0, cg €
(0,1) tais que
NH 1] < esch

= 1 L o1y kL
Z A2(k+1) || HE+L|| < 2 Z (cg) = ¢7.

k=0 k=0

Deste modo para algum cg > 0,

s (E((g%xkum 1>||§)2)
E((gj Akx<k+2>||§)2) ||Y<t>||2)

< (14 Y (0)I)

e o resultado segue. ]

Assim as equacles (21) e (22) sdo satisfeitas para cada
Wi(t), i =1,..., N. O seguinte resultado mostra que, atra-
ves de uma transformacao no algoritmo dado por (30) pode-
mos assumir que ||| < 1.

Observacdo 2 Sem perder a generalidade, assumimos que
171l < 1.

Suponha que o resultado néo seja valido. Visto que r, () <
1 (Proposi¢do 1), sabemos que do Lema 1 existe um W €

B(X) invertivel e real e 7 € B(X) tal que HjH <le
J =WJIWL,

Considere a seguinte transformacédo, no algoritmo descrito
pela equacdo (29)

Di(t k,") = Bi(t,k) + Ci(t, k),
Ci(t, k,-) = WCi(t, k, )WL,

Y (t) = WY (1),
Bi(t, k) = WBi(t, k),

Entdo da equacdo (29) segue que

Y(t+1)=Y(t)+(t) i AFD <t7 k, ?(t)) (31)

k=0

a qual pode ser reescrita como:

VE+1) =1 =1 YO +10) (Z+T (V) + W)

onde )
Z =Wz, W(t)=WW().

E facil verificar-se que E (W-( )| = ) = 0 e

(HW H |E) < aHY H + b para algum @ > 0

b > 0 onde ¥, é definido de forma apropriada com Y( )
no lugar de Y'(s). Assim, se ||7|| > 1, podemos aplicar a
transformagcdo linear acima e trabalhar com a representacéo
do algoritmo dado pela equagdes (31), (32), em lugar de
(29), (30).

Assim, de agora em diante, assumimos, sem perda de gene-
ralidade que, ||| < 1 naequagdo (30). O seguinte resultado
segue 0s mesmos argumentos apresentados em (Bertesekas e
Tsitsilklis, 1996), paginas 162-167.

Proposicdo 3 Se Mr,(H) < 1 entdo a sequéncia
{Y(t);t=1,2,...} é limitada com probabilidade 1.

Prova: Esta prova segue 0S mesmos passos que a prova
da Proposicdo 4.7 em (Bertesekas e Tsitsilklis, 1996), pa-
gina 162-166. Como ||J|| < 1 podemos encontrar um G

talque G > 1e G > IH@H e definimos n e ¢ como
1T <

= 2L 4 17) € (0,1), e := L —1 > 0. Como
em (Bertesekas e Tsitsilklis, 1996), pagina 163, a seqliéncia
¥;-adaptada ndo-decrescente {G(¢);¢ = 1,2, ...} é definida
como segue: G(0) = max{||Y(0)||,G} e

G(t), se||[Y(t+1)] <(14¢€)G(?)
G(0)(1+¢)7, caso contrario

Glt+1) = {
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onde
T=min{s > 0;|[Y(t+ 1) < (1+¢€)°G(0)}.

Consequentemente para todo t = 1,2,..., [Y(¢)]| < (1 +
e)G(t) e |[Y (1) < G(t) se G(t — 1) < G(t). Definimos

W (t) = g W (t), de forma que

E(Wi0)|2) = gmEW® ) =0 @3
eparac=a(l+¢)?+b
— 2 1 )
E (HWZ-(QH |Zt) < G YOI+ e
1 2 2
< 0L (a(1+€)*G(t)*+b) <c

Definindoparai =1,...,N,t >ty > 1, R;(to,t9) =0e

temos do Lema 6, (33) e (34), que R;(¢,to) tende para zero,
quando ¢ tende para infinito com probabilidade 1. Considere
o conjunto I C X, tal que as equagdes (19), (20) sdo validas
e R;(t,to) tende a zero, quando ¢ tende a infinito para cada
to=1,2,...,i=1,...,N. E facil checar que I tem proba-
bilidade 1 (¢ a interseccdo de conjuntos contaveis com pro-
babilidade 1). Suponha por contradicéo que Y (¢)(w),w € T,
é ilimitado, de forma que G(t)(w) — oo a medida que
t —ooe|Y(t)(w)] < G(t)(w) para infinitamente freqlien-
tes t. Seja u(w) > 1 tal que v(s)(w) < 1 para s > u(w).
Considere to(w) > u(w) tal que [|Y (¢o)(w)| < G(to)(w)
e ||Ri(t,0)(w)| < weﬁ parai = 1,...,N, t > tp(w) >
u(w). Visto que

>
>

t—1
Ri(t,0)(w) = [T (1 =+(s))Ri(to, 0)(w) + Ri(t, to) ()

S=t0

temos para t > ¢

olw) > wuw) e R(tity)(w) =
(Rl (t, to)(w), ey RN(t

,to)(w)) € H™ que

[1R(2, to) (@)l = (Z [ Ri(t, to)(w)IQ)

2

< (Z(IRi(LO)(w)II + IRi(tmO)(w)l)Q)

N 62 %
< R
< (2 N) : @)
Além disso temos que

12+ T <121+ 1TY @)
<2+ IT1A+ G @) = (n = 1TING + [T + €)G(t)
<+ TG @) <n(l+e)Gt) = G(t) (36)

Falta mostrar por indugéo que para ¢ > to(w)

1Y (t)(w) = R(t,t0)(w)G(to) (w)]| < G(to)(w)  (37)
G(t)(w) = G(to)(w). (38)
Para t = to(w) o resultado é trivial pois R(to,%o)(w) = 0
e por hipotese, [|Y(to)(w)|| < G(to)(w). Suponha que as
equacdes (37) e (38) sdo validas para t. Entdo (por simplici-
dade suprimimos w) a partir da equacdo (38), temos que
Y(t + 1) — R(t + 1, to)G(to) =

L=~@®)(Y(t) — R(t, to)G(to))

+A0)(Z + T (Y (#) + W (1) — (W (H)G()

= (1 =v))(Y(t) — R(t, t0)G(to))

+yW)(Z + T Y (1)) + v OW(t) =~ ()W (2)

= (1 =~O))(Y (1) = R(t, t0)G(to)) +~7(1)(Z + T (Y (1))
e das equacdes (36), (37), (38) que

Y (t+1) = R(t +1,40)G(to) |
< (L=~v@O)Y (#) = R(t, to) G (to)|
+y@OlZ2+TY @)
< (1 =2(1)G(to) + (1) G(to) = Glto)

provando (37) para ¢t + 1. Da equagdo (35) temos que

[Y(E+DI < [[Y(t+1) = R(t+ 1,t0)G(to)|l
+ IR+ 1,4)[|G (to)
< Gto) + €G(to) = G(to)(1 +€) = Gt)(1 +¢)

e pela definicdo G(t + 1) = G(t) = G(to) provando (38)
para t + 1. Entretanto isto torna-se uma contradi¢do, com o
fato de que G(t) tende para infinito, provando o resultado. m

Obtemos agora o resultado principal desta se¢do, provando a
convergéncia de Y (t) para S.

Teorema7 Se \%r,(H) < 1 entdo a seqiiéncia {Y (¢);t =
1,2,...} converge para .S com probabilidade 1.

Prova: Esta prova segue 0S mesmos passos que a prova da
Proposicdo 4.5 no livro (Bertesekas e Tsitsilklis, 1996), pa-
ginas 166-167. Primeiro note que, a partir da equacdo (28),

S=Z+J8)=0-~v@)S+~vt)(Z+ T(5))
e entdo definindo X (¢) = Y (¢) — S, temos
X(t+1) =1 =~)X () +~@O(T(X () +W(L)).
Definaparai =1,...,N,t >ty > 1, R;(to,top) =0e

Ri(t+1,t0) = (1L — (1)) Ri(t, to) + v (t)Wi(t).
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A partir do Lema 6, Proposicdo 2 e 3 temos que R;(t, o)
tende a zero, a medida que ¢ tende a infinito com proba-
bilidade 1. Seja A C X um conjunto tal que a sequéncia
{Y(t);t=1,2,...} élimitada e R;(t,to) tende a zero a me-
dida que ¢ tende a infinito paratodoi = 1,..., N, to > 1.
Visto que este conjunto é a interseccdo de conjuntos conta-
veis com probabilidade 1, temos que P(A) = 1. Escreve-
mos R(t,ty) = (Ri(t,to),..., Rn(t, to)) € H™. Para cada
w € A existe um d(w) tal que para todo ¢ > 1, temos que

[X@ ) <Y @O @)+ S]] < d(w)-

Usamos v > O tal que || J|| + v < 1 e drt1 = (| T] +
v)dg, do = d. Pegamos to(w) = u(w) onde u(w) é tal que
~v(s)(w) < 1 para s > u(w)) e provamos que existe sempre
um tgy1(w) > tx(w) tal que
[X (@) (@) < di(w),

t>t(w). (39)

Para simplificar a notacdo, omitimos o w. Parat = 0 o resul-
tado é direto. Suponha que a equacéo (39) é valida para k.
Considere a seguinte seqiiéncia

y(t+1) = (1=v()y®) +yONT ldr, t = te, y(tr) = di.
(40)
Mostramos por inducdo que

X () — Rt )l <y(t), ¢ =tk (41)

Para t = ) temos que y(tx) = dg, R(tk,tx) = 0 e o resul-
tado segue da equagdo (39). Suponha que a equacédo (41) é
valida para ¢. Entéo

X(t+1) = R(t+1,t,) = (1 —~(8))(X(t) — R(t, t))
+() T (X(1))

e visto que |7 (X ()| < [|T|IIX (¢)]], temos das equacbes
(39), (40) e (41) que

[X(E+1) = R(E+ 1, 6)]| < (1 =~(8)y(t) + 7T [ldi

=y(t+1)

mostrando (41) para ¢t + 1. Desta forma a equacéo (41) é
vélida para todo ¢t > t;. Como y(t) converge para ||.7 ||dx
e R(t,tr) tende a 0 a medida que ¢ tende a infinito, pode-
mos encontrar um t,1 > & tal que y(¢) < (/[T + 4)d

e [|R(t,tx)|| < 5d paratodo ¢t > tx, 1. Deste modo da
equacdo (41) temos que paratodo ¢t > txy1

IXOI < [1X(#) = R(E te) | + [[1R(E )l

14
< y() + 5di < (1T +v)de = diia

provando a equacdo (39) para k + 1. Como d;, tende a zero a
medida que % tende a infinito, o resultado segue. ]

Observacao 3 Na pratica devemos testar \ para verificar se
a convergéncia de Y'(¢) para S ocorre, visto que P é desco-
nhecido, e deste modo néo é possivel checar de antemao se
A2r,(H) < 1. Deve-se destacar também que o algoritmo ne-
cessita de um F° que estabiliza (A, B) na média quadratica
para iniciar as iteracoes.

4 EXEMPLO NUMERICO

Para ilustrar o uso do resultados desenvolvidos nas secfes an-
teriores, escolhemos um sistema econdémico simples baseado
no modelo multiplicador-acelerador de Samuelson‘s (Blair e
Sworder, 1975), o qual aparece na forma de equagdes de es-
tado:
z(k+1) = Ag(k)x(k) + Bg(k)u(k).

Consideramos 0s seguintes trés modos de operacdo do sis-
tema linear a saltos Markovianos a tempo discreto:

Modos de operacdo
i 1 2 3
A 0 1 0 1 0 1
¢ —2.5 3.2 —4.3 4.5 5.3 —5.2
0 0 0

Bi 1 1 1

' 3.6 —3.38 10 -3 5 —4.5
GG | |38 487 -3 8 —4.5 4.5
DiD; | 2.6 1.165 1.111

Tabela 1: Dados do modelos multiplicador-acelerador

A matriz de transicdo de probabilidades para este sistema é
assumida como:

0.67 0.17 0.16
0.30 0.47 0.23
0.26 0.10 0.64

P =

Definimos o algoritmo para ¢ = 0, 1, . . ., da seguinte forma:

i) Ff é calculado de acordo com a equagdo (26) (exceto
para ¢ = 0).

i) S* é o valor estacionario da equagio (29).

Conforme mencionado anteriormente, fica evidenciado pelo
somatoério na equacdo (29) que para a implementacdo do
algoritmo necessitariamos de um grande nimero de realiza-
¢Oes da cadeia de Markov 0(t), geradas computacionalmente
ou através de observacdes passadas, e representadas na equa-
¢do (29) por 0,(t,k),k = 0,1,.... Deve-se notar também
que, conforme mencionado na Observacdo 3, necessita-se
de um F° que estabilize (A, B) na média quadratica para
iniciar as iteragdes.
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26

T 24

— Valor Simulado
— Valor Real i

N |7 A,
A, =1 0.1979 0.8081
00 |11 | A,=10.0229 0.3016 |
A; = 0.0720 0.0613 ]
A1 = 0.0027 0.2055
03|11 | Ay=10.0475 0.3232 ]
A; = [ 0.0707 0.0980 ]
Ay =] 02063 0.7898
05 11| Ay=1 0.0046 0.2450 |
As = | 0.0432 0.2307 |
A; =] 0.4042 0.6838
07 11| Ay=10.0835 0.4226 |
As = [ 0.0653 0.1057 |
AL =] 0.1346 0.7351
10 | 11 | Ay =] 0.0606 0.2358 ]
As = | 0.0180 0.0403 ]

Tabela 2: Resultados do algoritmo T"D()) aplicado ao mo-
delo multiplicador-acelerador

Foram realizados varios experimentos com diferentes
valores \ (vide Tabela 2). Na coluna 3 da Tabela 2 mostra-se
0 erro, que foi calculado de acordo com a seguinte equacao:

cal
Firea — F,

o]

onde Fr* é o ganho do controlador 6timo associado ao
modo i.

Além dos dados observados na tabela anterior, mostraremos
também, nas figuras seguintes, a evolucdo do valor de F; em
relacdo ao nimero de iteragdes ¢, para um dos valores de A
(para os outros valores 0 comportamento € bastante seme-
Ihante).

5 CONCLUSOES

Neste trabalho tragou-se um paralelo com o método de si-
mulacéo Monte Carlo-T'D(\) para PMD (veja por exemplo
(Bertesekas e Tsitsilklis, 1996),(Sutton e Barto, 1998)), para
obter o controle 6timo associado ao conjunto de equagdes al-
gébricas de Riccati acopladas entre si (EARA), para controle
6timo de sistemas lineares com saltos Markovianos a tempo
discreto. Assumimos que a matriz de transicdo de probabili-
dade P é desconhecida, mas é possivel simular as trajetorias
da cadeia de Markov 0(k). Relacionamos as iteraces (8),(9)
com aquelas associadas a técnica de iteragdo de valores em
PMD, e o método chamado de quase-linearizagdo apresen-
tado no Lema 5 com a técnica de iteracdo de estratégias para
PMD, envolvendo uma parte de avaliacdo de estratégias, € a
parte de melhoramento de estratégias (veja Observacdo 1).

Numero de iteragdes

Figura 1: Gréafico dos valores de F; para A = 0.5 - Exemplo
do multiplicador-acelerador

Na técnica de iteracdo de estratégias, a avaliacdo de estraté-
gias é feita via simulacdes de Monte Carlo, usando o método
de diferencas temporais. Aplicando estas idéias ao método
de quase-linearizacéo apresentado no Lema 5, obtivemos um
método iterativo que traca um paralelo com os métodos de
simulagdo T"D(\) em PMD. Para isto foi mostrado no Te-
orema 7 que se 0 A escolhido é suficientemente pequeno,
a convergéncia do algoritmo T'D(\) na avaliagdo de custo
acontece com probabilidade 1. S&o apresentados exemplos
numeéricos para ilustrar os resultados.
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