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ABSTRACT

This paper presents a review of recent developments
about gray-box identification. Different procedures are
grouped based on how they handle auxiliary informa-
tion in the identification process. Properties of NAR-
MAX (nonlinear autoregressive moving average model
with exogenous inputs) polynomial models applied in
gray-box identification are presented. This paper dis-
cusses how to use auxiliary information about the pro-
cess static function in order to aid in the model structure
selection and parameter estimation. Such ideas are il-
lustrated by means of two numerical examples, one sim-
ulated and one that uses real data. In both examples
black-box and gray-box models are obtained and com-
pared in order to highlight the main features of gray-box
identification.

KEYWORDS: Non-linear identification, gray-box, NAR-
MAX models, auxiliar information.

RESUMO

Este artigo apresenta uma breve revisão da literatura
enfocando recentes desenvolvimentos na área de identi-
ficação caixa-cinza. Os diversos métodos são agrupados
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dependendo de como a informação auxiliar é utilizada no
processo de identificação. Discutem-se propriedades da
representação NARMAX (nonlinear autoregressive mo-
ving average model with exogenous inputs) polinomial
aplicando-se identificação caixa-cinza. Mecanismos de
utilização de informação auxiliar na seleção de estrutura
e na estimação de parâmetros de modelos NARMAX po-
linomiais são discutidos e ilustrados usando dois exem-
plos numéricos, um simulado e outro com dados medi-
dos. Em ambos os casos obtêm-se modelos via procedi-
mentos caixa-preta e caixa-cinza. As caracteŕısticas dos
modelos assim obtidos são comparadas de forma a ilus-
trar aspectos importantes da identificação caixa-cinza.

PALAVRAS-CHAVE: Identificação não-linear, caixa-
cinza, modelos NARMAX, informação auxiliar.

1 INTRODUÇÃO

Em métodos de identificação caixa-preta, nenhuma in-
formação sobre o sistema está dispońıvel além dos dados
ou, se dispońıvel, não é usada no procedimento de ob-
tenção do modelo. Neste caso, apenas dados de entrada
e sáıda do sistema são usados durante a identificação.
A escolha da representação e da sua estrutura é feita de
forma emṕırica nos casos mais simples. Em casos mais
complexos, como por exemplo na identificação de siste-
mas não-lineares, esta escolha é cŕıtica o que justifica o
uso de métodos mais sofisticados para seleção da estru-
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Figura 1: Escala cinzenta definindo os diferentes ńı-
veis de informação auxiliar na identificação caixa-cinza
(Karplus, 1976). Por exemplo: procedimentos em que o
uso de informação auxiliar se limita à definição de ter-
mos candidatos, no caso de modelos NARMAX, ou da
função de ativação, no caso de redes neurais, se situ-
ariam na região 1; procedimentos em que se usa infor-
mação auxiliar na estimação de parâmetros se situam na
região 2; nos casos em que a estrutura é definida por leis
f́ısicas e parâmetros estimados com dados de entrada e
sáıda, região 3.

tura do modelo. Tais métodos baseiam-se em técnicas
de álgebra linear e em conceitos de estat́ıstica. Para
estimação de parâmetros utilizam-se procedimentos de
otimização sem restrições. Na identificação caixa-preta
não existe nenhuma relação óbvia entre a estrutura e
seus parâmetros com aspectos f́ısicos do sistema sendo
identificado.

Na identificação caixa-branca ou simplesmente modela-
gem f́ısica, o processo de obtenção do modelo se baseia
em leis e prinćıpios f́ısicos. Todos os parâmetros são co-
nhecidos, ou previamente determinados. Dados de en-
trada e sáıda do sistema, quando dispońıveis são usados
apenas para validar o modelo. Na identificação caixa
branca, todos os termos da estrutura, e seus parâme-
tros, possuem significado f́ısico (Garcia, 1997).

Como desvantagens da identificação caixa-preta pode-
se citar, em geral, o fato de a estrutura do modelo não
possuir significado f́ısico, a dificuldade para sua seleção
e, em muitos casos, o número excessivo de parâmetros.
Como vantagens, em geral, são enumeradas a relativa
facilidade de obtenção e a possibilidade de se escolher
estruturas mais adequadas para o projeto de sistemas
de controle (Pottmann e Pearson, 1998).

Como desvantagem da modelagem caixa-branca,
destaca-se a dificuldade de obtenção do modelo. Em
geral, as equações f́ısicas envolvidas em um processo,
assim como seus parâmetros, não são totalmente
conhecidas. Muitas vezes, as relações são por demais
complexas e não podem ser determinadas. Como
principal vantagem, destaca-se o significado f́ısico do
modelo obtido.

Essas duas formas de modelagem podem ser interpreta-

das como os dois extremos de técnicas de modelagem.
A rigor, qualquer procedimento que não esteja em ne-
nhum desses extremos pode ser denominada de identi-
ficação caixa-cinza. Esta área de conhecimento busca
combinar as vantagens dos procedimentos de identifica-
ção caixa-preta e caixa-branca. Nesse caso, tanto dados
de entrada e sáıda obtidos no sistema, quanto informa-
ção auxiliar são usados na identificação. A identificação
caixa-cinza é uma área bastante ampla e por se tratar de
um assunto relativamente novo, muitos problemas estão
praticamente em aberto. O tipo de conhecimento auxi-
liar utilizado, assim como o ńıvel de conhecimento, varia
de caso para caso. A Figura 1 mostra que a tonalidade
do “cinza” varia de acordo com o ńıvel e a quantidade
de informação auxiliar usada no processo de modelagem
(Karplus, 1976; Sohlberg, 1998).

Um termo muito utilizado na literatura é conhecimento
a priori. Apesar de não haver uma definição formal
para tal conhecimento, parece adequado chamar de co-
nhecimento a priori “apenas” informação oriunda das
leis f́ısicas que regem o processo e qualquer outra in-
formação, ainda que esteja dispońıvel antes de se ob-
ter o modelo final será chamada informação auxiliar

(Neponuceno, 2002).

Vale ressaltar que, na identificação caixa-branca, des-
vantagens também podem ser enumeradas. Por exem-
plo, os modelos caixa-cinza, à semelhança dos caixa-
preta, têm menos significado f́ısico que os caixa-branca.
Note que, se a informação auxiliar dispońıvel for incor-
reta, seu uso na identificação caixa-cinza será conflituoso
com os dados, podendo resultar em um modelo de baixa
qualidade. Tal não ocorre na identificação caixa-preta.

Uma śıntese das vantagens de cada abordagem de iden-
tificação, além das dificuldades que serviram como moti-
vação para o desenvolvimento de novas técnicas pode ser
bem visualizada através da Figura 2 (Aguirre, 2000b).
Como exemplo pode ser observado que dificuldades do
“Modelo Matemático Não-Linear Geral” é a comple-
xidade de sua estrutura e a dificuldade para extrair in-
formação do modelo. A questão da seleção da estrutura
de modelos não-lineares gerais deu origem ao desenvol-
vimento de algoritmos para sua seleção. Técnicas de
identificação caixa-cinza podem ser interpretadas como
contribuições no sentido de melhorar a escolha de estru-
tura e a estimação de parâmetros pelo uso de informação
auxiliar.

De uma maneira geral, os modelos caixa-preta são ob-
tidos com maior facilidade. O sucesso de tais modelos
depende fortemente da qualidade dos dados (dinâmicos)
usados. Pode-se dizer que bons modelos caixa-preta só
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Todas representações e algoritmos

são manipulados como Caixas-Pretas.

'
&

$
%

Serve como
motivação
para novos

desenvolvimentos

Modelagem

Caixa-Branca

Modelagem

Caixa-Cinza

Modelagem

Caixa-Preta

Figura 2: Representação pictórica das dificuldades de cada classe de modelos e das motivações para o desenvolvi-
mento de novos procedimentos (Aguirre, 2000b).

são posśıveis se as séries temporais usadas (dados di-
nâmicos) contiverem toda a informação a respeito do
sistema que se deseja modelar. Na maioria das situa-
ções a obtençaõ de tais dados é muito custosa e nem
sempre posśıvel. Por outro lado, em muitos casos, in-
formação auxiliar está dispońıvel (Simutis et al., 1997) e
seu uso no processo de identificação contribui significati-
vamente para a melhora do modelo obtido (Murankami e
Seborg, 2000; Abony et al., 2001). A identificação caixa-
cinza, como será visto, permite obter modelos mais glo-
bais mesmo com dados limitados a certa região de ope-
ração (Funkquist, 1997).

Assim como as redes neurais e as RBF’s (radial ba-
sis functions), a representação NARMAX polinomial

é tipicamente caixa-preta. Porém, esta última, de-
vido a caracteŕısticas algébricas (Corrêa, 2001; Aguirre
et al., 2002), apresenta relativa facilidade de se incor-
porar informação auxiliar tanto na fase de seleção de
estrutura (Aguirre et al., 2000) quanto na estimação de
parâmetros (Corrêa et al., 2002). Esta representação,
que já vem sendo largamente utilizada na identificação
caixa-preta, tem se mostrado bastante eficiente em iden-
tificação caixa-cinza. Muitas das idéias propostas para
esta representação são adaptáveis a outras representa-
ções (Amaral, 2001).

Este artigo apresenta uma breve revisão sobre recentes
desenvolvimentos na área de identificação caixa-cinza.
Além disso, resultados de identificação caixa-cinza uti-
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lizando a representação NARMAX polinomial são apre-
sentados. Para tal, este artigo é organizado como se
segue. Na seção 2 apresenta-se uma revisão bibliográ-
fica. Na seção 3 algumas propriedades da representa-
ção NARMAX polinomial são discutidas no contexto de
identificação caixa-cinza. A seguir, na seção 4, descreve-
se como usar informação auxiliar em modelos NARMAX
polinomiais. Na seção 5 modelos obtidos via identifi-
cação caixa-cinza são comparados com a identificação
caixa-preta. Por último, as principais conclusões do es-
tudo são apresentadas.

2 ESTADO DA ARTE

Nesta seção apresenta-se como o problema de identifica-
ção caixa-cinza tem sido tratado na literatura recente.
Para tal os procedimentos são agrupados em: (i) pro-
cedimentos aplicados a modelos baseados em redes neu-
rais; (ii) identificação caixa-cinza f́ısica, que se baseia
na determinação da estrutura dos modelos pelas leis f́ı-
sicas do processo, ou seja, seguindo a convenção feita,
neste caso a informação auxiliar é informação a priori;
(iii) caixa-cinza semif́ısica, que utilizam conhecimento
auxiliar na definição da estrutura dos modelos, porém,
sem necessariamente utilizar equações obtidas a partir
de leis f́ısicas; (iv) identificação caixa-cinza, que apre-
senta trabalhos que não podem ser agrupados nas ca-
tegorias anteriores. Por último são apresentados proce-
dimentos para uso de informação auxiliar na seleção de
estrutura de modelos NARMAX polinomiais.

2.1 Uso de Conhecimento Auxiliar em Re-
des Neurais

O uso de conhecimento auxiliar em redes neurais foi tra-
tado em (Joerding e Meador, 1991; Thompson e Kra-
mer, 1994; Cubillos et al., 1996; Amaral, 2001). Thomp-
son e Kramer defendem a utilização de informação au-
xiliar, principalmente em situações em que os dados são
compostos por uma série temporal de curta duração e
seriamente contaminada por rúıdo. O tipo de conheci-
mento auxiliar utilizado é (i) monotonicidade e assinto-
ticidade, (ii) o propósito de modelagem, (iii) restrições
“fortes” baseadas em prinćıpios f́ısicos e (iv) desempe-
nho de modelos previamente obtidos.

Como forma de utilizar tais informações os autores ci-
tam: (i) a definição da estrutura e (ii) a forma de estima-
ção de parâmetros. Tal procedimento reduz a dimensão
do espaço de parâmetros e a quantidade de dados neces-
sários para sua estimação.

Cada tipo de conhecimento auxiliar tem um papel dife-

rente durante a identificação, que depende dos seguintes
atributos: (i) tipo, se a relação é de igualdade ou desi-
gualdade; (ii) forma, se a estrutura funcional da relação
é conhecida ou não; (iii) precedência, a precedência em
relação aos dados; e (iv) variáveis, quais variáveis são
envolvidas. O Exemplo 2.1 permite um entendimento
melhor de como a informação auxiliar é incorporada na
seleção de estrutura (Thompson e Kramer, 1994).

Exemplo 2.1 Considere um sistema de mistura de gás
não ideal com componentes A, B, e C. Usando dados
experimentais, deseja-se determinar a relação entre vo-
lume V , pressão P , temperatura T , total de moles n e
composição (fração molar) X = [XA XB XC ]T .

Considere ainda a Tabela 1 que apresenta cada informa-
ção auxiliar dispońıvel, seus atributos e como utilizá-la
na definição da estrutura da rede. Como exemplo pode-
se notar que: na linha 1, a informação de que o volume
V é função das variáveis P , T , n e X, mas sua forma
é desconhecida, motivou a inclusão no modelo de uma
rede neural. Na linha 2, como existe uma equação de
forma conhecida, então no modelo é selecionado um pré-
processador paramétrico. O mesmo deve ser feito para
as demais informações dispońıveis.

No Exemplo 2.1 observa-se a utilização de informação
auxiliar na definição de estruturas h́ıbridas, em geral
combinando modelos paramétricos fixos com redes neu-
rais, em série ou paralelo. A utilização de estruturas
h́ıbridas para identificação de sistemas dinâmicos pode
também ser visto em (Cubillos et al., 1996; Cubillos e
Lima, 1997).

Em (Joerding e Meador, 1991) três benef́ıcios do uso
de informação auxiliar em redes neurais são citados: (i)
previne que a rede faça predições imposśıveis ou não
plauśıveis; (ii) melhora a capacidade de generalização
e (iii) aumenta a eficiência do treinamento. Os autores
propõem a utilização de informação auxiliar na definição
da arquitetura da rede neural e no estabelecimento de
restrições na estimação dos pesos. Outros resultados
do uso de informação auxiliar em redes neurais também
podem ser vistos em (Amaral, 2001).

2.2 Modelagem Caixa-Cinza F́ısica

Dentre os trabalhos que tratam da identificação caixa-
cinza, destaca-se o grande número de referências aos tra-
balhos de Bohlin (Bohlin, 1994; Bohlin e Graebe, 1995).
Nestes, Bohlin e colegas apresentam um procedimento
que denominam como modelagem semif́ısica probabiĺıs-
tica.
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Tabela 1: Exemplo de uso de conhecimento auxiliar no modelo de uma mistura de gás (Thompson e Kramer, 1994)

Relação Atributos Estrutura
Tipo: igualdade rede

1. V = f(P, T, n, X) Forma: desconhecida neural
Precedência: grande
Variáveis: entrada & sáıda

soma das frações Tipo: igualdade pré-
2. molares Forma: conhecida processador

Precedência: grande paramétrico
∑

Xi = 1 Variáveis: entradas
Entradas Tipo: desigualdade pré-

3. não-negativas Forma conhecida processador
Precedência: grande paramétrico

x ≥ 0 Variáveis: entradas
Sáıdas Tipo desigualdade modelo

4. não-negativas Forma: conhecida paramétrico
y(x) ≥ 0, Precedência: grande na sáıda

para todo x Variáveis: entradas

Em (Bohlin e Graebe, 1995) o usuário especifica uma es-
trutura inicial para o modelo, e o software implementa
a estimação de parâmetros e a validação. As etapas do
procedimento de modelagem são apresentadas via um
fluxograma reproduzido na Figura 3. O usuário interage
com o computador em uma dupla malha de refinamento
e refutação de estruturas selecionadas, e deve parar a
modelagem quando a melhor alternativa de uma deter-
minada estrutura servir aos seus propósitos. A parte
realizada pelo computador se resume a estimar os parâ-
metros e validar o modelo. Esta se dá tanto por proce-
dimentos estat́ısticos quanto por simulação dinâmica.

A definição da estrutura inicial, assim como das futuras
modificações, baseia-se no conhecimento de leis f́ısicas
que regem o processo. Uma detalhada discussão desse
procedimento com aplicações industriais pode ser vista
em (Sohlberg, 1998).

Modelos qualitativos foram propostos como uma estru-
tura unificada para modelagem caixa-cinza com diferen-
tes ńıveis de precisão (Jorgensen e Hangos, 1995). Tais
modelos são compostos de equações algébricas diferen-
ciais qualitativas (QDAEs do inglês Qualitative Diferen-

cial Algebraic Equations), no caso cont́ınuo, e equações
algébricas de diferenças qualitativas (QDDAEs), para o
caso discreto. O espaço de intervalos das variáveis e pa-
râmetros em um modelo QDAE é definido como um con-
junto de intervalos de números/śımbolos fixos atribúıdos
individualmente para cada variável real. As dependên-
cias parcialmente conhecidas são descritas por pares de
funções denominadas funções envelope.

Em (Sadegh et al., 1995) é apresentado um procedi-
mento para projeto de sinal de excitação que maximiza
o valor da informação auxiliar dispońıvel. O problema
é tratado como um caso de otimização, sendo o obje-
tivo determinar uma entrada ótima para estimação de
determinados parâmetros.

2.3 Modelagem Caixa-Cinza Semif́ısica

Na identificação caixa-cinza semif́ısica, conhecimento
baseado em leis f́ısicas é usado para sugerir combina-
ções não-lineares entre os sinais medidos (Lindskog e
Ljung, 1995).

Em (Kárný et al., 1995) é proposto um procedimento,
que segundo os autores, fornece (i) uma nova ferramenta
tanto para modelagem caixa-preta quanto para caixa-
cinza, (ii) uma inédita adaptação de modelos probabi-
ĺısticos e (iii) uma forma de reduzir a complexidade do
modelo.

O procedimento é aplicado a um modelo ARX, ilus-
trando a aplicação nas seguintes tarefas: (i) escolha da
estrutura apropriada; (ii) incorporação de informação
auxiliar nas condições iniciais do algoritmo de mı́nimos
quadrados recursivos; (iii) construção de referência para
uma técnica de esquecimento avançada; (iv) aproxima-
ção de um modelo anaĺıtico complexo por um modelo
ARX.
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Figura 3: Fluxograma ilustrativo do procedimento in-
terativo de refinamento de estrutura (Bohlin e Gra-
ebe, 1995).

2.4 Identificação Caixa-Cinza

Nesta seção será apresentada śıntese de trabalhos em
que a informação auxiliar utilizada não é necessaria-
mente obtida a partir de leis f́ısicas. Os trabalhos aqui
apresentados partem de informações a respeito da curva
estática. A utilização desse tipo de informação se justi-
fica pois relações em estado estacionário são mais fáceis
de serem obtidas e eventualmente podem até estar pre-
viamente dispońıveis.

Entre os trabalhos que propõem o uso da curva está-
tica de sistemas dinâmicos, destaca-se o apresentado por
Pottmann e Pearson (1998). O objetivo de modelagem
é a obtenção de modelos NARMAX que reproduzam
exatamente as caracteŕısticas estacionárias conhecidas
do sistema.

Utilizam uma representação geral denominada NAR-

MAX de blocos interconectados, tendo como casos par-

u(k)
∑

H0(z) y(k)

N(.)

Figura 4: Modelo de blocos orientados com realimenta-
ção, estrutura I (Pottmann e Pearson, 1998).

ticulares as representações de Wiener e Hammerstein
(Wiener, 1958; Pearson e Pottmann, 2000). Quatro es-
truturas básicas para modelagem são apresentadas.

A estrutura I, apresentada na Figura 4, consiste em um
bloco contendo um elemento dinâmico linear no ramo
direto, e outro, com caracteŕıstica estática não-linear
na realimentação. A informação da curva estática do
sistema é utilizada na definição da função estática não-
linear, N(.).

Outras estruturas apresentadas pelos autores se baseiam
no diagrama em blocos representado na Figura 5 e na
sua variação, Figura 6, sendo que esta última é obtida
através da aplicação de regras algébricas de manipulação
de diagramas em blocos.

Outros trabalhos que utilizam informação auxiliar na
seleção de estrutura de modelos podem ser vistos em
(Petrick e Wigdorowitz, 1997; Aguirre et al., 2000). Pe-
trick e colega citam que poucas ferramentas existem
para incorporar informação auxiliar na seleção de estru-
tura de modelos não-lineares. Apresentam uma aborda-
gem para utilização de técnicas de análise de sistemas
não-lineares na seleção de estrutura. Mostram a possibi-
lidade de se utilizar resultados do cálculo dos expoentes
de Lyapunov, mapas de Poincaré e dimensão de corre-
lação.

Como exemplo, aplicam a técnica em dados obtidos no
circuito de Chua. Através do retrato de fase do atrator
reconstrúıdo, mostram que é posśıvel inferir o número
e a posição aproximada de cada ponto fixo. O mapa
de Poincaré é usado para inferir o comportamento do
sistema próximo aos pontos fixos. Com as informações
extráıdas, procura-se uma estrutura não-linear mı́nima
capaz de reproduzir tais caracteŕısticas observadas nos
dados.
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u(k)
∑

H0(z) y(k)

H2(z) N(.) H1(z)

Figura 5: Modelo de Blocos Orientados com Realimentação, estrutura IV (Pottmann e Pearson, 1998).

u(k)
∑

H0(z) y(k)H−1
2 (z)

N(.)

H−1
1 (z)

Figura 6: Modelo de Blocos Orientados com Realimentação. Variação da estrutura IV, obtida por manipulações
algébricas (Pottmann e Pearson, 1998).

2.4.1 Uso de Informação auxiliar no estimador de
parâmetros

Outro alvo buscado na identificação caixa-cinza é o uso
de informação auxiliar na estimação de parâmetros (Bai
e Sastry, 1986; Tulleken, 1993; Johansen, 1996). O obje-
tivo é garantir que o modelo obtido reproduza fielmente
caracteŕısticas previamente conhecidas.

Em (Bai e Sastry, 1986) é considerado o problema de
estimar ganho de uma função de transferência para um
sistema SISO. A técnica apresentada é aplicada a um
sistema simulado.

Tulleken (1993) discute o problema de uso de infor-
mação auxiliar ao estimar parâmetros usando modelos
ARMAX e discute a utilização de informação sobre es-
tabilidade e ganho estacionário na forma de restrições
nos parâmetros.

Tal procedimento parece ser atraente em condições ex-
perimentais não-ideais. Na maioria dos casos, ou mesmo
na sua totalidade, as condições ideais necessárias para
uma identificação não estão presentes em situações reais.
Nesses casos o autor defende a utilização de informação
auxiliar ao estimar parâmetros. Como conhecimento de
“vital”importância em um processo de modelagem, o au-
tor cita as“regiões admisśıveis para localização de pólos”
e “ganhos estáticos”.

Tulleken (1993) considera modelos do tipo ARX. Com
relação à localização dos pólos considera os seguintes ti-
pos de informação auxiliar: (i) estabilidade do sistema

em malha aberta; (ii) freqüência de amostragem correta
e (iii) coeficiente de amortecimento previamente conhe-
cido.

Para cada um dos itens citados acima, o autor apresenta
restrições a serem incorporadas no estimador de parâ-
metros de um modelo ARX. A estabilidade do modelo
ARX em malha aberta é obtida restringindo a locali-
zação dos pólos dentro do ćırculo de raio unitário no
plano complexo C. No caso da freqüência de amostra-
gem, o autor parte do prinćıpio que, se o sistema está
corretamente amostrado, então seus pólos não podem es-
tar situados no semiplano negativo de C. Procedimento
equivalente é apresentado para o caso de coeficiente de
amortecimento conhecido.

Com relação ao ganho estático, o autor cita que:
“...‘bons’ modelos geralmente são pobres na aproxima-
ção de caracteŕısticas de baixa freqüência”. Ressalta que
o uso de informação sobre o ganho estático introduz um
significativo aumento da qualidade do modelo em ge-
ral, o que pode ser crucial para um projeto de controle
satisfatório (Tulleken, 1993). Um procedimento pare-
cido é apresentado por (Murankami e Seborg, 2000) em
que os parâmetros de modelos ARX são estimados de
forma a garantir que o modelo final tenha um ganho
pré-especificado, que é a informação auxiliar utilizada.

Conhecimento auxiliar pode ser incorporado no estima-
dor de parâmetros através de restrições e penalidades na
função objetivo (Johansen, 1996). Mostra-se uma apli-
cação com modelos NARMAX, cuja não-linearidade é
implementada através de uma rede neural. Como exem-
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plos posśıveis de serem incorporados, o autor cita: (i)
modelo padrão, (ii) modelo linear de rúıdo, (iii) modelo
linear conhecido, (iv) balanço de massa em estado esta-
cionário e (v) estabilidade.

Como aspectos negativos da metodologia proposta, o
autor cita a complexidade computacional e a dificul-
dade de interpretar e analisar o modelo obtido, como
principal vantagem, a flexibilidade do método. Essa fle-
xibilidade se refere à possibilidade de incorporação de
conhecimento auxiliar de várias formas. Vale ressaltar
que o autor cita que“Mais trabalhos são necessários para

desenvolver procedimentos práticos de engenharia para

codificar conhecimentos a priori”.

2.5 Uso de Informação Auxiliar na Sele-
ção de Estrutura de Modelos NAR-
MAX Polinomiais

O procedimento apresentado nesta seção difere dos ante-
riores, pois a incorporação da informação auxiliar se ba-
seia fundamentalmente em um estudo aprofundado das
caracteŕısticas da representação. A partir desse estudo
determina-se como deve ocorrer o uso da informação au-
xiliar.

A base desse desenvolvimento são os conceitos de agru-
pamento de termos e coeficiente de agrupamento apre-
sentados em (Aguirre e Billings, 1995). A partir desses
conceitos, em (Aguirre e Mendes, 1996) são deduzidas
relações entre agrupamento de termos e o número e a
localização de pontos fixos. Com estas relações, a partir
de informação auxiliar sobre o número e localização dos
pontos fixos do sistema a ser modelado selecionam-se os
agrupamentos de termos candidatos ao modelo. A es-
colha dos termos do modelo precisa ser feita por algum
método dispońıvel, como por exemplo usando-se o cri-
tério ERR (do inglês error reduction ratio) (Korenberg
et al., 1988; Billings et al., 1989).

Dentro da escala “cinza” apresentada na Figura 1,
esse procedimento pode ser classificado como um“cinza-
escuro”, porque o grau de utilização da informação au-
xiliar é restrito. A partir da seleção dos agrupamen-
tos candidatos o procedimento é puramente caixa-preta,
tendo sido aplicado com sucesso na identificação de di-
versos sistemas autônomos caóticos, entre esses destaca-
se a identificação a partir de dados reais em um oscilador
não-linear (Aguirre et al., 1997).

Esse procedimento foi estendido para identificação de
sistemas não-autonômos em (Aguirre et al., 2002). O
objetivo é possibilitar selecionar a estrutura da repre-
sentação a partir de informação de ganho em estado es-

tacionário. Fundamenta-se, da mesma forma que para
o caso autômono, no estudo de como é mapeada no mo-
delo a função de ganho de estado estacionário. A partir
desse estudo e da informação auxiliar dispońıvel, são es-
colhidos os agrupamentos de termos candidatos.

3 PROPRIEDADES DAS REPRESENTA-
ÇÕES NARMAX POLINOMIAIS APLI-
CADAS À IDENTIFICAÇÃO CAIXA-
CINZA

Um modelo NARMAX polinomial é representado por
(Leontaritis e Billings, 1985):

y(k) = F `[y(k − 1), y(k − 2), · · · , y(k − ny),
u(k − 1), · · · , u(k − nu),
e(k − 1), · · · , e(k − ne)] + e(k),

(1)

sendo que u(k) e y(k) representam, respectivamente, a
entrada e a sáıda nos instantes discretos k (k = 1, 2, · · · ),
e(k) representa um rúıdo independente não-observável,
nu, ny e ne são, respectivamente, os máximos atrasos
dos termos da entrada, sáıda e rúıdo. F ` é uma fun-
ção polinomial não-linear com grau de não-linearidade
`. Antes de prosseguir, chama-se a atenção para o fato
de que para reduzir o efeito da polarização durante a
estimação de parâmetros, modelos NARMAX serão es-
timados utilizando-se o estimador estendido de mı́nimos
quadrados (Aguirre, 2000b), mas apenas a parte deter-
mińıstica, ou seja, a parte NARX será utilizada na aná-
lise e simulação.

3.1 Autovalores de Modelos de Ordem Su-
perior

O procedimento adotado para obter a função autovalo-
res de modelos NARX polinomiais é: (i) representar o
modelo na forma de equação de estados, linearizando-o
em torno dos pontos fixos através da matriz jacobiana,
(ii) a partir dessa matriz montar a equação caracteŕıs-
tica, determinando seus autovalores em função do ponto
de operação e, (iii) mapear os autovalores do modelo
discreto, plano z, no plano s. Para isso serão usados
novos conceitos de agrupamento de termos, denomina-
dos agrupamentos-d e coeficientes-d. Estes conceitos são
apresentados a seguir.

Definição 3.1 (Corrêa, 2001) Termos na forma y(k −
d)pu(k − j)m para m = 0, · · · , `, p = 0, · · · , ` com m +
p ≤ ` e j = 1, · · · , nu são chamados agrupamentos-d
e são representados por Ωy

p

d
um . A soma de todos os

coeficientes de um agrupamento de termos de ordem d
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são chamados de coeficientes-d e são representados por
Σy

p

d
um .

Vale ressaltar que

Ωy = Ωy1
∪ Ωy2

∪ Ωy3
. . .

Ωy2 = Ωy1y2
∪ Ωy2

1

∪ Ωy2

2

. . .
...

Σy =
∑ny

i=1 Σyi

...

(2)

o que significa que no caso de modelos de primeira ordem
os agrupamentos de termos são iguais aos agrupamentos-

d. O mesmo ocorre com os coeficientes de agrupamentos.

Para deduzir a função de autovalores, o modelo NARX
polinomial será representado no espaço de estados
linearizando-o em torno de cada estado estacionário.
Chamando Y(k − 1) de vetor de estado, a equação (1)
pode ser escrita na forma















y(k − ny + 1)
y(k − ny + 2)

...
y(k − 1)

y(k)















= Df















y(k − ny)
y(k − ny + 1)

...
y(k − 2)
y(k − 1)















+ BU(k), (3)

sendo

Df =















0 1 · · · 0 0
0 0 · · · 0 0
...

... · · ·
...

...
0 0 · · · 0 1
4d 4d−1 · · · 42 41















, (4)

4d =
∂y(k)

∂y(k − d)

∣

∣

∣

∣

ȳ,ū

, (5)

e d é o atraso da sáıda y. Nota-se que a expressão de 4d

é determinada em função da derivada parcial, avaliada
para y = ȳ e u = ū, ou seja, no ponto de operação. Com
objetivo de se obter uma expressão geral para 4d serão
usados os conceitos de agrupamentos-d e coeficientes-d.
Assim, a equação (5) pode ser escrita

4d(ȳ, ū) = Σyd
+
∑̀

p=2

pΣy
p

d
ȳp−1

+
∑̀

m=1

`−m
∑

p=1

pΣy
p

d
um ȳp−1ūm, (6)

ou, escrita como:

4d(x̄4di
) = 4d0

+

n4d
∑

i=1

4di
x̄4di

, (7)

sendo 4d0
= Σyd, 4d1,2,...,d

constantes que dependem
dos coeficientes-d, e x̄4di

são sinais dos quais a variável
4d depende. Estes sinais aparecem nos modelos NARX
polinomiais como produto de y(k − d).

Os autovalores do modelo NARX são as soluções de
det |λI −Df | = 0, sendo I uma matriz identidade de di-
mensão adequada. Então, a equação caracteŕıstica será
dada por

λd −41λ
d−1 − . . . −4d−1λ −4d = 0, (8)

sendo as ráızes da equação (8) os autovalores λ do mo-
delo NARX polinomial no ponto de operação (ū, ȳ).

3.2 Ganho em Estado Estacionário

Como o objetivo é o de determinar o ganho estático Ks,
a equação (1) será considerada em estado estacionário.
Neste caso as seguintes igualdades, y(k) = y(k − 1) =
... = y(k − ny) = ȳ e u(k − 1) = u(k − 2)... =
u(k − nu) = ū podem ser utilizadas. Isso é o mesmo
que aplicar o teorema do valor final para o modelo re-
presentado pela equação (1), linearizado em torno de
uma entrada em degrau de amplitude final ū. Usando
a definição de coeficientes de agrupamentos, o modelo
NARX polinomial pode ser escrito na forma

ȳ = Σ0 + Σy ȳ + Σuū +
`−1
∑

m=1

`−m
∑

p=1

Σypum ȳpūm

+
∑̀

p=2

Σyp ȳp +
∑̀

m=2

Σum ūm, (9)

sendo que os termos foram separados em: termo cons-
tante, Σ0; termos lineares em y, Σyȳ; termos lineares

em u, Σuū; termos cruzados
∑`−1

m=1

∑`−m

p=1 Σypum ȳpūm;

termos não-lineares em y,
∑`

i=1 Σyi ȳi; e termos

não-lineares em u,
∑`

i=1 Σui ūi.

Então, a partir da equação (9), a razão estática Ks pode
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ser expressa por

K̂s(ū, ȳ) =
ȳ

ū
=

Σ0/ū + Σu +
∑̀

m=2

Σum ūm−1

1 − Σy −

`−1
∑

m=1

`−m
∑

p=1

Σypum ȳp−1ūm −
∑̀

p=2

Σyp ȳp−1

. (10)

3.3 Função Estática

Como função estática de um modelo entender-se-á a fun-
ção que descreve a relação entre a sáıda em estado es-
tacionário ȳ e a respectiva entrada, também em estado
estacionário, ū. Essa função pode ser entendida tam-
bém como a função de pontos fixos para um sistema
não-autônomo.

Uma vez obtida a expressão para ganho estático de um
modelo, equação (10), a expressão para função estática
pode ser determinada por

ȳ = K̂s(ȳ, ū) ū, (11)

então, a partir da equação (10)

ȳ =

Σ0 + Σuū +
∑̀

m=2

Σum ūm

1 − Σy −

`−1
∑

m=1

`−m
∑

p=1

Σypum ȳp−1ūm −
∑̀

p=2

Σyp ȳp−1

.

(12)

Se p > 2 então não é posśıvel se escrever (12) na forma
ȳ = g(ū). Uma alternativa para contornar tal limita-
ção é através da multiplicação de ambos os membros
da equação (12) pelo denominador do segundo membro,
movendo-se todos os termos para o primeiro membro.
Desta forma, a sáıda em estado estacionário de um mo-
delo NARX polinomial com grau de não-linearidade ` é
determinada pelas ráızes do seguinte polinômio:

(

Σy`

)

ȳ` +

(

i=1
∑

i=0

Σy`−1ui ūi

)

ȳ`−1 + · · ·+

(

i=`−2
∑

i=0

Σy2ui ūi

)

ȳ2 +

(

1 −

i=`−1
∑

i=0

Σyui ūi

)

ȳ

+

i=
∑̀

i=0

Σui ūi = 0, (13)

podendo-se verificar que, se Σy` 6= 0 então o modelo terá
` sáıdas estacionárias para cada valor de entrada ū. Em

outras palavras, pode-se dizer que o número de sáıdas
estacionárias posśıveis de um modelo NARX polinomial
é igual ao maior expoente que aparece nos termos em y,
inclusive os termos cruzados Ωypum .

4 USO DE INFORMAÇÃO AUXILIAR EM
MODELOS NARX POLINOMIAIS

As equações (5), (10) e (13) formam a base matemática
necessária para uso de informação auxiliar em mode-
los NARX polinomiais. A informação auxiliar que se
pretende utilizar são dados em estado estacionário do
sistema a ser identificado. Tais dados serão utilizados
tanto na seleção de estrutura quanto na estimação de
parâmetros.

No caso da seleção de estrutura, o objetivo é restringir
o espaço de busca da seleção de estrutura a determina-
dos agrupamentos de termos, baseando-se em algumas
caracteŕısticas que se deseja que o modelo identificado
tenha. Isso é posśıvel em função do estudo apresentado
a respeito da influência dos agrupamentos nas caracte-
ŕısticas estáticas do modelo.

Na estimação de parâmetros, o principal problema que
se pretende atacar ocorre quando estão dispońıveis da-
dos de entrada e sáıda, tanto dinâmicos quanto estáti-
cos, de um determinado sistema. O que se pretende é
garantir que um modelo obtido a partir de dados dinâmi-
cos tenha as caracteŕısticas estáticas do sistema, mesmo
quando os dados dinâmicos se encontram em uma faixa
de operação mais estreita que os dados estáticos.

Esta é uma situação bastante comum. Realizar tes-
tes para coleta de dados em estado estacionário, ou
mesmo conhecer a curva estática de antemão é muito
mais fácil do que ter dados dinâmicos que excursi-
onem o sistema em uma ampla faixa de operação
(Johansen, 1996; Aguirre et al., 2000). A solução pro-
posta para este problema é também aplicada para ga-
rantir que o sistema possua pontos fixos previamente
determinados.

4.1 Seleção de Estrutura

Informação auxiliar de (i) ganho em estado estacionário,
(ii) número de estados estacionários na sáıda do sistema
e, (iii) caracteŕısticas qualitativas a respeito do compor-
tamento dinâmico do sistema podem exercer um papel
fundamental na seleção da estrutura de modelos NARX
polinomiais.

Suponha que o número de estados estacionários da sáıda
de um sistema seja conhecido. Sendo n este número,
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então deve-se excluir do conjunto de termos candidatos
os agrupamentos Ωyp para p > n.

Se os autovalores do sistema variam com o ponto de
operação, ou se o sistema for bilinear, então deve-se se-
lecionar agrupamentos com termos Ωypum com p 6= 0
e m 6= 0.

Quando dados de entrada e sáıda em estado estacionário
estiverem dispońıveis, então por meio de um ajuste de
curva polinomial pode ser determinado o menor grau,
m, do polinômio que melhor se ajusta aos dados. Desta
forma seleciona-se os agrupamentos de termos que de-
vem pertencer ao conjunto de termos candidatos.

4.2 Estimação de Parâmetros

Na estimação de parâmentros de modelos NARMAX po-
linomiais, dados estáticos de entrada e sáıda são de fun-
damental importância. A utilização desta informação se
baseia na equação (12).

O método utilizado consiste em, a partir da estrutura
selecionada, escrever a função que relaciona ȳ = f(ū)
conforme equação (12). Neste caso ȳ = f(ū) será ex-
pressa como um polinômio em ū na forma

ȳ = a0 + a1ū + a2ū
2 + . . . + a`ū

`, (14)

sendo a0,1,2,...,` constantes que podem ser expressas
como função dos coeficientes de agrupamentos. A par-
tir da equação (14) e dos dados estáticos, pode-se ajus-
tar um polinômio usando-se qualquer método de otimi-
zação para estimar os coeficientes a0,1,2,...,`. Com es-
tes coeficientes, equações que relacionam os coeficientes
aos agrupamentos de termos são determinadas. Tais
equações são utilizadas como restrições na estimação
de parâmetros. Neste caso podem ser utilizados mé-
todos de otimização linear e não-linear com restrições
(Corrêa, 2001; Barroso, 2001).

5 RESULTADOS NUMÉRICOS

Nesta seção serão apresentados resultados práticos da
aplicação da identificação caixa-cinza utilizando mode-
los NARX polinomiais. Dois sistemas serão utilizados,
um sistema simulado e outro real.

A identificação caixa-cinza aqui apresentada consiste na
utilização de informação auxiliar de ganho em estado es-
tacionário durante a estimação de parâmentros de mo-
delos NARMAX polinomiais. Para estimar parâmetros
com restrições será utilizado o algoritmo elipsóide (AE)
de programação não-linear (Dziuban et al., 1985; Kim
et al., 1994). Os resultados obtidos são comparados com

o Estimador Estendido de Mı́nimos Quadrados (EMQ)
(Aguirre, 2000a), ou seja, modelos obtidos via identifi-
cação caixa-cinza são comparados com modelos caixa-
preta.

5.1 Sistema Simulado

O sistema hipotético simulado, é um sistema de primeira
ordem representado por (Haber e Unbehauen, 1990):

[1 + αu(t)]
dy

dt
+ y(t) − u(t) = 0, (15)

ou seja, trata-se de um sistema cujo ganho é constante
e a constante de tempo varia com o ponto de operação
na seguinte forma τ(u) = 1 + α u(t). A Equação (15)
foi simulada com α = 0, 5, gerando conjuntos de dados
distintos para identificação e para validação.

A partir da massa de dados gerada para identificação,
deu-se origem a mais duas massas de dados, sendo que
nestas duas últimas foi adicionado rúıdo, simulando erro
de medição. Então, para o processo de estimação de pa-
râmetros será usado: (i) Massa de dados dad ctv1 - sinal
original y(k), sem rúıdo; (ii) Massa de dados dad ctv2 -
sinal com rúıdo adicionado y2(k) = y(k) + ε, sendo que
ε possui distribuição gaussiana de média zero e variân-
cia σ2 = 0, 01; (iii) Massa de dados dad ctv3 - sinal com
rúıdo adicionado y3(k) = y(k)+ε, sendo que ε possui dis-
tribuição gaussiana de média zero e variância σ2 = 0, 05.
Trechos dos sinais usados na identificação estão apresen-
tados na Figura 7. Como pode ser observado, a entrada
possui amplitude aleatória, excursionando o sistema em
toda a sua faixa de operação com duração de cada pata-
mar também aleatório. O tempo de amostragem usado
foi de Ts = 0, 1 s e a massa de dados total possui 2002
observações.

Considerou-se que a única informação auxiliar dispońı-
vel é o fato do ganho ser constante, ou seja, não varia
com o ponto de operação. Esse tipo de informação au-
xiliar pode ser obtido junto ao pessoal de processo em
muitos casos práticos. Por outro lado, a “constante de
tempo” do modelo depende de u(t), ou seja, varia com
o ponto de operação. Desta forma objetiva-se observar
o efeito sobre a aproximação da constante de tempo do
sistema, tendo usado a informação de ganho para esti-
mar os parâmetros, assim como o efeito do rúıdo nos
parâmetos estimados pelo AE.

Como função de custo a ser minimizada pelo AE,
utilizou-e a mesma função minimizada pelo EMQ, ou
seja

JMQ = ‖y − ΨΘ̂‖2, (16)
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Figura 7: Parte dos dados de identificação simulados a partir da equação (15). Eixo-x são as amostras e eixo-y
amplitude, (-) Sáıda y(k) e (...) entrada u(k). (a) Dados dad ctv1, (b) dados dad ctv2 e (c) dados dad ctv3.

sendo Ψ a matriz dos regressores, contendo termos de
rúıdo, Θ̂ os parâmetros estimados e y o vetor contendo
os dados medidos na sáıda do sistema.

5.2 Modelo NARX Polinomial

Para este caso, não se utilizou informação auxiliar na
seleção dos termos candidatos. Procurou-se obter um
modelo de ordem ny = 1 e grau de não-linearidade ` = 2.
A estrutura do modelo foi obtida pelo algoritmo ERR,

obtendo o seguinte resultado:

y(k) = θ1y(k − 1) + θ2u(k − 1) + θ3y(k − 1)u(k − 1)+

θ5u(k − 1)2 + e(k), (17)

sendo que Σy1
= θ1, Σu = θ2, Σy1u = θ3 e Σu2 = θ5.

Verifica-se que há apenas um termo de cada agrupa-

mento de termos, então cada coeficiente de agrupa-

mento corresponde a apenas um parâmetro do modelo.
Observa-se também que o modelo possui apenas um es-
tado estacionário, ȳ, para cada entrada constante, ū.

A partir da estrutura selecionada, é posśıvel escrever a
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Figura 8: Funções de “constantes de tempo”e ganhos dos modelos NARX polinomiais obtidos a partir da simulação
da eq. (15). Coluna (a) Curvas de “constante de tempo”, eixo-x é ū e eixo-y é τ em segundos. Coluna (b) curvas
de ganho, eixo-x é ū e eixo-y é k(ū). (−) Sistema simulado (∗∗) modelos AE e (− −) modelos EMQ.

seguinte função que relaciona ȳ = f(ū):

ȳ =
θ2ū + θ5ū

2

(1 − θ1) − θ3ū
, (18)

ou ainda, o ganho em estado estacionário escrito como

ȳ

ū
=

θ2 + θ5ū

(1 − θ1) − θ3ū
, (19)

não sendo usados os coeficientes de agrupamentos, pois,
conforme mencionado, cada coeficiente corresponde a
apenas um parâmetro no modelo.

A informação auxiliar utilizada é o ganho ser constante
e igual à unidade. Então, para que o modelo possua
esta caracteŕıstica é necessário que θ2 = (1 − θ1) e
θ5 = − θ3. Uma vez que o AE não admite restrições de
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Tabela 2: Parâmetros estimados do modelo NARMAX polinomial via EMQ e EA a partir das massas de dados
dad ctv1, dad ctv2 e dad ctv3.

EMQ Algoritmo Elipsóide

dad ctv1 dad ctv2 dad ctv3 dad ctv1 dad ctv2 dad ctv3

θ̂1 0,9244 0,9243 0,9191 0,9235 0,9237 0,9180

θ̂2 0,0758 0,0761 0,0832 0,0765 0,0763 0,0820

θ̂3 0,0101 0,0100 0,0099 0,0107 0,0106 0,0116

θ̂5 -0,0103 -0,0103 -0,0111 -0,0107 -0,0106 -0,0116
r1 0,0002 0,0004 0,0023 0,0000 0,0000 0,0000
r2 -0,0002 -0,0003 -0,0012 0,0000 0,0000 0,0000

Sendo r1 = θ̂2 − (1 − θ̂1) e r2 = θ̂5 + θ̂3

igualdade, as seguintes restrições foram impostas para
estimação de parâmetros

−ε < a2 − (1 − a1) < ε
−ε < a5 + a3 < ε,

(20)

sendo ε = 1 × 10−4 a precisão requerida.

A Tabela 2 apresenta os valores dos parâmetros estima-
dos via EMQ e AE, para cada massa de dados apre-
sentada na Figura 7. As primeiras quatro linhas da ta-
bela apresentam os valores estimados dos parâmetros da
equação (17), e nas duas últimas tem-se o resultado das
equações de restrições mostradas em (20).

Pode-se observar na Tabela 2 que os valores dos parâ-
metros estimados pelos dois métodos são próximos, com
diferenças apenas na terceira casa decimal. Tal fato se
justifica, pois os dois métodos minimizam a mesma fun-
ção custo, só que, devido às restrições impostas ao mé-
todo AE, este garante que o modelo identificado tenha
ganho em estado estacionário igual ao do sistema simu-
lado.

Com o objetivo de se comparar os modelos obtidos pelo
EMQ e AE, utilizou-se a equação que fornece a “cons-
tante de tempo”de cada modelo em função de u(t). Con-
siderando a estrutura da equação (17) a “constante de
tempo” é dada por

τ(ū) =
−Ts

ln(θ1 + θ3ū)
, (21)

sendo Ts o tempo de amostragem.

A Figura 8 apresenta graficamente as funções de ganho
e “constante de tempo” dos modelos com parâmetros
estimados via EMQ e AE, assim como para o sistema
simulado. Observa-se que a curva de ganho obtida com
os parâmetros estimados pelo AE se sobrepõe à curva
do sistema simulado, fato que não ocorre para o caso do
EMQ. No gráfico da “constante de tempo” em função

Figura 9: Conversor DC-DC Buck

do ponto de operação, observa-se que para as massas
de dados dad ctv1 e dad ctv2 não há diferenças signi-
ficativas entre os modelos. Já para a massa de dados
dad ctv3, verifica-se que os parâmetros estimados pelo
AE resultaram em uma maior aproximação da curva
de constante de tempo. Nota-se também que o rúıdo
adicionado aos dados produziu efeitos similares nos dois
métodos de estimação de parâmetros, embora não exista
no AE nenhum tratamento especial à existência de rúıdo
nos dados, ou seja, o AE estima os parâmetros de uma
estrutura NARX e não NARMAX, como é o caso do
estimador EMQ.

5.3 Sistema Real: O Conversor Buck

O conversor Buck usado neste trabalho está apresen-
tado na Figura 9. O sistema e os dados de identifica-
ção utilizados são os mesmo considerados em (Aguirre
et al., 2000). Durante todo o teste a tensão DC da
fonte, Vd, é mantida constante em 24V. O MOSFET
IRF840 é chaveado pela atuação na sua porta G. O ci-
clo de trabalho, definido pela proporção do tempo ligado
e o peŕıodo total, D = Ton/T , é variado usando a Mo-
dulação por Largura de Pulso (PWM, do inglês Pulse
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Figura 10: Predição livre dos modelos e do conversor
Buck. Eixo-x são amostras e eixo-y são: (linha) sáıda
do sistema, (traço-ponto) modelo EMQ e (pontilhado)
modelo EA.

Width Modulation) a uma freqüência de chaveamento de
1/T = 33 kHz. Esta modulação é realizada pelo circuito
integrado LM3524.

A freqüência de chaveamento utilizada resulta em um
modo de operação cont́ınuo. Quando o ciclo de trabalho
tende à unidade, a corrente flui através de LF e a tensão
de sáıda Vo aumenta, pois Vd é aplicada em série com
LF e CF. Por outro lado, quando D se aproxima de
zero, a tensão da sáıda diminui de acordo com o regime
dinâmico definido por CF, LF e a carga RL.

5.3.1 Modelagem do Conversor Buck

O conversor Buck apresentado possui a seguinte relação
de tensão em estado estacionário Vo = DVd. Em função
da forma com que o circuito foi implementado, a relação
em estado estacionário torna-se:

Vo = (1 − D′)Vd

=

(

1 −
ū − 1

3

)

Vd (22)

=
4Vd

3
−

Vd

3
ū,

sendo Vo a tensão na carga, D′ = Tdesligado/T o ciclo de
trabalho, Vd = 24V a tensão constante fornecida pela
fonte e ū = 1 + 3 Tdesligado/T é o valor de estado esta-
cionário do sinal de controle u(k). Os dados de identifi-
cação podem ser vistos na Figura 10. Pode-se observar
que o sistema é excitado pelos dados somente para va-
lores de entrada entre u(k) = 2, 2V a 2, 5V. O objetivo

da modelagem é obter um modelo que se ajusta à carac-
teŕıstica estática do sistema fora da região dos dados de
identificação. O desempenho deste será comparado ao
modelo apresentado em (Aguirre et al., 2000).

Os termos candidatos foram selecionados a partir de in-
formação auxiliar, que neste caso é também informação
a priori, pois a relação (22) é válida em geral para con-
versores deste tipo. Detalhes da escolha dos termos can-
didatos, a partir de informação auxiliar podem ser vis-
tos em (Aguirre et al., 2000). A estrutura foi selecionada
através do algoritmo ERR. Em (Aguirre et al., 2000) po-
dem ser vistos vários modelos para esse sistema. O que
melhor reproduziu a caracteŕıstica estática conhecida do
sistema foi o modelo obtido através do uso de informação
auxiliar na escolha de termos candidatos, cuja estrutura
está apresentada a seguir:

y(k) = c1,0(1)y(k − 1) + c1,0(2)y(k − 2) + c0+

c0,3(1)u(k − 1)3 + c1,0(3)y(k − 3)+

c0,31, 1, 3u(k − 1)2u(k − 3) + c0,2(3)u(k − 3)3+

c0,2(1, 3)u(k−1)u(k−3)+c0,3(1, 3, 3)u(k−1)u(k−3)2.
(23)

Como pode ser observado pela equação (23), na estru-
tura do modelo não aparecem os agrupamentos de ter-

mos Ωyp com p > 1, o que significa que o modelo possui,
para cada entrada ū, apenas um estado estacionário na
sáıda. A partir da estrutura apresentada, a relação es-
tática ȳ = f(ū) pode ser expressa por

ȳ = α3ū
3 + α2ū

2 + α0. (24)

Usando-se o conjunto de dados estáticos obtidos pela
equação (22) e estimando-se os parâmetros pelo método
dos mı́nimos quadrados, os valores ótimos para ajuste da
curva são: α∗

3 = 0, 4391; α∗
2 = −3, 3710 e α∗

0 = 26, 2696,
sendo que “∗” significa valores ótimos dos parâmetros.

A partir dos valores ótimos apresentados acima é posśı-
vel escrever as seguintes restrições à estimação de parâ-
metros:

−ε < 0, 4391 − 0, 4391Σy − Σu3 < ε,

−ε < −3, 3710 + 3, 3710Σy − Σu2 < ε, (25)

−ε < 26, 2696 − 26, 2696Σy − Σ0 < ε,

sendo ε = 0, 01 a precisão estabelecida.

A Tabela 3 apresenta os parâmetros estimados pelo
EMQ (Aguirre et al., 2000) e AE. Pode-se observar que
os módulos |α∗

0 − α0|, |α
∗
2 − α2| e |α∗

3 − α3| são sempre
menores que ε para o caso AE.
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Tabela 3: Parâmetros estimados por EMQ (Aguirre
et al., 2000) e AE para o modelo do Conversor Buck

EMQ AE
ĉ1,0(1) 1,2013 0,7315
ĉ1,0(2) -0,2608 -0,0047

ĉ0 6,2479 13,7292
ĉ0,3(3) -2,6783 -0,8280
ĉ1,0(3) -0,2080 -0,2495

ĉ0,3(1, 1, 3) 8,8699 3,6774
ĉ0,3(3) 3,6636 2,0210

ĉ0,2(1, 3) -0,6162 -1,7617
ĉ0,3(1, 3, 3) -9,7707 -4,6409

α̂0 23,3488 26,2659
α̂2 -2,3029 -3,3704
α̂3 0,2037 0,4391

O resultado da predição livre dos modelos com parâme-
tros estimados por EMQ e AE, usando dados de vali-
dação, podem ser vistos na Figura 10. O modelo cujos
parâmetros foram estimados pelo EMQ fornece o me-
nor erro quadrático na predição livre usando dados de
validação.
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Figura 11: Função estática do (linha) sistema original,
(traço-ponto) modelo EMQ e (pontilhado) modelo EA
para o conversor Buck. Ambos são caixa-cinza, porém
o modelo EA é mais branco que o EMQ. Eixo-x é ū em
volts e eixo-y é ȳ em volts. A curva do modelo EA está
muito próxima à curva original.

A Figura 11 apresenta as curvas estáticas obtidas a par-
tir dos modelo e do sistema original. Verifica-se que o
AE fornece o melhor ajuste da curva estática fora da
região dos dados de identificação. Em śıntese, o uso de

informação auxiliar para estimar os parâmetros possi-
bilitou se obter um modelo que melhor reproduz a ca-
racteŕıstica estática global do conversor Buck, sem uma
piora significativa no desempenho dinâmico do modelo.

A melhor aproximação da caracteŕıstica estática signi-
ficou um pior desempenho da predição livre do modelo
com dados dinâmicos de identificação. De fato, um mo-
delo obtido por identificação caixa-preta ajusta os dados
de validação muito bem, mas com uma pobre caracte-
ŕıstica estática e uma faixa de validade estreita (Aguirre
et al., 2000). Pode-se dizer que, para o caso em questão,
o preço pago pela melhor aproximação da curva está-
tica global foi um pior desempenho no comportamento
dinâmico local.

6 COMENTÁRIOS FINAIS

Este artigo descreveu brevemente alguns dos principais
pontos em trabalhos de identificação caixa-cinza que
apareceram na literatura recentemente.

Como principais pontos a favor da identificação caixa-
cinza a literatura destaca: (i) a diminuição do número de
parâmetros, (ii) maior capacidade de reproduzir caracte-
ŕısticas fora dos dados de identificação, (iii) maior robus-
tez e (iv) maior adequação para o desenvolvimento de
sistemas de controle. Também se identifica, nos traba-
lhos citados, a necessidade de se criar mecanismos mais
eficientes para incorporar informações auxiliares nos mo-
delos. O uso de informação auxiliar se dá principalmente
nas etapas (i) seleção de estrutura e (ii) estimação de pa-
râmetros. A forma com que essas informações são incor-
poradas dependem do tipo de representação escolhida.

Foram apresentados alguns resultados de um estudo
mais aprofundado de caracteŕısticas da representação
NARMAX polinomial (Corrêa, 2001). Mostrou-se que
é posśıvel usar informação auxiliar de ganho em estado
estacionário tanto na fase de seleção de estrutura quanto
na estimação de parâmetros. Os resultados apresenta-
dos sugerem que, em alguns casos, o uso cuidadoso de
informação auxiliar permite melhorar o desempenho dos
modelos identificados.

No sistema simulado observou-se que o uso de informa-
ção de ganho em estado estacionário na estimação de
parâmetros possibilitou ao modelo, além de uma me-
lhor aproximação desta caracteŕıstica, uma melhor apro-
ximação da função “constante de tempo” do sistema
original. No caso real, que usou um conversor Buck,
verificou-se que a técnica caixa-cinza permite ao modelo
reproduzir caracteŕısticas do sistema em regiões não vi-
sitadas pelos dados de identificação.
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Várias técnicas para identificação caixa-cinza vêm sendo
propostas com o objetivo de combinar as vantagens da
identificação caixa-preta e caixa-branca. Naturalmente,
a identificação caixa cinza não apenas combina as vanta-
gens, mas também apresenta algunas desvantagens das
técnicas caixa-preta e caixa-branca. Em geral, a iden-
tificação caixa-cinza é mais complexa que a caixa-preta
porém mais simples que a caixa-branca. A estrutura
dos modelos caixa-cinza possui maior grau de liberdade
que a dos modelos caixa-branca, porém menor que a
dos caixa-preta. A “tonalidade de cinza” do método
a ser usado dependerá do tipo de representação e da
quantidade dispońıvel de informações auxiliares, além,
do objetivo de modelagem. Ressalta-se que a identifica-
ção caixa-cinza não substitui os extremos caixa-branca
e caixa-preta, apenas permite, em alguns casos, conci-
liar as duas técnicas. A opção por qual técnica utilizar
em um determinado problema prático dependerá muito
do tipo de problema e da experiência do usuário. Pode-
se dizer que mais estudos são necessários para se defi-
nir qual técnica de identificação é mais apropriada para
cada situação.
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Objetivo Aplicados á Identificação Caixa-Cinza de

Sistemas Não-Lineares, Dissertação de Mestrado,
PPGEE, Universidade Federal de Minas Gerais,
Belo Horizonte, Brasil.

Billings, S. A., Chen, S. e Korenberg, M. J. (1989).
Identification of MIMO nonlinear systems using
a forward-regression orthogonal estimator, Int. J.

Control 49(6): 2157–2189.

Bohlin, T. (1994). A case study of grey box identifica-
tion, Automatica 30(2): 307–318.

Bohlin, T. e Graebe, S. T. (1995). Issues in nonlinear
stochastic grey box identification, Int. J. of Adap-

tative Control and Signal Processing 9(6): 465.
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Corrêa, M. V., Aguirre, L. A. e Saldanha, R. R. (2002).
Using prior knowledge to constrain parameter es-
timates in nonlinear system identification, IEEE

Trans. Circuits Syst. I 9(49): 1376–1381.

Cubillos, F. A., Alvarez, P. I., Pinto, J. C. e Lima, E. L.
(1996). Hybrid-neural modeling for particulate so-
lid drying processes, Power Technology (87): 153–
160.

Revista Controle & Automação/Vol.15 no.2/Abril, Maio e Junho 2004 125



Cubillos, F. A. e Lima, E. L. (1997). Identification
and optimizing control of a roucher flotation circuit
using an adaptable hybrid-neural model, Minerals

Engineering 10(7): 707–721.

Dziuban, S. T., Ecker, J. G. e Kupferschmid, M. (1985).
Using deep cuts in an ellipsoid algorithm for non-
linear programming, Mathematical Programming

Study 25: 93–107.

Funkquist, J. (1997). Grey-box identification of a con-
tinuous digester - a distributed-parameter process,
Control Eng. Practice 5(7): 919–913.

Garcia, C. (1997). Modelagem e simulação de processos

industriais e de sistemas eletromecânicos, EDUSP,
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