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ABSTRACT RESUMO

A computational optimization-based approach for designing apresentada uma abordagem computacional baseada em
fixed-order controllers through robust pole placement for unetimizac@o para o projeto de controladores de ordem fixa
certain (interval) linear time-invariant SISO plants is preatravés de alocagéo robusta de polos para plantas lineares e
sented. The design objective is the minimization of the ovelinvariantes no tempo, SISO, com incertezas do tipo interva-
all deviation from the desired performance for the closediar. O objetivo do projeto € a minimiza¢do do desvio total
loop system, as specified by a polytope of characteristic poldo desempenho desejado para o sistema em malha fechada,
nomials. The robust pole placement design problem is agspecificado por um politopo de polindmios caracteristicos.
sociated with the solution of an interval Diophantine equa© problema de projeto por alocacéo robusta de pdlos é as-
tion, whose basic properties are analysed. Robust pole plas®ciado a solugdo de uma equacéo Diofantina intervalar, cu-
ment controllers are viewed as inner solutions of the intervaas propriedades béasicas sdo analisadas. Controladores por
Diophantine equation. Simple and computationally efficienalocacéo robusta de pélos sdo vistos como solu¢des internas
characterizations of the set of all robust pole placement conla equacdo Diofantina intervalar. Caracterizagbes simples e
trollers are then obtained and some of its geometric propecomputacionalmente eficientes do conjunto de todos os con-
ties discused. Several aspects of the design of robust camsladores por alocagéo robusta de pélos séo entdo obtidos e
trollers by Interval Analysis are integrated into a linear goahlgumas das suas propriedades geométricas discutidas. V&-
programming formulation, which can incorporate addicionatios aspectos do projeto de controladores robustos por Ana-
constraints on the controller parameters. Examples illustratise Intervalar séo integrados a uma formulagéo de programa-
the main characteristics of the proposed approach. ¢do alvo linear, que também pode incorporar restricbes adi-

) _ cionais aos parametros do controlador. Exemplos ilustram as
systems, robust control, goal programming, interval analysis,

linear programming. PALAVRAS-CHAVE: Projeto de controladores, alocacéo de
pélos, sistemas incertos, controle robusto, programacéao alvo,
analise intervalar, programacdéo linear.
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1 INTRODUQAO frequiéncia como, por exemplo, taxa de amortecimento e grau
de estabilidade (Bhattacharyya et al., 1995).

O PrROBLEMA de projeto de controladores para sistemas li-

neares e invariantes no tempo, destinados a garantir respo$aonto de partida para todas as técnicas por alocagao ro-

transiente e de estado estacionario satisfatérias em malhafpista de polos mencionadas € a técnica de projeto classica de

chada, tem uma soluc&o pratica atravéaldeacdo de pélas  alocagéo de pdlos. Como amplamente discutido em (Astrom

A técnica é baseada no fato de que muitas especificacbesed@ittenmark, 1997) e (Chen, 1999), entre outros, a solu¢ao

desempenho podem ser satisfeitas utilizando-se realimené# problema classico de alocagao de pélos pode ser reduzida,

céo dinamica da saida para alocar adequadamente os pdi68 condicGes apropriadas, a solugéo da conhecjdacéo

de malha fechada. Uma extens&o do problema classico Béofanting cuja versao matricial assume a forma de um sis-

alocacao de polos é o problema de alocacéo regional de ggma linear,Az = b, na qualA é amatriz de Sylvester

los, cujo objetivo é alocar os pélos de malha fechada em ung@gsociada a uma dada planta de ordem € o vetor com o0s

regido adequada do plano complexoO problema de alo- Ccoeficientes de um controlador de ordema ser projetado e

Cagéo regional de p(j|05 é guase sempre tratado em Cone%o vetor com os coeficientes de um dado poIinGmio carac-

com o prob|ema mais gera| (ﬂocagéo robusta de p(’)|os teristico de grawh + 7. DadasA e b, existe um controlador

de acordo com o qual, o controlador robusto deve alocar @ tal queAz = b se e somente se os dois polindmios que

pélos de malha fechada em uma regido especifica do plafi@screvem a planta forecoprimoser > n—1. Dois polind-

complexos face a incertezas com respeito a0 modelo maNios séo coprimos se e somente sesaltante de Sylvester

tematico da planta. Em muitas situacées reais, as incerfssociada € ndo-singular (Chen, 1999).

zas se refletem nos parametros da planta, o que tem m

vado extensos esfor¢os de pesquisalewria de Controle

Robusto Paramétric¢Ackermann, 1993), (Barmish, 1994),

(Bhattacharyya et al., 1995).

0Iélste artigo aborda a técnica de projeto de alocacédo de p6-
los de maneira sistematizada dentro de conceitos e mé-
todos deAndlise Intervalar(Alefeld e Herzberger, 1983),
(Moore, 1979). A motivagdo €é levar em conta possiveis re-

Neste artigo, plantas incertas sdo representadas por funcgégsentacoes intervalares, tanto para os coeficientes da planta
de transferéncia proprias com coeficientes pertencentes a flanto para os coeficientes do polindmio caracteristico de
tervalos reais. O problema de alocacéo robusta de pélogngiha fechada, o que leva a introducao de emzacao Dio-
formulado como o problema de se alocar robustamente os p@ntina intervalar e propor métodos de projeto de controla-

los de malha fechada em uma regiéo especificada através QQQGS baseados nos conceitos de Andlise Intervalar. A versao
raizes de um polindmio caracteristico intervalar. Condigcde®atricial da equacao Diofantina intervalar assume a forma
semelhantes sdo adotadas em (Soh et al., 1987), (Rotstdfhum sistema linear intervalpd |z = [b], na quallA] e [b]

et al., 1991) e (Keel e Bhattacharyya, 1997a). A abord#a0 anatriz de Sylvester intervalaro vetor intervalar asso-
gem proposta para o prob|ema de a|oca(;éo robusta de p‘dﬁdOS a uma dada planta intervalar e a um dado poIin6mi0
linémios caracteristicos é semelhante as apresentadas egracteristico intervalar, respectivamente. A Analise Interva-
(Soh et al., 1987) e (Keel e Bhattacharyya, 1999). Em (Sd@r tem se tornado util para lidar com importantes problemas
et al., 1987), apds se caracterizar explicitamente o conjunf@ area de controle, o que tem se refletido no crescente nd-
de todos os controladores por alocacéo robusta de pélosMgro de publicacdes sobre suas aplicacéeSetemas de
distancia de um controlador nominal a este conjunto é mfcontrole Em (Jaulin et al., 2001) é apresentada uma dis-
nimizada utilizando-se uma técnica Beogramacéo N&o- Cussdo mais detalhada do assunto. A abordagem proposta
Linear. Um método baseado em sensibilidade aplicado @ apresentada para sistemas com uma entrada e uma saida,
um polindmio caracteristico nominal é utilizado para espenas pode ser estendida para sistemas multi-variaveis (Prado
cificar o polinémio caracteristico intervalar. Em (Rotsteiret al., 2004).

et al., 1991), a distancia a um controlador nominal e o tq-i alment Secio 2 apresenta a técnica de al 50 d
manho da regido de incertezas sao relacionados através 'a(% aimente, a Se¢ao < apresenta a tecnica de alocagao de

uma técnica de projeto por alocagdo robusta de pélos bg- 0S€a caractfariz.a(;éo d,a e_quac;éo Dic_)fantina. As Sef;ﬁes
seada enDtimizacio Semi-infinita Em (Keel e Bhatta- e 4 abordam técnicas classicas de projeto por alocacdo de

charyya, 1997a), alguns desenvolvimentos importantes dgglos p:t:lrat plandtgs I|neares~e |2\\|/ar|intess no tegnp%degtro de
Gltimas duas décadas na area de controle robusto sdo empf&a estrutura derogramacao AlVO AS S€¢08 > € b, Sao

gados para tratar o problema de alocaco robusta de p6 esdlcadas a caracterizacao, andlise e projeto dos controlado-

e i et dogramacio near £ priclr o (o-/2042% 2o SOtes nienasde equagie ifainas
Teorema das ArestaBartlett et al, 1988) € utilizado para eficientes d6 conjunto de%odos osEontroIadofes or alocacdo
obter oconjunto de raizede polinémios intervalares, permi- I P ¢

tindo especificacdes de desempenho para o sistema em ffpusta de polos sdo obtidas e algumas das suas propriedades
lha fechada em termos de critérios comuns no dominio dFometricas discutidas. E apresentada uma abordagem com-
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putacional, baseada em otimizac&o, para o projeto de con- +
troladores de ordem fixa. Na Secéo 7, o uso de Programagéo

Alvo com coeficientes intervalares (Inuiguchi e Kume, 1991)

permite uma solucdo substancialmente mais simples para o
problema de alocacdo robusta do que as apresentadas em

(Soh etal., 1987) e (Keel e Bhattacharyya, 1999), e como em

(Keel e Bhattacharyya, 1999), todos os problemas de pro- Figura 1: Sistema SISO com realimentag&o unitaria.
jeto de controladores podem ser reduzidos a problemas de

Programacéo Linear. O objetivo do projeto € a minimizagéo

do desvio total do desempenho desejado para o sistema aps quais, para,, 2 # 0

malha fechada, especificado por um espectro de polinbmios
caracteristicos. Finalizando, na Sec¢édo 8, ap0s caracterizar np(s
explicitamente um subconjunto convexo de controladores ro- S
bustos, o problema de projeto dentroladores nao-frageis
formulado como unproblema de centralizacddExemplos
numeéricos ilustram os principais resultados apresentados.

' 1
a18" +axs" T + ...+ Gnga,

)
dp( ) a“fH‘QSn + a7L+35n_1 +...+ 2142,
no(s) = x18" +aos" L 4 mpy,
de(s)

§) = Typyos" +apizs 4.+ xoy0. (1)

Inicialmente, assume-se que os coeficientes da planta
(a1,a9,...,a2,+2) SA0 precisamente conhecidos. Os paré-
metros de projeto do controladary(, =2, . . . , 2,+2) devem

ser selecionados de maneira que as especificacdes de desem-
penho, traduzidas em localiza¢des dos pélos do sistema em
malha fechada, sejam satisfeitas com um controlador de me-
nor ordem possivel para que o sistema resultante, em malha
fechada, tenha um conjunto a@e+ r polos desejados. O
sistema em malha fechada é representado por

Notagdo: Dada uma matriz read = {a;;}, AT denota
a transposta del e |A| é definida comdA| := {|ai;|}.
As matrizes identidade e zero de ordersdo denotadas por
I,, e 0,, respectivamente. Dadas duas matrizee B de
mesmas dimensdes, entdo < B se e somente sg;; <
b;; para cada,j. Uma matriz intervalar € definida como
[A] = [A=,AT] .= {A: A= < A < AT}, As matrizes
centroe raio de [A] sdo dadas poA. := (AT + A7)/2
eA = (At — A7)/2 (A > 0), respectivamente. De
acordo com esta notagdd,” = A. — A, AT = A, + A np(s) ne(s)np(s)
e (4] = [A. — A, Ac + A]. Definigdes semelhantes se F(s) = Ir(s) ~ dr(3)do(s) fnpE)ne() )
aplicam a um vetor coluna intervalar. Em particu(&f, =
[b—,b%] = [b. — &, be + 4. O objetivo desta técnica é alocar os pélosiig), ou de
forma equivalente, as raizes dg(s). Para um tratamento

2 ALOCAQAO DE POLOS E A EQUACAO completo sobre alocacao de pélos, veja por exemplo (Chen,
DIOFANTINA 1999).

. _ . O problema de alocacgdo de pélos se resume na solugéo da
O problema de projeto de controladores para sistemas Img

e _ ) déjagéo Diofantina

ares e invariantes no tempo, de maneira a garantir resposta:

transiente e de estado estacionério satisfatdrias em malha fe- dp(s)de(s) + np(s)nc(s) = dp(s) ©)
chada, tem uma solugao pratica atravéaldeacédo de pélas

A suposicao basica é que estabilidade e varias especificagPasa todos os possiveis (s), na qual

de desempenho podem ser satisfeitas usando-se a realimenta-

cdo dinamica da saida para alocar os pélos de malha fechada 4r(s) = (s +p1)(s+p2)...(s +Pnir),

do sistema em posi¢Bes apropriadas do plano complexo = bys"T Fbos" T by (B)
Considere o sistema de controle continuo com realimenta-

¢30 unitaria, linear e invariante no tempo, com uma entrada¥0 entanto, ao invés de resolver a equagéo (3) diretamente,

uma saida (SISCBingle-Input Single-Outp)trepresentado CONvém transforma-la num sistema de equagdes algébricas
na Figura 1. lineares. Assim, substituindo-se (1) e (4) em (3) e associando

os coeficientes com as poténcias semelhantes ebtém-se
As fung@es de transferéncia de uma dada pl&{td de or- um sistema de + r + 1 equacdes lineares da forma
demn, estritamente prépria, a ser controlada, e de um con-

trolador série”(s) de ordenr, a ser projetado, séo represen- 11 + GpyoTry2 = by,
tadas por a1 + a1®2 + ...+ an43%Try2 + Ang2Zrys = b,
. np(S) B nC(S)
Ps) = dp(s) e Cls) = de(s)’ Un41Tr41 + Ani2Z2r42 = bpyrgr.
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Por conveniéncia, define-se := n +r +1eq:= 2r +2. alvo. Assim, um polinémio caracteristico qualqt&ré visto
Desta forma, (3) pode ser reescrita como uma equacéo lineaxmo um alvo, que pode ou néo ser atingido por um contro-

da forma lador de uma dada ordem
Ax = b, (5) _ ) _
ConsidereA € R™*? a matriz de Sylvester associada a uma
na qual dada planta’(s). Os vetores
[ a a 1 T
1 n+2 TI¢:[771 Ny e 777”}
a a Qs a €
2 1 n+3 n+2 T
A=l o ] o=l m o pu]
A as  onio nts representam variaveis de desvio em relagéo ao polinémio ca-
racteristico alvo
: : .
L an+1 a2n+2 b0 = [ 5(1) bg T b?n } )
T = [ T wy - g ]TeRq no sentido de quelx +n — p = %, comn; >0, p; >0e
n;p; = 0 paratoda =1,2,...,m.
e
b= [ by ba -+ by ]T eR™. A técnica de projeto por alocagéo de pélos é entdo reformu-

A matriz A € R™%4 em () é amatriz de Sylvesteassoci- Ia_lda através do seguinte problema de Programacéo Alvo clas-
sico (Yu, 1985).

ada a planté(s). Dado que qualquer planta, controlador ou
polinbmio caracteristico é unicamente especificadofyae

C Problema 1
ou b, os termoplanta A, controladora e polinémio carac-

teristicob, respectivamente, sdo também utilizados. m 1/p
Resultados classicos sobre alocacéo de pélos mostram que minimizar LZ; il + pi)
existe uma solucde para a equacdo Diofantina (3), se e z,m,p

somente s& > n — 1 enp(s) e dp(s) s@o coprimos.

Ser < n — 1, entdo néo é possivel garantir que (3) tera sujeito a Az +1n—p=10bO,
uma solucdo para qualquer conjunto desejado de pélos de n>0,p>0,

malha fechada, p2, . . ., pn+- OU, €quivalentemente, para
qualguer polindbmio caracteristico desejado, especificado ppo quale; > 0, i = 1,2,...,m sdopesosassociados aos
b1,b2, ... bty desvios @ > 1, usualmente = 1, p = 2 oup = oc. a

3 ALOCAQAO DE POLOS VIA PROGRA- O Problema 1 é sempre factivel e é reduzido a um programa

MAQAQ ALVO linear sep = 1 oup = oo, € a um programa quadréatico
sep = 2. Como em qualquer formulacdo de Programacao

Nesta secéo, a técnica de alocagdo de pdlos é analisadaAinn, o objetivo € minimizar o desvio total de um alvo pré-

contexto daProgramacao AlvgLordelo e Ferreira, 2002b). estabelecidd®, que por sua vez deve refletir o desempenho

A Programacéo Alvo é uma metodologia tradicional de prodesejado para o sistema em malha fechada.

jeto em diferentes areas da Engenharia (Ignizio, 1982). O

objetivo é obter um controlador de menor ordem possivdélema 1 Considergx*, n*, p*) qualquer solu¢do 6tima do

que aloque um polinémio caracteristico alvo ou aloque rd?roblema 1. Entéa.} p; = 0 paratodoi = 1,2,...,m. O

bustamente polinémios caracteristicos em uma familia poli-

topica de poImomlos-aIvos. Para,um_ tra.tamento completg seguir, é estabelecida uma condi¢é@o necessaria e suficiente
sobre Programacgdo Alvo como técnica independente vi

Yu. 1985 ebaara a existéncia de um controladode ordemr que aloque
(vu, )- o polinémio caracteristico el= b°, com base no Lema 1.

Uma vez que os alvos podem ou ndo ser atingidos por um ) .0 »

controlador robusto de ordem fixa, uma informagéo relevantEeorema 2. Considerev; (b°) o valor 6timo do Problema 1 e
para o projetista seria que alvo ¢ atingivel por um contrgt” © controlador correspondente. Entag" aloca o polin6-
lador de uma determinada ordem. Ajustes sdo um aspecfti© caracteristico do sistema de malha fechadabem b°

. e~ . 0\ _
importante no processo de decisdo baseado no conceito3fe€ Somente sg(b°) = 0.
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Prova: (Yu, 1985) Considere(x*,n*, p*) uma solucdo O fator de amortecimento e a freqiiéncia natural dos pdlos
6tima do Problema 1 e defig := Ax*. Sev;(b") =0, em malha fechada desejade3.0 + j0.7 sdo¢ = 0.82 e
entdon* = p* = 0 e obtém-sé* = b°. Sev;(b°) > 0, w, = 1.22rad/s, respectivamente.

ao menos uma variavel de desvio é positiva e pelo Lema 1,

o controladotr™ alocab; abaixo ou (ou exclusivo) acima de

bY, dependendo de qual variavel de desvio é positiva. O

081

O Teorema 2 pode ser interpretado em termos da andlise o6l
classica de alocacéo de pélos. Assim, conside(dl) :=

{b e R™: b= Ax} o espaco formado por todos 0s possi-
veis polindbmios caracteristicos atingiveis por um controlador
de ordemr. De acordo com o Teorema 2;;(b%) = 0 se

b% € R(A), o que sempre acontece quande(s) e dp(s)

séo coprimos e > n—1. Sev’;(b°) > 0, entdd® ¢ R(A).

Em resumo, o controladar* aloca o polinbmio caracteris-
ticoemb* = b% + n* — p*, eb* = b° seb? € R(A). o8f
Exemplo 1 Considere a fun¢éo de transferéncia da planta de : : : : ‘ L

-5 -4 -3

segunda ordem apresentada em (Soh et al., 1987) Eixo Real

0afb polos desejados

021

Eixo Imaginario

-0.4f

s+1 Figura 2: Controle proporcional para o Exemplo 1.

P(s)=— 70
()= 7525 24

Deseja-se alocar os poélos de malha fechada-émt j0.7 e o )
—10. O polinémio caracteristico alvo correspondente ¢ ~ EM principio, nada pode ser dito sobre o desempenho ou
mesmo sobre a estabilidade do sistema em malha fechada

% = [ 1.000 12.00 21.49 14.90 ]T. quandov;(b®) > 0. Para associar desempenho e estabi-
lidade as solugbes do Problema 1, considere a familia de
polinbmios com coeficientes dentro da bola ponderada pela

Dado que a solugdo da equagéo Diofantina é Unica quanﬁgrmalp, de raioy > 0 (Bhattacharyya et al., 1995):
r =n — 1, o valor 6timo do Problema 1€/ (b°) = 0 para

todop > 1 ea > 0. O alvob® é atingido e o controlador de m 1/p
primeira ordem correspondente é B, (b, 1) = { b0 : [Z Bilbi — b?|”] <wuy,
7.6885 + 30.53 =t
Ofs) = 28 T 202

) = o513

naquals; >0, i =1,2,...,m sdo pesos dadoge> 1. O
que & 0 mesmo apresentado em (Soh et al., 1987). E infgNiuntoB,(b%, 1) representa uma bola de raimo espago

ressante investigar se os pélos dominantes de malhafechéd_gua”dogl = [ = - = (. Uma bolal, ge polind-
~1.0 + j0.7, ou de forma equivalente mios B, (b, 1) é Hurwitz se e somente sB,(b°, 1) con-
tém somente polindmios Hurwitz, ou seja, polinbmios cujas
b0 — [ 1.00 2.00 1.49 ]T, todas as raizes estiverem no semi-plano esquerdo (aberto) do

planos. A margem de estabilidadg de um dado polindmio
podem ser alocados usando-se um controlador proporciondf, definida como o maior raip para o qualB,(b°, ;1) é
ou seja,r = 0. Uma analise simples do lugar das raize$lurwitz, pode ser obtida, por exemplo, atravéd dgar de
mostra que nenhum ganho proporcional é capaz de realizBsypkin-PolyaKBhattacharyya et al., 1995). Outros proce-
esta tarefa, conforme ilustra na Figura 2. Os dados numéricdignentos tém sido propostos na literatura (Barmish, 1994),
relacionados a solugéo do Problema 1 pata 1, p = 2 e  (Bhattacharyyaet al., 1995). Uma conex&o entre margens de
p = oo estdo resumidos na Tabela 1. estabilidade e as solugbes 6timas do Problema 1 é estabele-

cida no Teorema 3.

Tabela 1 - Solugdes da Programag&o Alvo. Teorema 3 Assuma que; = 5;, ¢ = 1,2,...,m, € consi-
D V. b* Ganho £ wy, (rad/s) * ; Avi 0 A P
1 ()‘31]1() (1‘0007 1.850, 1.650) 4.05 0.72 1.22 dere(/),é oraio ma3(|m0 para 0 OqU%p(b 7lj/) e HurWItZ Se
2 0.217  (1.030,1.848,1.642)  4.00  0.71 1.28 v, (b?) < u*, entdob* € B,(b°, u*) e o sistema em malha
[e%s} 0.141 (1.141,1.859,1.631) 3.83 0.68 1.20 fechada aSSOC'adO é eStéve|
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Prova: A prova reside no fato de qug + p; = |b; — 9|, Problema2
para todoi = 1,2,...,m, em queb; € ai-€sima compo-
nente deb = Ax. Conseqlientemente; (b°) € a normd,
minima entreb® e R(A). Portanto, s (b°) < u*, entédo
b* € B,(b°, u*) e o sistema resultante em malha fechada é z,n",p-.nt, pt
estavel. a

m
minimizar > i + o)
=1

sujeito a Arx+n~ —p~ =b",
Az +nt — pt =0bT,
n-2>20,p~ 20,
nt >0, pt >0.
O aspecto fundamental do Teorema 3 é qfjéh°) é uma
medida de proximidade entée* e b°. Também é sabido o
que, assumindo-se grau invariante, as raizes de um polind-
mio variam continuamente em relacéo aos seus coeficienteSorema 4 Considerev*([b]) o valor 6timo do Problema
(Barmish, 1994). Portanto, parg (b°) suficientemente pe- 2 e z* o controlador correspondente. Entée* aloca o
queno, o sistema em malha fechada associddosera esta- polindmio caracteristico do sistema em malha fechada em
vel e 0 seu desempenho sera semelhante ao especificado[ppr: [b—,b*] se e somente sé& ([b]) = 0.
b°. Sew;(b°) for grande o suficiente para invalidar o uso
do controlador correspondente, uma alternativa é considerar
o problema de alocacéo regional de polindmios caracteridfrova: Considere(z*, n~*, p~*,n™*, p™*) uma solucéo
cos. Por simplicidade, todas as formulagées de Programag@iéma para o Problema 2t& = Az*. Sev*([b]) = 0, ent&o
Alvo seguintes serdo apresentadas em termog dele n~* = pt* = 0 e obtém-sé* < [b]. Sev*([b]) > 0,

a; =1, para =1,2,...,m. ent&o ao menos um dos valorgs®, pf*, i=1,2,...,mé
positivo e o controladae ™ alocab; abaixo deb, ou acima

~ Jr ., . ’, .
4 ALOCACAO EM UM POLITOPO deb;", dependendo de qual variavel de desvio é positiva.

Uma extensa,o do problema de alocaj;ao de polos Ioon'{U@’Problema 2 exibe as mesmas propriedades basicas do Pro-
em que os polos de malha fechada séo alocados em ponﬁggma 16 = 1): é um problema de Programac&o Linear sim-

espepificos, € 0 problema de alocagéo regional de pélos, “YRse sempre possui uma solucao factivel. O controlador
objetivo é alocar os pélos de malha fechada em uma regi %ca o polinémio caracteristico e — b= — n—* + p—*

adequada do plano complexoO problema de alocacao re- oub* — bt —n+* 4 p*+*. Quandar* ([b]) > 0, significando

gional de polos € quase sempre tratado em conexao Conhgeb* ¢ [b], o controlador correspondente aloca um polind-

problema mais geral dalocacdo robusta de p6lo con- mio caracteristico com desvio minimo, no sentido da norma

trol_a~dor deve alocar_ 0s pollos d(_a malha fechada em uma daﬂ?em relaco ao interva(o).
regido apesar da existéncia de incertezas com respeito ao mo-

delo matematico da planta. O problema é encobtrae b+ ) . .
(b= < b+) de maneira que todas as raizes da familia de pg_xemplo 2 Considere a funcdo de transferéncia da planta de

lindmios intervalaregb] := [b—, b*] estejam na regido de- segunda ordem do Exemplo 1 e o_eroblem_a de alocar os p6-
sejada para os p6los de malha fechada. Em (Soh et al., 1989 de malha fechada em uma regido desejada usando-se um
a determinac&o dd) é realizada através de um método baseg(_)ntrolador de ordem zero. A regido desejada é |Iustre_1da na
ado em sensibilidade. Outra possibilidade envolve o conceifg9ura 3 e corresponde ao espectratie= [b~, b*] defi-

de conjunto de raizede uma familia politopica. O Teorema Mido por

das Arestas (Bartlett et al., 1988) estabelece que o conjunto b—=[1.00 1.40 1.04 ]T

de raizes do hiper-retangulg é limitado pelo conjunto de

raizes dos polinémios gerados pelas suas arestas. A idéiae T

selecionafb], ou seja, arestas, de maneira a confinar seu con- bt =1[1.00 2.60 1.94 | .

junto de raizes em uma regido adequada do plano comgplex o N

€ proposta em (Keel e Bhattacharyya, 1999) e adotada ne%tgolugao 6tima do Problema ;([b]) =0 e

secao. b*=[1.00 1.82 1.62 ],

Uma condicao necessaria e suficiente para a existéncia de um

controlador de ordem que aloque um polindmio caracteris- indica que a alocagdo efb] € possivel. O controlador
tico em[b] é estabelecida em termos do problem®rigra-  C(s) = 4.02 aloca os pélos de malha fechada em910 +
macao Alvo intervalaflgnizio, 1982): 70.890.
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1,2,...,2n + 2 e define-sda] := [a—,at]. Note que a
descricdo de incerteza adotada ndo assume simetria com res-
| peito aoscoeficientes nominaiga plantg P(s)]. Um coefi-

. ciente[a;] € chamado deropriamente incert@ea; < a;,
parai =1,2,...,2n+ 2.

051

A equacdao Diofantina intervala¢ definida como

[dp(s)ldc(s) + [np(s)nc(s) = [b(s)],

Eixo Imaginério

-05F

na qual

[b(s)] = [ba]s™ + [bals™ ™" + .+ ko]

pélos de malha fechada

0 €, em geral, um polinémio intervalar que descreve quanti-

L
-2

Eixo Real

dades incertas com respeito ao polindmio caracteristico do
Figura 3: Espectro di(s)]. sistema em malha fechada. Deve-se notar[t{s] € des-

crito unicamente pelo vetor intervalf] := [b—,bT] =

[be — 9, b + §].

5> EQUAGAO DIOFANTINA INTERVALAR Percebe-se claramente gde: = b pode ser reescrita como

Considere o sistema de controle com realimentacao unitat{i"a équacao linear intervalar na forma
linear e invariante no tempo, intervalar, com uma entrada e (Al — [b] )
uma saida (SISO) (Lordelo e Ferreira, 2004). As fungdes de n

transferéncia de uma determinada planta intervds)l, ¢ desta forma, incertezas de natureza intervalar associadas
de ordem, e§tr|tamente propria, a ser con_trolada, ?de Ulos polindmios intervalards »(s)] e [dp(s)] levam a uma
controlador sérig’(s), de ordeny, a ser projetado, S30 re- \otriz de Sylvester intervaldd] := [A~, A*t] € IR™*¢
presentadas como na quakn := n+r + 1 eq := 2r + 2, cujos limitantes in-
ferior A~ e superiorAt sdo obtidos quando os coeficientes
_ [np(s)]  ne(s) de[A] s&o substituidos por seus valores inferiores e superio-
[P(s)] = [dp(s)] e Cls) = do(s)’ (6)  res, respectivamente. Assuma também que a regifo desejada
. . o para os polos de malha fechada é delimitada$gb(s)]),
nas quals{np(s)] € [d,(s)] sdo polinomios intervalares da- o conjunto de raizedo vetor intervalafb], que especifica o
dos, de maneira que, pAa [an+2], polindmio caracteristico intervalar. Assim,

[ [al] [an+2] ]
p(s)] = [anls" + aals™ .+ [ana),
[dp(s)] = [ant2]s” + [an4a]s" ™ + ...+ aznso]- [az] la1]  [anss] (@ 42]
Os polinbmiosic(s) edc(s) estdo na forma [@ni1] [as]  [aznio] [y 3]
no(s) = x18" +aos" 4+ mpy,
dC(S) = $7-+257‘ + $7‘+357‘_1 4 Torgo L [an-i-l] [a2n+2] J
e 0s parametros de projeto do controlador T = [ Ty w9 - x4 ]T c R4
(x1,29,...,22,12) devem ser selecionados de maneira
que as especificacdes de desempenho, traduzidas em So- T .
calizagdes dos pdlos do sistema em malha fechada, sejam [b] := [ [ba] [bo] -+ [bmi] } € IR™.

satisfeitas com um controlador de menor ordem possivel
para que o sistema resultante, em malha fechada, tenha @rconjunto-solucd@ara equacdes lineares intervalares na

conjunto den + r polos desejados. forma[A]xz = [b] é definido como
Os coeficientes incertos da planta intervalafs)] séo des- Y = {z: [A]x = [b] paraalgumad € [A]
critos por intervalos fechadds;] := [a; ,a]], parai = e algumb < [b]}.
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A seguinte caracteriza¢do dkeem termos dos centros e raios

de [A] e [b] foi introduzida em (Oettli e Prager, 1964) e

(Oettli, 1965). 31 = {xz:|Acx —be| + Alx| <8}
3o = {z:x=y- =z,

— _ + —_
Teorema 5 (Desigualdade de Oettli-Prager) Considere ATy - ATz 2 b7,

a equacédo intervalar[Alx = [b], na qual [A] = Aty — A=z <bt,
[Ac — A, A+ A e[b] = [be — 8, b, + 6]. Entdo y>0,z>0};
3 = {(xr,y): Acx — Ay >b",
Y={x : |Acx — bc| — Alz| < d}. A,z + Ay < b,
~y<z <y}

EntdoXy = X1 = Y5 ex € X Se e somente se existir um
y de maneira quéz, y) € X5.
Prova: Veja (Oettli e Prager, 1964), (Oettli, 1965) e (Rohn,
1989). a
Prova: Veja (Rohn, 1986) para as provas envolvendo as equi-
valéncias®, = ¥; = X,. A correspondéncia entbg; e X5
O conjunto-solugéo dpA]z = [b] descreve todos os con- € demonstrada em (Kelling, 1994). ]
troladores para os quais existe uma pladAtac [A] e um
polindmio caracteristich € [b] de maneira quéA]z = [b]. o ) ]
A representacdo dE em termos dos valores do centro e do Primeira equivaléncia no TeoremaX, = X1, pode ser
raio é descrita no Teorema 5. vista como uma demonstragcdo baseada em Analise Interva-

lar da condigao necessaria e suficiente para alocacgao robusta

) de pdlos, estabelecida em (Soh et al., 1987). Uma diferenca

6 CONIROLADORES ROBUSTOS:  SO- sutil € que em (Soh et al., 1987), as notacBes equivalentes
LUCOES INTERNAS DE % paraA e descrevem os desvios de uplanta nominalA .

e umpolindmio caracteristico nomindl., enquanto que no

Esta se¢do € dedicada a caracterizacdo e a analise dos §Qirema A e sdo simplesmente quantidades calculaveis
trolac_lores_ robustos como sol_ugoes mternqs de equacdes Q'partir deA—, A+, b~ eb+. De fato, a segunda equivalén-
ofantinas intervalares. Considdr4| a matriz de Sylvester cia do Teorema 6% = 3, mostra que valores nominais
intervalar associada a uma planta intervafafs)] e [b] 0 54 s50 necessarios para descrever controladores robustos.
polinbmio caracteristico intervalar especificado. Note finalmente que a equivaléndz, — 3, e a corres-
O conjunto de todas as solugdes internagAle: — [b] pond_enC|a~entr§]0 gz_lg séo es_peualmel_"nte adequadas’p'c_lra
dado por (Rohn, 1986) manipula¢cdes numéricas. Muitas propriedades geométricas
' Uteis relacionadas X e suas representacdes equivalentes
podem ser analisadas e interpretadas em termos de projeto
por alocacédo robusta de poélos. As proposi¢des seguintes sdo
consequéncias imediatas do Teorema 6.

Yo :={x:Ax c[b] paratoda A < [A]}.

As propriedades d& sdo de particular interesse, paiy

é precisamente o conjunto de todos os controladores robi¥-0posicdo 1 (Convexidade) 3o € um conjunto convexo
tos por alocagdo de pélos. Uma conseqiiéncia importari@liedral. O
guando se trata este problema em um contexto de Analise In-

tervalar é a existéncia de representacdes explicitasSpgra . .
P ¢ P A natureza convexa e poliedral &, (como o conjunto de

A seguir, sdo apresentadas caracterizacbes simples e com-" . . .k . .
9 prese ¢ P solucdes internas) é evidenciada em (Rohn, 1986) através da
putacionalmente eficientes dos controladores robustos comg

~ ~ - - : equivalénciazy = 3,. A convexidade d& ¢ (como o con-
solucdes internas de equacdes Diofantinas intervalares. . A
junto de controladores robustos) também é citada em (Soh

etal., 1987).

Teorema 6 (Representacbesde 3p) Considere X, o0

conjunto de todas as solug@es internas da equacao linedroposicdo 2 (Existéncia) 3¢ € um conjunto ndo-vazio se
intervalar[A]z = [b], naqual[A] = [A. — A, A.+ A]e e somente se os sistemas de inequacdes lineares indicados
[b] = [be — 8, b + 8]. Defina em3, ou X3 tém uma solucao. O
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A existéncia de controladores robustos pode ser testada pblate que o conhecimento de| determina completamente

Fase | do Algoritmo Simplex quando aplicada as desigualda-faixa de variagédo dos coeficientes de todos os controlado-

des lineares e, ou ¥ 3. QuandaXy € ndo-vazio, pode-se res robustos possiveis e constitui uma informacéao Gtil para o

proceder & selecdo de um controlador robusto que satisfgquajeto. De fato, sejar| particionado da seguinte forma

um dado critério, por exemplo. Deve-se notar que a infactibi-

lidade deX seria causada por uma incompatibilidade entre .

a descricdo intervalar da planfad] = [A. — A, A. + A] leli= ]

e a especificagdo intervalar do polinémio caracteristice: [zp]

[b—,bT]. Assumindo que exista unt de maneira que na qual[z.] e [x,] denotam vetores intervalares de mesma

A.x € [b] e queA é escalonado por um fator ndo-negativadimensaor + 1. Entdo os zeros e pélos de todos o0s possiveis

o, a seguinte relacdo entre a magnitude da incerteza da plantmtroladores por alocagao robusta de polos seréo limitados

e a existéncia de controladores robustos pode ser estabglelo conjunto de raizes dos polindmios intervalares definidos

cida. por [z.] e [x,], respectivamente. Um exemplo numérico é
utilizado para ilustrar este e todos os resultados anteriores

Proposicdo 3 (Maximaincerteza) Considere o problema relacionados &g.

de Programacédo Nao-Linear:

[x]

Exemplo 3 Considere a funcéo de transferéncia da planta de

maximizar o segunda ordem com coeficientes intervalares apresentada em
0,,Y (Soh et al., 1987) e (Rotstein et al., 1991)
sujeitoa Aez — (0A)y > b, [P(s)] = %
Aoz + (0A)y < bt 52 — 2.25 + [ag]
—y<z<y, na quallas] = [0.5,1.5] e [ag] = [-2.6,—2.2]. Deseja-
o> 0. se projetar um controlador de primeira ordem= 1) para

alocar de forma robusta os pélos de malha fechada do sis-
Considerer™ o valor 6timo des. EntdoX, € ndo-vazio se tema no conjunto de raizes determinado pelo interiile-
e somente se” > 1 e 0 maximo intervalo de incertezas b~ b+], com
contendo um controlador robust¢£. — o*A, A.+c*Al.

0 b~ = 1.000 9.600 12.81 5.120 ]"
e
Proposicdo 4 (Limitagdo) 3o € limitado se ao menos um bt = [ 1.000 14.40 30.17 24.68 ]T'
coeficiente dénp(s)] e um coeficiente d&lp(s)] sdo néo-

A matriz de Sylvester intervaldid] = [A—, At] é facil-

mente calculada, assim cordq., A, b. € §. Existe um con-
trolador por alocacéo robusta de poldsy(é ndo-vazio): a
Prova: Note quex € X, implica A|z| < § (porque Fase | do método Simplex (Proposi¢éo 2) aplicadaXgm
x € ¥1). Um x ilimitado ndo pode verifical|z| < §  fornece

se cada coluna dA > 0 tem ao menos um elemento di- Ch(s) = 13.83s + 6.256

ferente de zero. Uma vez qu também é uma matriz do s —1.852

tipo Sylvester, conclui-se qu8, € limitado se ao menos um
coeficiente dénp(s)] e um coeficiente délp(s)] sdo néo-

degenerados. ]

degenerados.

O espectro do polinémio caracteristi¢@p(s)]dc, (s) +
[np(s)|ne, (s) (preto), ilustrado na Figura 4, esta inteira-
mente contido no espectro {igs)] (cinza).

Proposicdo 5 (Limites sobre ) Suponha queXy € um
conjunto limitado ndo-vazio. Para cadla- 1,2,...,q, de-
finaz; como o valor minimo do problema linear

Uma investigac@o adicional através da Proposicdo 3 mostra
quec* = 1.319, implicando que o intervalo maximo de in-
certezas para a planta pode ser feito cerca de 32% maior do
que o inicialmente especificado. Uma vez 4i¢s)| satis-

minimizar x; - o P :
! faz as condi¢des da Proposicéo 4, é possivel obter o vetor

* intervalar[x] utilizando a Proposicéo 5:
sujeitoa x € Xs. 10.13,16.96
[z2] [ —3.979,18.89 ]
Definax;“, i = 1,2,...,q de maneira semelhante, substi- [z] = [x—, 1] = =
tuindominimizarpor maximizar Ent&o o menor vetor inter- [Tp)] 1.000, 1.000
valar[x] contendd®, é dado pofz] := [z—, zT]. O { —5.040, 1.664 ]
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minimizar > i +p))
i=1
&n .p.nt,pt

9O . B
s ﬂ sujeito a M=€&+n —p =b",
g of Kon | M+€+77+*P+:b+;
£ x n- >0, p~ >0,
S > 2>
& | | nt >0, pt >0,

£20,£€E,

no qual
‘ ‘ ‘ M~ = a- 57A+}7M+=[A+ C A

’Eixo Real ; . . . . .

e = é um conjunto poliedral ndo-vazio. Considereo valor
Figura 4: Espectros dédp(s)dc, (s) + [np(s)|ne, (s) Otimo deste problemag* o valor 6timo def e z* = T'§™.
(preto) e[b(s)] (cinza). Entdoz* € o N X se e somente 8¢ = 0.

Prova: Seja (¢&*,n~*, p~*,nt*, pt*) qualquer solugio
Otima para o problema do Teorema 7. Note que otimalidade
Depois de se calcularem as raizes reais das quatro arestag deequivaléncia ent@ e X" implicam quex ™ = T¢* € X.
[z] e da Gnica aresta de,,], conclui-se que os zeros e polosFalta mostrar que™ € X, se e somente s€' = 0.
de todos os controladores robustos estdo contidos nos intépuficiéncia) Se* = 0, entdon—* = p™* = 0; portanto
valos [—1.865,0.393] e [—1.664, 5.040], respectivamente.

— gk + _* —
Os pélos de malha fechada podem ser robustamente aloca- ATy" - AT 2 b7,

dos por controladores estaveis ou instaveis, com zeros de fase Aty* — A=z* <bt,

minima ou de fase nao-minima. Neste ponto, ndo é possivel y* >0,2z* > 0.

assegurar a existéncia de um controlador robusto estavel e de

fase minima. As desigualdades acima possuem uma solg&oz*) e,

de acordo com o Teorema®; € Xo. (Necessidade) Qual-
quer solucdo Gtima para o problema do Teorema 7 € tal que
somente um dosg; * e p; * (9 e p*) é positivo (veja
- , (Yu, 1985)). Sev* > 0, entdo pelo menos uma componente
7 ALOCACAO ROBUSTA DE POLOS VIA den—* ou pt* é positiva e a componente associaga &

PROGRAMA(}AO ALVO oun** é nula. Como conseqiiéncia, pelo menos uma das
desigualdades acima € violada e, novamente pelo Teorema 6,
Nesta secdo, a existéncia e o projeto de controladores pgr ¢ 3. O

alocacao robusta de pélos séo simultaneamente tratados em
uma estrutura de Programacéo Alvo intervalar com coefici- ) . B
entes intervalares. Convém lembrar que de acordo comProblema do Teorema 7 sempre possui uma solu¢ao facti-

Teorema 6, um vetar & um elemento do conjunto de con- Vel e o seu valor otimo* fornece o desvio total de* ¢ X
]l ~ ~ — + . .

troladores robustoX, se e somente se € . em relacdo &lo. Sev® > 0, entdon™* e p™™* indicam
quais componentes do alvo intervalar= [b—, b*] ndo po-
dem ser alcancadas. Quando= 0 (np~* = pt* = 0),
as variaveis de desvig™™ e p—* atuam como variaveis de
folga e excesso para as desigualdades que descrevem os con-
troladores robustos.

Teorema7 De 35, tem-se quec = y — z. Defina¢ =

: ; : Exemplo 4 Considere a funcéo de transferéncia da planta
T..,7T _ — .
ly":z |", de maneiraque = T¢, naquall .= [I4:— 1), incerta de segunda ordem descrita no Exemplo 3. Pode-se

e qualquer especificacdo adicionale X sobre os coefici- o ~ Lo
¥erlf|car gue o problema de alocacao robusta de polinbmios
entes do controlador pode ser transformada em uma especiii-

~ . _ . caracteristicos proposto pode ser resolvido por um controla-
cacéo equivalenté € = sobre os componentes geAssim,

considere o seguinte problema de Programagcao Alvo Lineador estavel de fase minima. A restrichia: — I]z > 0,
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impondo um controlador com coeficientes nao-negativos é 0

adicionada ao problema do Teorema 7. O controlador resul-E := [ 03 Is 03 —Is } cF=111,
tante 11.61s + 14.24 !
.01s .
= —_— — +
Cas) = = 0428 —k kp Fb

. = = h = o | kT = kg |, kt = k;
€ uma solucdo para o problema de alocacgéo robusta de po-

linbmios, poisv* = 0. O espectro do polinbmio carac-
teristico [dp(s)]dc, (s) + [np(s)lnc, (s) (preto), ilustrado  gyemnio5 O controle PID robusto da planta de terceira or-
na Figura 5, esta inteiramente contido no espectrd@¢] o
(cinza). [as]s + [a4]
[P(s)] = 2

$3 + [ag]s? + [a7]s + [as]
€ considerado em (Keel e Bhattacharyya, 1997a). Todos os
coeficientes incertos séo iguai§ed9, 1.01]. Deseja-se que
1 os pélos de malha fechada sejam robustamente alocados no
conjunto de raizes dé] = [b—, b*], com

b= = [ 1.000 6.000 31.25 57.00 38.25]"

Eixo Imaginario

bt =[ 1.000 14.00 4525 77.00 54.25 | .

: Os ganhos PID estao restritos aos intervélos € [6, 14],

[kp] € [11,19] e [k;] € [31,39]. Para respeitar as condi¢bes

, - - r =2exy = 0, as componentes de~ eb™ séo deslocadas

“Eixo Real para a direita e zeros sdo incluidos nas primeiras posi¢des de
vetores aumentadds™ e b*. Entdo fazend® = Ep;p, a

Figura 5. Espectros délp(s)dc,(s) + [np(s)lnc,(s)  solucio 6tima do problema do Teorema 7 fornete= 0, e

(preto) e[b(s)] (cinza). o controlador PID robusto correspondente

12.43s% + 18.76s + 38.87
Especificagdes relacionadas a estrutura dos controladores ro- Crip,(5) = s :
bustos introduzem restri¢cBes adicionaisenUma especifi-
cacgdo popular € a de que o controlador robusto deva apres
tar uma estrutura PID na forma paralela

A abordagem por Andlise Intervalar mostra que somente dois
PR8itices deA sdo necessarios para formular problemas de
alocacdo robusta de pélos. O nimero de desigualdades line-
kps? + kps + kg ares na formulagdo por Programacédo A@ré+ 2r + 2 e
Crip(s) = s ) aumenta linearmente come r. Na abordagem por Progra-
na aualkn. ke k' S30 0s ganhos derivativo. bro orcionalmagéo Linear proposta em (Keel e Bhattacharyya, 1997a), o
- qualiip, kp, B gann VO, Proporcional, o4 ge desigualdades lineares, que resulta de uma ope-
e integral, respectivamente. E comum introduzir limitan-_ . . . -
o ooy racdo combinatorial com todos os vértices Aleaumenta
tes para estes valoresp € [kp,kp], kp € [kp,kp], .
-+ " exponencialmente comer. O controlador PID encontrado
kr € [k;,k;]. Comparando-s€'p;p(s) comC(s) defi-

nido em (6) para = 2, observa-se que a especificacao PIDDOr este metodo foi

imp0e restricbes de desigualdade emxs, x5 € restricbes 12.552 4+ 17.75s + 38.25
de igualdade em 4, x5, z6. Claramentey = 2 € um artifi- Cpip,(s) = s :
cio para a caracterizagao de um controlador PID e ndo a sua

ordem. A especificacdo PID correspondentetesaria

£€Epip :={§:GE < h, E¢ = f}, 8 NAO-FRAGILIDADE DE CONTROLADO-
na qual RES ROBUSTOS

Um objetivo importante no projeto de controladores em siste-

G —Is 03 Is 03 mas realimentados é evitar projefaigeis nos quais peque-
S AR ’ nas variacfes nos coeficientes do controlador projetado po-
Is : 03 : —Is : Os dem deteriorar o desempenho do sistema em malha fechada
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de forma significativa (Keel e Bhattacharyya, 1997b). Nestltervalar permitiu uma solu¢cdo mais simples para o pro-
sec¢do é proposto um procedimento para o projeto de contrdolema de alocacéo robusta de pdlos, quando comparada com
ladores baseado na solugdo de pioblema de centraliza- as metodologias apresentadas em (Soh et al., 1987) e (Keel e
¢do de maneira a obter o maximo desvio nos coeficienteBhattacharyya, 1999). A caracterizacdo de um sub-conjunto
do controlador a partir dos seus valores nominais. Probleonvexo de controladores robustos permitiu a formulagéo do
mas de centralizagdo classicos na area de Otimizagdo Glopabblema de projeto de controladores ndo-frageis como um
séo apresentados em (Horst e Pardalos, 1994). No presepteblema de centralizacdo. Os procedimentos de projeto pro-
contexto, a idéia € determinar um controlador centralo  postos sao facilmente implementados com base em progra-
maximo raiod, tais que mas computacionais existentes.
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