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ABSTRACT

The robust design of compensators with time domain spec-
ifications aiming setpoint tracking and disturbance rejection
is discussed in this paper from a perspective of loop shap-
ing. The constraints to provide robust disturbance rejection
are derived as functions of reference models, which contain
the associated time domain specifications. It is shown that
the larger is the distance between the nominal plant model
and the reference models to be followed the more restrictive
the design constraints will be. The problems can be posed as
model matching compensators and the proposed procedure
may reduce the conservativeness normally associated with
their design. The plant model is assumed subject to unstruc-
tured uncertainties and the design specifications are written
in the usual form of loop shape constraints. Hence techniques
like H∞ and LQG/LTR can be applied as design tools. In
order to illustrate the use of the proposed methodology we
consider a multivariable mixture tank as an example.

KEYWORDS: Disturbance, Model Tracking, 2-D Control,
Robust Control, Loop Shaping, Time Specifications.

RESUMO

O projeto de compensadores robustos com especificações no
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domínio do tempo visando ao acompanhamento do sinal de
referência e a rejeição de distúrbios é discutido neste ar-
tigo do ponto de vista freqüencial. As condições de projeto
são obtidas em função de modelos de referência, os quais
contêm as especificações temporais associadas. Mostra-se
que quanto maior for a distância entre o modelo nominal da
planta e o modelo de referência a ser seguido, mais restritivas
serão as condições de projeto. Os problemas podem ser for-
mulados como casos de model matching e o procedimento
proposto pode reduzir o conservadorismo normalmente as-
sociado com esse tipo de projeto. Admite-se que a planta
esteja sujeita a incertezas não estruturadas e as condições de
projeto são escritas na forma usual de restrições sobre o di-
agrama de Bode. Desta forma, ferramentas de projeto como
H∞ e LQG/LTR podem ser aplicadas. Para ilustrar o uso da
metodologia proposta, considera-se como exemplo um tan-
que de misturas multivariável.

PALAVRAS-CHAVE: Distúrbios, Model Tracking, Controle
2-D, Controle Robusto, Loop Shaping , Especificações Tem-
porais.

1 INTRODUÇÃO

Atualmente a maioria das técnicas de projeto de controle são
conduzidas no domínio da freqüência. Inúmeros livros con-
têm uma apresentação exaustiva do tema (Green e Limebeer,
1995; Helton e Merino, 1998; Skogestad e Postlethwaite,
1996; Zhou, 1998). Contudo, em muitas situações práticas,
parte das especificações é fornecida no domínio do tempo.
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Para sistemas escalares muitas destas especificações podem
ser traduzidas para o domínio da freqüência, mas este não é,
em geral, o caso para sistemas multivariáveis.

O uso das teorias H2 e H∞ requer que especificações no do-
mínio do tempo (como, por exemplo, sobressinal, tempo de
subida, etc.) sejam expressas no domínio da freqüência antes
que possam ser aplicadas. Nos problemas de acompanha-
mento da referência (problema servo), especificações tempo-
rais são um tanto intuitivas. Elas são também bastante natu-
rais em vários problemas regulatórios.

Várias abordagens podem ser usadas no projeto de contro-
ladores que incorporam especificações temporais. Talvez a
técnica mais simples seja a alocação de pólos por meio da
realimentação de estados. Embora a liberdade para a alo-
cação de pólos dependa exclusivamente da controlabilidade
do modelo da planta, a técnica não permite a alocação de
zeros e, portanto, o desempenho temporal só pode ser efe-
tivamente verificado a posteriori. Um inconveniente adicio-
nal nessa abordagem é a necessidade de se medirem todas as
componentes do vetor de estados, o que muitas vezes pode
ter um impacto significativo sobre o custo do sistema de con-
trole. As contribuições nesta linha têm sido na solução do
chamado problema de alocação de auto-estruturas (eigens-
tructures). O artigo (Liu et al., 2000), por exemplo, trata
do problema de alocação robusta de auto-estruturas usando
uma abordagem mista, temporal e freqüencial. A despeito
das dificuldades mencionadas acima, alguns problemas im-
portantes podem ser resolvidos, como, por exemplo, o desa-
coplamento em sistemas multivariáveis.

Outra abordagem usada é a técnica de alocação de zeros. No
artigo (Moore e Bhattacharyya, 1990) apresenta-se uma des-
sas técnicas baseada numa formulação por programação li-
near que busca um controlador que produza o mínimo so-
bressinal na resposta. As principais limitações associadas
com essa técnica são: i) a planta deve ter uma única entrada;
ii) não são tratados os erros de modelagem; iii) o controlador
obtido é de ordem elevada. A programação linear também é
usada por (Vethecan e Hill, 1998) num problema de otimi-
zação com restrições temporais. Embora o problema tratado
seja multivariável, não é considerada a questão da robustez.

O model matching e o controle 2-D são duas abordagens que
podem ser usadas para lidar indiretamente com especifica-
ções no domínio do tempo em problemas servo e que podem
ser adaptadas para lidar também com a rejeição de distúrbios
com especificações temporais. A idéia é aproximar as matri-
zes de transferência entrada/saída e distúrbio/saída por ma-
trizes de transferência que contenham as especificações tem-
porais dadas, denominadas modelo de referência e modelo
de referência do distúrbio, repectivamente. Nessa linha, o ar-
tigo (Prempain e Postlethwaite, 2001) propõe uma maneira

de projetar a parcela do filtro de avanço de um controlador
com dois graus de liberdade.

O artigo (Oya e Hagino, 2002) propõe uma maneira de di-
minuir o erro entre a resposta desejada e a da planta real.
A especificação temporal é definida por uma lei de controle
do tipo realimentação de estados e uma segunda lei, base-
ada num observador de estados, corrige o vetor de entrada.
Desta forma a especificação temporal é garantida mesmo na
presença de erros de modelagem, mas a definição prévia do
comportamento temporal não é considerada explicitamente
no projeto e sim verificada a posteriori.

O termo “especificações temporais” pode ter os mais diver-
sos significados, desde restrições no máximo valor da saída,
como é típico no problema de controle de sistema críticos
(Liu et al., 1995), até especificações detalhadas do compor-
tamento temporal da resposta de cada canal de um sistema
multivariável (Jonckheere e Yu, 1999). O objetivo da abor-
dagem de projeto apresentada neste artigo é principalmente
garantir, com uma precisão pré-estabelecida (no domínio da
freqüência) e na presença de erros de modelagem, que o
acompanhamento do sinal de referência e a rejeição de dis-
túrbios possam ser realizados com restrições temporais fixa-
das à priori. Deve-se notar que a inclusão das especifica-
ções temporais é considerada no procedimento de projeto de
uma forma indireta por meio de um modelo de referência
dado no domínio da freqüência. Funções de transferência
de primeira e segunda ordens são bastante apropriadas para
isso pois podem exprimir especificações como constante de
tempo, tempo de acomodação, máximo sobressinal, etc., de
maneira imediata. Em particular, propõe-se uma técnica de
projeto e argumenta-se que ela pode ser menos conservadora
que usualmente.

Supõe-se que o modelo da planta esteja sujeito a incertezas
não estruturadas e, no caso regulador, a atenção é restrita ao
caso em que o distúrbio pode ser medido.

As especificações de projeto são escritas na forma usual de
restrições sobre o ganho de malha. Desta forma técnicas
como H∞ ou LQG/LTR (Athans, 1986; Doyle e Stein, 1981)
podem ser aplicadas como ferramentas de projeto.

Este artigo é estruturado da seguinte forma.

A seção 2 contém um discussão preliminar do problema de
model tracking considerado neste artigo.

Na seção 3, as condições de projeto do problema servo ro-
busto são escritas tanto na forma de restrições sobre a sensi-
bilidade de malha como em termos de restrições sobre o ga-
nho de malha. Faz-se também uma análise do esforço de con-
trole necessário e apresenta-se um exemplo numérico para
ilustrar a metodologia proposta.
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Figura 1: Estrutura de controle 2-D

Na seção 4, apresentam-se as condições de projeto relativas
ao caso regulador e um exemplo ilustrativo.

As condições para a rejeição robusta do erro de medida são
apresentadas na seção 5.

No que se segue o símbolo ‖ · ‖ representa a norma Eucli-
diana de vetores complexos. Os símbolos σi [ · ], σmin [ · ] e
σmax [ · ] denotam o i-ésimo, o mínimo e o máximo valores
singulares, respectivamente.

2 DISCUSSÃO PRELIMINAR

Considere o sistema representado pela Fig. 1 (Skogestad e
Postlethwaite, 1996). As matrizes de transferência P (s) e
K(s) são, respectivamente, da planta e do compensador. A
matriz de transferência N(s) no pré-filtro será denominada
de modelo de referência, sendo comumente escolhida como
diagonal para que o sistema em malha fechada resulte de-
sacoplado. O sinal d(s) é o distúrbio refletido na saída da
planta, n(s) é o erro de medida, r(s) é a entrada do sistema
e y(s), a saída. Todos os sinais e matrizes de transferência
supõem-se terem dimensões compatíveis.

O projeto visando matching, neste caso, pode ser reduzido a
fazer a matriz de transferência de v(s)para y(s) próxima à
K−1(s), na faixa de freqüências em que o casamento entre
N(s) e a matriz de transferência de r(s) para y(s) é buscado.
(Kwakernaak, 1996).

Na página 14 da referência (Maciejowski, 1989), o autor es-
creve a respeito da escolha do pré-filtro: “podemos conside-
rar primeiro o problema de projetar K(s) para obter as ma-
trizes S(s) e T (s) desejadas e, subseqüentemente projetar
N(s) para fornecer uma conveniente” matriz de transferên-
cia de r(s) para y(s). Um ganho elevado de malha é exigido
para obter-se uma matriz de transferência de malha fechada
próxima à K−1(s). A escolha de quão grande o ganho é
escolhido pode produzir um projeto conservador se ele é to-
mado maior do que o necessário. Uma definição clara de qual
é o nível de ganho necessário para garantir uma determinada
precisão não é apresentada. Esta é a motivação principal do
presente trabalho.
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Figura 2: Estrutura de controle signal-based

A referência (Skogestad e Postlethwaite, 1996) contém um
abordagem model matching do problema de aproximar a ma-
triz de transferência entrada/saída do sistema por uma dada
N(s). Considera-se o sistema de controle mostrado na Fig. 2,
denominado estrutura de controle signal-based. O objetivo é
minimizar a norma da matriz de transferência de r(s) para
z(s). A matriz de ponderação We(s) reflete o conteúdo em
freqüência do erro de rastreamento.

Existem, contudo, alguns problemas com esta estrutura. Pri-
meiramente, o erro de rastreamento e(s) não é realimentado.
Como conseqüência, o modelo de referencia N(s) não é uma
parte explícita do compensador – ele é somente usado no pro-
jeto. Em segundo lugar, admita-se que o distúrbio d(s) deva
ser rejeitado numa dada faixa de freqüências. Isto implica
que o ganho de malha σmin [P (jω)K(jω)] deve ser grande.
Conseqüentemente a matriz de transferência de malha fe-
chada de r(s) para y(s) resultará próxima à identidade e a
capacidade de rastreamento do modelo pode ser deficiente,
uma vez que e(s) é dada aproximadamente por (N − I)r
nesta faixa de freqüências.

Uma outra estrutura é proposta por (Lee e Hwang, 1997)
e usada na guiagem de um míssil. Da mesma forma que
no projeto do controlador da Fig. 2, utiliza-se a formulação
mixed-sensitivity da teoria de controle H∞. A diferença bá-
sica dessa estrutura em relação àquela da Fig (2) é a utili-
zação de um segundo controlador, inserido no ramo de re-
alimentação. Como as matrizes de ponderação também são
colocadas fora da realimentação, os controladores têm a des-
vantagem de não incorporarem explicitamente o modelo de
referência.

Uma versão diferente deste problema é considerada na refe-
rência (Jonckheere e Yu, 1999) para resolver um problema
de controle de propulsão de uma aeronave. A estrutura do
sistema de controle é representada na Fig. 3.

Essa é a estrutura que será utilizada neste artigo. Note-se
que e(s) é realimentado e, como conseqüência, o modelo de
referência N(s) é uma parte explícita do sistema de controle.
Além disso, será mostrado que tanto a rejeição de distúrbio
como o acompanhamento do modelo de referência podem ser
atingidos simultaneamente.
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Figura 3: Estrutura model tracking
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Figura 4: Problema de rejeição de distúrbios.

O problema servo é considerado neste artigo no seguinte sen-
tido. Procuramos um compensador K(s) tal que a norma da
matriz de transferência de r(jω) para e(jω) (veja Fig. 3) es-
teja abaixo de um valor pré-estabelecido, numa faixa dada de
freqüências. Adicionalmente desejamos que contribuições
para a saída y(jω) tanto do distúrbio d(jω) como do erro de
medida n(jω) estejam abaixo de certos valores pré-fixados
numa faixa dada de freqüências. Como é usual, denominare-
mos estes últimos de rejeição de distúrbio e rejeição de erro
de medida, respectivamente.

Sem perda de generalidade, o compensador será considerado
no ramo de realimentação. Com esta escolha, expressões ma-
temáticas mais elucidativas podem ser obtidas no que se se-
gue. Entretanto, um desenvolvimento similar pode ser reali-
zado para K(s) no ramo direto.

Considere agora o sistema representado na Fig. 4. A matriz
de transferência Σ(s) é um filtro e será chamado modelo de
referência do distúrbio. O sinal f(s) é o distúrbio, suposto
mensurável, refletido na entrada da planta.

Quando não houver distúrbio mensurável (f(s) = 0), o pro-
blema de projeto recai no caso clássico. Por outro lado,
tomando-se somente o distúrbio mensurável, ou seja, para
r(s) = d(s) = 0, o diagrama de blocos da Fig. 4 é idêntico a
aquele mostrado na Fig. 3, substituindo-se apenas N(s) por
Σ(s). Note-se que o problema de controle caracterizado na
Fig. 3 é, de fato, um problema de dois graus de liberdade. Por
meio de simples manipulação algébrica daquele diagrama de
blocos obtém-se o diagrama da Fig. 1 – o controle 2-D com

um pré-filtro (Leonardi e Da Cruz, 2002).

Portanto, o projeto visando rejeição do distúrbio mensurá-
vel com especificações no domínio do tempo pode ser visto
como um problema de acompanhamento do modelo de refe-
rência.

O problema regulador é considerado neste artigo com o se-
guinte sentido. Procura-se um compensador K(s) tal que
a norma da matriz de transferência de f(jω) para e(jω)
(veja Fig. 4 esteja abaixo de um valor pré-estabelecido numa
dada faixa de freqüências. Adicionalmente, deseja-se que as
contribuições para a saída y(jω) tanto do distúrbio não me-
dido d(jω) como do erro de medida n(jω) estejam abaixo
de certos valores pré-estabelecidos nos conjuntos dados de
freqüências.

No que se segue toma-se um conjunto de matrizes de trans-
ferência representativas da planta real, considerando a repre-
sentação do erro de modelagem multiplicativo. Admitimos
que um limite superior é dado para a norma espectral da ma-
triz do erro multiplicativo na forma de uma função escalar
eM (ω) (Doyle e Stein, 1981).

3 O PROBLEMA SERVO

Admita-se que as dinâmicas da planta sejam dadas pelo seu
modelo nominal. Então, para o sistema representado na
Fig. 3 vale o seguinte conjunto de equações:

y(s) =S(s)d(s) + S(s)P (s) (I + K(s)N(s)) r(s)

− S(s)P (s)K(s) n(s), (1)

e(s) =S(s)d(s) + S(s) (P (s) − N(s)) r(s) + S(s)n(s),
(2)

u(s) = − (I + K(s)P (s))−1
K(s)d(s)

+ (I + K(s)P (s))
−1

(I + K(s)N(s)) r(s)

− (I + K(s)P (s))
−1

K(s)n(s). (3)

em que S(s) = (I + P (s)K(s))−1 é a matriz de sensibili-
dade.

Neste ponto, como estamos obviamente admitindo que N(s)
é estável, deve ficar claro que a estabilidade do sistema é
determinada somente pela malha fechada que contém P (s)
e K(s). Como esta é uma situação clássica, a estabilidade
não será discutida neste artigo. As condições para se garan-
tir tanto a rejeição do distúrbio como a rejeição do erro de
medida também são conhecidas (Da Cruz, 1996). Contudo,
elas foram incluídas no que se segue para se expor o proce-
dimento de projeto em forma completa.
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3.1 Especificação Temporal

Admita que αr > 0 (tipicamente αr << 1) é um número
dado que quantifica a precisão do acompanhamento do mo-
delo de referência num conjunto de freqüências dadas Ωr tal
que ‖e(jω)‖/‖r(jw)‖ ≤ αr (ω ∈ Ωr). Tipicamente, esse
conjunto é do tipo Ωr = {ω ∈ R : ω ≤ ωr} para uma dada
ωr. Admitindo-se que d(s) = n(s) = 0, para garantir o
acompanhamento do modelo de referência temos a seguinte
condição, obtida da equação (2):

σmax [S(jω)] ≤
αr

σmax [P (jω) − N(jω)]
(ω ∈ Ωr) (4)

Assim como era esperado, a sensibilidade precisa ser menor
quando a distância entre a planta e o modelo de referência
(medida por σmax [P (jω) − N(jω)]) aumenta. O mesmo
ocorre quando αr é menor.

Quando o lado direito da equação (4) é muito menor que 1,
esta condição pode ser reescrita aproximadamente como

σmin [P (jω)K(jω)] ≥
σmax [P (jω) − N(jω)]

αr

(ω ∈ Ωr).

(5)

De maneira análoga, esta condição mostra que o ganho de
malha precisa aumentar tanto com a distância entre P e N

como com o inverso de αr.

Para comparar nossos resultados com o projeto 2-D tra-
dicional (veja Fig. 1), adotou-se o seguinte procedi-
mento de projeto 2-D. Considere o sistema represen-
tado na Fig. 1. É imediato perceber que se desejamos
‖y(jω) − N(jω)r(jω)‖/‖N(jω)r(jω)‖ ≤ αr (ω ∈ Ωr),
então é suficiente fazer

σmax [S(jω)] ≤ αr (ω ∈ Ωr) (6)

Comparando as desigualdades (4) e (6), concluímos que a
abordagem proposta pode resultar em menores ganhos de
malha sempre que σmax [P (jω) − N(jω)] é menor que 1.

Na prática, uma situação comum corresponde àquela em que
o modelo de referência é escolhido como N(jω) = I , em
baixas freqüências. Neste caso recomenda-se normalizar as
variáveis de entrada da planta de tal forma a tornar P (jω)
próxima à identidade em baixas freqüências. Os exemplos
numéricos ilustram esta questão.

3.2 Robustez do Desempenho

Primeiramente, como o erro de modelagem foi usado na
forma multiplicativa, a condição de estabilidade robusta é

dada por (Doyle e Stein, 1981):

σmax [T (jω)] < eM (ω) (∀ω) (7)

Admitindo-se que eM (ω) < 1 para ω ∈ Ωr, então a condi-
ção (4) se modifica para

σmax [S(jω)] ≤
αr [1 − eM (ω)]

σmax [P (jω) − N(jω)]
(ω ∈ Ωr) (8)

e a condição (5) para (Da Cruz, 1996)

σmin [P (jω)K(jω)] ≥
σmax [P (jω) − N(jω)]

αr [1 − eM (ω)]
(ω ∈ Ωr).

(9)

Como esperado, o efeito da incerteza do modelo torna as con-
dições sobre S e PK mais restritivas.

3.3 Esforço de Controle

Nesta seção restringimos a análise para a planta nominal,
desconsiderando portanto qualquer aspecto relativo às incer-
tezas do modelo.

Da equação (3) é imediato verificar que

u(s) − r(s) = K(s) [I + P (s)K(s)]
−1

[N(s) − P (s)] r(s)
(10)

Admita-se que P , N e αr são tais que
σmax [P (jω) − N(jω)]/αr >> 1 para ω ∈ Ωr. Assim, se a
condição (5) for satisfeita, então σmin [P (jω)K(jω)] >> 1.
Neste caso a equação (10) leva a:

u(jω) − r(jω) ∼= P (jω)−1 [N(jω) − P (jω)] r(jω)
(11)

admitindo-se que P e K sejam quadradas e que exista P−1.

Da equação (8) segue-se imediatamente que

sup
‖r 6=0‖

‖u(jω) − r(jω)‖

‖r(jω)‖
∼=

σmax

[

P−1(jω) [N(jω) − P (jω)]
]

(12)

Esta equação mostra que o pior caso do incremento relativo
do esforço de controle é aproximadamente o mesmo que a
distância relativa entre a planta e o modelo de referência. As-
sim, modelos de referência que são distantes do modelo da
planta requerem mais esforço de controle para serem segui-
dos. Isto está em concordância com a condição (4) que mos-
tra que quanto maior for a distância entre a planta e o modelo
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de referência, mais restritiva será a condição de acompanha-
mento do modelo de referência.

Da equação (1) nota-se que S(s)P (s) (I + K(s)N(s)) não
possui dinâmica arbitrária nas altas freqüências onde, em ge-
ral, P (s), N(s) e K(s) exibem baixo ganho. Desta forma,
a matriz de transferência de r(s) para y(s) torna-se aproxi-
madamente igual a P (s). Por causa disto, o valor de ωr não
é arbitrário e sim está relacionado a P (s) e N(s). Isto sig-
nifica que a condição (4) não implica necessariamente em
model matching. Esta é a razão pela qual denominamos a es-
trutura do diagrama da Fig. 3 de model tracking. Simulações
realizadas até agora indicam que é razoável esperar por um
bom desempenho até uma década além da banda passante do
modelo de referência. Em geral isto é suficiente para garantir
um bom acompanhamento do modelo de referência.

3.4 Exemplo Numérico

Para ilustrar a aplicação da metodologia proposta, conside-
ramos o tanque de misturas da referência (Kwakernaak e Si-
van, 1970). Seu modelo nominal linearizado na forma de
estados é dado por

ẋ(t) =

[

−0, 01 0
0 −0, 02

]

x(t) +

[

1 1
−0, 25 0, 75

]

u(t)

y =

[

0, 01 0
0 1

]

x(t) (13)

Como estamos interessados em ilustrar o problema de acom-
panhamento do modelo de referência, as demais especifica-
ções de projeto foram omitidas neste exemplo. Considerem-
se como especificações do sistema de controle que ambos
os canais devam apresentar respostas à entrada tipo degrau
com sobressinal de 4,6% e tempo de acomodaçào de 8,6s.
Estas especificacoes podem ser atendidas por um modelo de
referência de de 2a ordem com uma freqüência natural não
amortecida de 0,5 rad/s e coeficiente de amortecimento igual
a 0,7. Arbitrou-se uma tolerância de 10% (isto é, αr = 0.1)
na faixa de freqüências que vai até uma década além da banda
passante do modelo de referência (isto é, ωr = 5 rad/s) – é
evidente que valores menores de αr produziriam respostas
mais próximas às do modelo de referência. É oportuno enfa-
tizar que são usuais especificações deste tipo, em que o mo-
delo de referência é diagonal, para que o sistema em malha
fechada resulte desacoplado.

Da especificação temporal temos

N(s) =

[

N11(s) 0
0 N22(s)

]

(14)

em que

Nii(s) =
0.25

s2 + 0.7s + 0.25

A formulação mixed-sensitivity do controle H∞será usada
para se obter K(s). (Green e Limebeer, 1995; Skogestad
e Postlethwaite, 1996; Zhou e Doyle, 1998).

Por simplicidade supomos que as incertezas do modelo já
foram consideradas na definição da matriz de ponderação

W1(s) = 10 · [P (s) − N(s)] . (15)

Uma vez que a planta P (s) aparece também no lado direito
de (4), suas variáveis de entrada podem ser normalizadas de
forma a torná-la próxima à identidade em freqüências baixas.
Neste caso, a condição (4) pode ser reescrita como

σmax [S(jω)] ≤
αr

σmax [P (jω)Su(jω) − N(jω)]
(ω ∈ Ωr) ,

(16)

e a condição (5) como:

σmin [P (jω)K(jω)] ≥
σmax [P (jω)Su(jω) − N(jω)]

αr

(ω ∈ Ωr), (17)

em que Su é uma matriz quadrada não singular de dimensões
compatíveis.

Por simplicidade considera-se aqui

Su = lim
s→0

P−1(s), (18)

ou seja, Sué tomado constante e igual à inversa da planta em
baixas freqüências. Numericamente,

Su =

[

1 1
−12, 5 37, 5

]

.

Note-se que, como mostra a equação

εM (s) = [PR(s)Su − P (s)Su] [P (s)Su]
−1 (19)

em que PRrepresenta a planta real, a normalização das va-
riáveis de entrada da planta não altera o erro de modelagem
multiplicativo εM (s). Desta forma tanto a condição de de-
sempenho robusto como a de estabilidade robusta não são
afetadas.

A Fig. 5 mostra os diagramas de Bode dos valores sin-
gulares das matrizes relevantes ao projeto para o acom-
panhamento do modelo de referência. A matriz W1(s) é
a matriz de ponderação do procedimento mixed-sensitivity.
Note-se que σi [W1(jω)] está situada 20 db acima de
σmax [P (jω) − N(jω)].

Usando a mesma especificação, um projeto 2-D foi realizado
com base na condição (6). Mesmo sabendo-se que a planta
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Figura 5: Diagramas de Bode para o acompanhamento do
modelo de referência.
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Figura 6: Diagramas de Bode do controle 2-D.

P (s) não aparece no lado direito de (6), tentou-se normali-
zar as variáveis de entrada da planta, buscando melhorar o
projeto 2D. Como esperado, isto não foi útil e os resultados
foram praticamente os mesmos que sem a normalização. A
Fig. 6 mostra os diagramas de Bode relevantes. Note-se que
σi [W1(jω)] está situada 20 dB acima de σmax [N(jω)].

A Fig. 7 mostra os ganhos de malha resultantes do projeto
para o acompanhamento do modelo de referência e do pro-
jeto 2-D. Note-se que, como proposto, em baixas freqüên-
cias, os ganhos de malha do projeto de acompanhamento
do modelo de referência são muito menores que aqueles do
controle 2-D. Além disso, embora ambos os controladores
tenham dinâmicas dominantes similares, o controlador 2-D
resultante exibe pólos de alta freqüência que podem causar
dificuldades numéricas na sua síntese.
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Figura 7: Ganhos de malha para o acompanhamento do mo-
delo de referência e para o controlador 2-D.
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Figura 8: Resposta temporal de malha fechada.

Como ilustração, mostra-se a resposta temporal do sistema
de malha fechada e as variáveis de controle.

Dois sinais do tipo degrau unitário são considerados nos ins-
tantes 1s e 3s, um em cada entrada, com amplitudes positiva
e negativa, respectivamente. Os resultados da simulação são
apresentados na Fig. 8. Como pode ser visto, as saídas do
processo acompanham de perto as do modelo de referência.
O comportamento temporal das variáveis de controle é mos-
trado na Fig. 9.

Embora não tenham sido mostrados aqui, os resultados ob-
tidos com o projeto 2-D são indistinguíveis visualmente da-
queles apresentados acima.
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Figura 9: Histórico temporal do controle.

4 O PROBLEMA REGULADOR

Por causa da equivalência entre os problemas de acompa-
nhamento do modelo de referência e de rejeição de distúr-
bios mencionada na seção 1, considere-se no que se segue
a Fig. 3 e as equações (1), (2) e (3), substituindo N(s) por
Σ(s) e r(s) por f(s), respectivamente.

4.1 Especificação Freqüencial

Suponha-se que Ωd = {ω ∈ R : ω ≤ ωd} é um conjunto de
freqüências em que o distúrbio d(s) tem predominantemente
sua energia. Admita também que r(s) = 0 e n(s) = 0.
Para um dado αd > 0 (tipicamente αd << 1), exprime-se a
condição de rejeição de distúrbios como

‖e(jω)‖

‖d(jω)‖
≤ αd (ω ∈ Ωd) (20)

Da equação (2) obtém-se a seguinte e bem conhecida condi-
ção suficiente:

σmax [S(jω)] ≤ αd (ω ∈ Ωd), (21)

que leva à seguinte condição aproximada (Da Cruz, 1996):

σmin [P (jω)K(jω)] ≥
1

αd

(ω ∈ Ωd) (22)

sempre que αd << 1.

4.2 Especificação Temporal

Admita-se que αf > 0 (tipicamente αf << 1) seja um nú-
mero dado que quantifica a precisão desejada para a rejeição

do distúrbio num conjunto de freqüências dadas Ωf repre-
sentando ‖e(jω)‖/‖f(jw)‖ ≤ αf (ω ∈ Ωf ). Tipicamente
Ωf = {ω ∈ R : ω ≤ ωf} para uma dada ωf . Admitindo-se
que d(s) = n(s) = 0, para garantir o acompanhamento do
modelo de referência do distúrbio temos a seguinte condição,
obtida da Eq. (2):

σmax [S(jω)] ≤
αf

σmax [P (jω) − Σ(jω)]
(ω ∈ Ωf ) (23)

Assim, como era esperado, a sensibilidade deve ser menor
quando a distância entre a planta e o modelo de referência do
distúrbio aumenta. O mesmo ocorre quando αf diminui.

Quando o lado direito da equação (23) é muito menor que 1,
esta condição pode ser reescrita aproximadamente como

σmin [P (jω)K(jω)] ≥
σmax [P (jω) − Σ(jω)]

αf

(ω ∈ Ωf ).

(24)

De maneira análoga ao problema servo, esta condição mostra
que o ganho de malha deve aumentar tanto com a distância
entre P e Σ como com o inverso de αf .

4.3 Robustez do Desempenho

Admitindo-se que eM (ω) para ω ∈ Ωd, então a condição
(21) se modifica para (Green e Limebeer, 1995):

σmax [S(jω)] ≤ αd [1 − eM (ω)] (ω ∈ Ωd) (25)

e a condição (22) para (Da Cruz, 1996):

σmin [P (jω)K(jω)] ≥
1

αd [1 − eM (ω)]
(ω ∈ Ωd) (26)

Como esperado, o efeito da incerteza do modelo torna as con-
dições sobre S e PK mais restritivas.

4.4 Esforço de Controle

Nesta seção restringe-se a análise para a planta nominal, des-
considerando portanto qualquer aspecto relativo às incertezas
do modelo.

De maneira análoga à seção 3.3, admitindo-se que P , Σ e αf

são tais que σmax [P (jω) − Σ(jω)]/αf >> 1 para ω ∈ Ωf

e que a condição (24) seja satisfeita, então

sup
‖f 6=0‖

‖u(jω) − f(jω)‖

‖f(jω)‖
∼=

σmax

[

P−1(jω) (Σ(jω) − P (jω))
]

(27)

Aplica-se, portanto, o mesmo comentário do final da seção
3.3.
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4.5 Exemplo Numérico

Considere-se o mesmo exemplo da seção 3.4.

Como o objetivo aqui é ilustrar a rejeição de distúrbios com
especificações do domínio do tempo, as demais especifica-
ções de projeto são desconsideradas neste exemplo. Além
disso, como as incertezas do modelo tornam as condições
de projeto apenas mais restritivas, elas foram omitidas nesta
ilustração e podem ser consideradas já incluídas nas especi-
ficações de projeto.

Considere como especificações do sistema de controle que os
distúrbios em ambos os canais devam ter sua influência nas
saídas rejeitadas com um comportamento temporal próximo
à reposta do sistema de segunda ordem:

Σii(s) =
0.25 s

s2 + 0.7s + 0.25
(i = 1, 2) (28)

com uma tolerância de 10% (ou seja, αf = 0.1) na faixa
de freqüências que se estende até uma década além da banda
passante do modelo de referência.

Das especificações no domínio do tempo temos portanto que

Σ(s) =

[

Σ11(s) 0
0 Σ22(s)

]

, (29)

A formulação mixed-sensitivity da teoria de controle H∞será
usada para se obter K(s) (Green e Limebeer, 1995; Helton e
Merino, 1998; Skogestad e Postlethwaite, 1996).

Por simplicidade supomos que as incertezas do modelo já
foram consideradas na definição da matriz de ponderação

W1(s) = 10 · [P (s) − Σ(s)] . (30)

Da mesma forma que no caso servo, as variáveis de entrada
podem ser normalizadas e, por simplicidade, a matriz de
normalizaçãoSu é considerada também aqui como constante
e igual à inversa da planta em baixas freqüências.

A Fig. 10 mostra os diagramas de Bode dos valores sin-
gulares das matrizes relevantes ao projeto de acompanha-
mento do modelo de referência do distúrbio. W1(s) é a
matriz de ponderação do procedimento mixed-sensitivity.
Note-se que σi [W1(jω)] está situada 20 dB acima de
σmax [P (jω) − Σ(jω)].

Como ilustração, apresentam-se a resposta temporal do sis-
tema em malha fechada e as variáveis de controle.

Dois sinais do tipo degrau unitário são considerados nos ins-
tantes 10s e 30s, um em cada entrada, com amplitudes posi-
tiva e negativa, respectivamente. Os resultados da simulação
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Figura 10: Diagramas de Bode para o acompanhamento do
modelo de referência do distúrbio.
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Figura 11: Resposta de malha fechada.

são apresentados na Fig. 11. Como pode ser visto, as saídas
do processo acompanham de perto as do modelo de referên-
cia do distúrbio. O comportamento das variáveis de controle
é mostrado na Fig. 12.

5 ERRO DE MEDIDA

5.1 Especificação Freqüencial

Suponha-se que Ωn = {ω ∈ R : ω ≥ ωn} é um conjunto
de freqüências em que o erro de medida tem predominante-
mente sua energia. Admita também que r(s) = 0 e d(s) = 0.
Para um dado αn > 0 (tipicamente αn << 1), exprime-se a
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Figura 12: Histórico temporal do controle.

condição de rejeição do erro de medida como:

‖y(jω)‖

‖n(jω)‖
≤ αn (ω ∈ Ωn). (31)

Da equação (1) obtém-se então a condição para a rejeição do
erro de medida

σmax [T (jω)] ≤ αn (ω ∈ Ωn), (32)

em que

T (s) = (I + P (s)K(s))
−1

P (s)K(s). (33)

Alternativamente, da equação (1) segue-se a seguinte condi-
ção aproximada (Da Cruz, 1996):

σmax [P (jω)K(jω)] ≤ αn (ω ∈ Ωn). (34)

sempre que αn << 1.

5.2 Robustez do Desempenho

Supondo-se que αn << 1, as condições (32) e (34) podem
ser reescritas da seguinte forma aproximada (Da Cruz, 1996):

σmax [T (jω)] ≤
αn

1 + eM (ω)
(ω ∈ Ωn). (35)

σmax [P (jω)K(jω)] ≤
αn

1 + eM (ω)
(ω ∈ Ωn). (36)

Como esperado, o efeito da incerteza do modelo torna as con-
dições sobre T e PK mais restritivas.

6 CONCLUSÕES

Este trabalho discutiu o projeto robusto para o acompanha-
mento do modelo de referência e acompanhamento do mo-
delo de referência do distúrbio.

A metodologia proposta resulta como uma maneira natural
de se lidar com especificações no domínio do tempo num
contexto de projeto freqüencial tanto para problemas do tipo
servo como para reguladores.

Mostrou-se que as condições de acompanhamento do modelo
de referência e do modelo de referência do distúrbio depen-
dem diretamente da distância entre o modelo de referência
e o modelo nominal da planta – distâncias maiores entre es-
ses modelos geram condições mais restritivas. Mostrou-se
também que o incremento relativo no esforço de controle
para manter o acompanhamento dos modelos de referência
é aproximadamente o mesmo que a distância relativa entre
a planta e cada modelo de referência. Portanto, como espe-
rado, a amplitude do controle aumenta com a distância entre
os modelos.

Uma vez que os modelos de referência N(s) e Σ(s) são par-
tes explícitas do compensador, pequenos ajustes podem em
geral ser feitos depois de terminado o projeto. Esta possibi-
lidade pode ser útil em aplicações práticas nas quais ajustes
finos são necessários durante o comissionamento do sistema
de controle.

A formulação mixed-sensitivity da teoria de controle H∞foi
usada no exemplo numérico para ilustrar a aplicação da me-
todologia. Entretanto, uma vez que as condições estão des-
critas como restrições sobre o diagrama de Bode do sistema,
qualquer técnica de loop-shaping pode igualmente ser usada.
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