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ABSTRACT

We study the solution for the tracking problem of receding
horizon control of discrete-time Markov jump linear systems
subject to noisy inputs, switching targets and jumps in the ex-
ogenous input variables. The performance index is quadratic
and the information available to the controller does not in-
volve observations of Markov chain states. A fixed sequence
of state linear feedback gains is adopted to solve the con-
trol synthesis problem. Necessary conditions of optimality
is provided and we propose an recursive method based on a
variational procedure which attains the necessary conditions.
An application to an economic model is presented.
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RESUMO

Estudamos a solucéo de problema de rastreamento com con-
trole de horizonte retrocedente (receding) de sistemas linea-
res com saltos Markovianos a tempo discreto sujeitos a entra-
das de ruido, saltos nos alvos dindmicos e nas entradas exo-
genas. O indice de desempenho é quadratico, e a informacéo
disponivel para o controlador ndo envolve observacdes dos
estados da cadeia de Markov. Uma seqiiéncia de ganhos de
realimentacdo linear de estados é adotada para resolver este
problema, motivado pela sintese de controle. CondicGes ne-
cessarias de otimalidade sdo desenvolvidas, e propomos um
método recursivo, baseado em procedimento variacional, que
permite satisfazer as condi¢es acima. Uma aplicacéo para
um modelo econdmico é apresentada.

PALAVRAS-CHAVE: Controle estocastico, sistemas lineares
sujeitos a saltos markovianos, controle com horizonte retro-
cedente, controle com observacéo incompleta, alvos dinami-
cos

1 INTRODUCAO

Sistemas Lineares com Saltos Markovianos (SLSM) formam
uma importante classe de sistemas lineares estocasticos, e
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um consideravel interesse tem sido focado nestes sistemas
nos ultimos anos. SLSM podem ser utilizados para modelar
sistemas dindmicos sujeitos a fendmenos aleatorios que apre-
sentam mudancas abruptas em sua estrutura ou parametros.
Diversos resultados considerando aplicac6es, condicBes de
estabilidade e problemas de controle 6timo podem ser encon-
trados na literatura. Podemos citar (Ji e Chizeck, 1990; Costa
e Fragoso, 1993; Costa e Fragoso, 1995) como importantes
contribui¢des no desenvolvimento tedrico de SLSM.

O problema de controle de horizonte retrocedente tem sido
estudado na literatura e alguns trabalhos que abriram pers-
pectivas foram (Bitmead et al., 1990) e (Kwon et al., 1983)
para os sistemas lineares deterministicos, e (Mayne e Mi-
chalska, 1990) para sistemas ndo-lineares. Resultados aplica-
dos aos SLSM sdo mais recentes, vide (do Val e Bagar, 1999;
Costa e do Val, 2000; Park et al., 2001; Park e Kwon, 2002).

Também é conhecido como controle de horizonte deslizante,
ou ainda como Model Predictive Control (MPC), vide, por
exemplo (Camacho e Bordons, 1999; Mosca, 1995; Mayne
et al., 2000), o controle por horizonte retrocedente tem-se
mostrado como uma estratégia de sucesso, tanto no meio aca-
démico como na industria, em diversas aplicagdes em pro-
cessos industriais.

O principio de controle retrocedente permite-nos assumir que
o sistema tem um modelo preciso somente dentro dos curto e
médio prazos, ou seja, 0s possiveis valores dos parametros do
modelo e a probabilidade de transi¢8o entre seus valores sdo
conhecidas somente dentro destes prazos. Depois de certo
periodo, entretanto, ndo h4 um modelo apropriado, acarre-
tando sérias dificuldades para a abordagem do problema de
longo prazo. Nas proximas secdes abordaremos o meca-
nismo de funcionamento do controle por horizonte retroce-
dente aplicado aos SLSM.

Normalmente saltos nos sistemas SLSM estdo associados
principalmente a mudangas que ocorrem na estrutura do pro-
blema e nas matrizes que representam o indice de desempe-
nho a ser otimizado. Além disto, os saltos no modelo também
podem refletir mudancas em alvos desejados para o estado
e/ou variaveis de controle. Uma motivagdo para o estudo de
problemas dessa natureza sao as possiveis aplicagdes em mo-
delos macro-econémicos, como por exemplo, nas politicas
de regras consistentes com alvos inflacionarios (Rudebusch
e Svensson, 1998). Problemas de alvos também aparecem
em sistemas onde se deseja suprir uma demanda aleatoria
caracterizada por saltos entre niveis distintos (vide (Costa e
do Val, 1998)).

Em do Val e Bagar (1999), os autores formularam e resolve-
ram o problema de rastreamento com controle de horizonte
retrocedente para SLSM com observagdo completa dos esta-
dos e com observacdo parcial da Cadeia de Markov em ter-

mos de grupamentos (clusters) de estados. Entretanto, o mo-
delo proposto por do Val e Bagsar (1999) ndo considera ruido
aditivo no sistema, e esta caracteristica também é desejavel,
na medida em que generaliza o modelo; por exemplo, per-
mite modelar erros de pequena monta devido a imprecisao
nominal.

Neste trabalho desenvolvemos a solucdo para problema de
rastreamento ndo-autdnomo com controle de horizonte retro-
cedente para SLSM, no qual o sistema possui as seguintes
caracteristicas: saltos nos alvos dinamicos dos estados e das
variaveis de controle; saltos nas entradas exdgenas; entra-
das de ruido estacionario. Os estados da cadeia de Markov
ndo sdo observados, com excecado da distribuicdo inicial, que
é conhecida antecipadamente, e restringimos o controle na
forma de realimentacéo linear de estados.

Na se¢do 2 apresentamos alguns resultados basicos, na se¢ao
3 provemos a formulagdo do problema, conceitos de reali-
mentacdo e apresentamos a condigdo necessaria de otimali-
dade obtida. A secdo apresenta ainda um método de solu-
¢do recursivo baseado em um procedimento variacional. Na
secdo 5 apresentamos uma aplicacdo macroeconémica que
ilustra a teoria desenvolvida. Finalmente, na secdo 6, apre-
sentamos algumas conclusdes.

2 DEFINICOES E CONCEITOS BASICOS

Seja A4:={1,...,n} um conjunto finito e M"™* (M") a re-
presentacdo de um espaco linear formado por todas as ma-
trizes reais r x s (r x r). Definimos M"™* como sendo o
espaco linear de todas as .4 -seqiiéncias de matrizes tais que
M"™* = {U = (Uy,...,U,) : Uy € M™,i € #}. Seja
8" a representacdo do subespaco linear normalizado de M”
de matrizes simétricas, ou seja, 8" = {U e M" : U = U'},
sendo que U’ denota o transposto de U. Considere também
§70 (871) o cone fechado (aberto) de matrizes semi-definidas
(definidas) positiva de 8", ou seja, 8™ = {U € 8" : U > 0},
8§t ={U € 8" : U > 0)}. Definimos S” como sendo o
espaco linear de todas as .#"-seqiiéncias de matrizes tais que
ST ={U = (Uy,...,Uy) : U; € 8,4 € A}, Também
escrevemos S™0 (S™*) quando U; € 8™ (€ §"1) para todo
1eN.

Utilizaremos com certa freqliéncia, ao longo deste trabalho,
a representacdo R" (R) para denotar um vetor-coluna real
r—dimensional (escalar), e R" (R) para denotar todas as ./
sequéncias de vetores (escalares).

Empregamos o ordenamento U > V (U > V') para elemen-
tos de S”, significando que U; — V; é definido positivo (semi-
definido positivo) paratodo i € 4. ParaU € S”, usamos a
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norma || - |2

i3 =Y tr{UjU},

€N

sendo que tr {-} é o operador trago. Sabe-se que S™* com 0
produto interno abaixo

<UV >= Y tr{U/Vi},
ieEN

forma um espaco de Hilbert.

Definimos A = {A; e M" : i € A4}, B ={B; € M"* :
ie NV H={H,eM':ie#/},Q={Q;€8:i¢c
NHWR={R, €8 :ieN}eF={F,e8%:iec N}
como um conjunto de matrizes. Elas serdo utilizadas mais
adiante.

Seja (Q,F,{Fr}, P) o espaco de probabilidade fundamen-
tal. Seja ainda © := {0(k); k > 0} uma Cadeia de Mar-
kov homogénea a tempo discreto, tomando valores no con-
junto ¢, tendo P = [p;;],Vi,j € A como matriz de
transicdo de probabilidade. O estado da Cadeia de Mar-
kov, num certo instante ¢, condicionado ao conhecimento
até o instante k, é determinado conforme uma certa distri-
buicdo de probabilidade s, em 4", ou seja, pu(i) =
Pr(6(t) = ¢ | Fx). Considerando o vetor n-dimensional
Mt = [Nt|k(0)v e 7Mt\k(i)a e ,ut|k(n)]',Vi € ., adis-
tribuicdo do estado da cadeia i, € definido como ju;, =
(P")* puepse- Nas proximas seges, utilizaremos intensamente
k = 0, e assim denotaremos f o, simplesmente por s
quando k£ = 0.

Representamos o sistema SLSM auténomo e discreto no
tempo na forma
9 - x(kz + 1) = Ag(k)w(k’),

com k € [ko, k1] C N, Agpy € M e o estado do sistema €
representado pelo par {z, 0}.

x(ko) = x0, O(ko) ~ po.

Os resultados de representacdo a seguir sdo uma extensdo
dos resultados encontrados em (do Val e Bagar, 1999; Costa
e do Val, 2000) e serdo intensamente utilizados ao longo das
préximas secoes.

Definimos 1 como a funcdo indicadora do conjunto ¢, e
Xt :={X! €8} € SVest :={s R} eR como
um conjunto de matrizes associadas de modo que

Xf = Ezo,,uo [$(t)l‘(t)l]1{9(t):i}], Vi € ‘/Va (1)
%f = Euo,u0 [l’(t)]l{g(t):i}], VieN, 2
emqueE;, 0[] =E[- |2(0) = z0,0(0) ~ po).

Para a prova do lema a seguir, vide Apéndice A.

Lema 1 Sejam quaisquer sequéncias U = {U; € M : i €
N} eSV p={p,eR :iceN}eER ea={n; ER:
i € A} € R. As seguintes identidades s&o validas:

a0 [2(t) Upya(t)] = > tr{UiX[} =< U, X" >

eN
g o0 ()] = Y s =< ¢/, (') >
1EN
EIQ,MQ a& t) Z al/'[/t - lu’;fa

€N

3 FORMULACAO DO PROBLEMA

Considere 0 processo %, que leva em conta o problema de
rastreamento, definido num espaco de probabilidade subja-
cente conforme:

ac(k: + 1) = Ag(k)ac(k:) + Bg(k)u(k?) + 69(k)(/€)
+ Hg(k)w(k)

q(k) = (z(k) — Zor) (k) Qory (z(k) — Zg(r) (k)

@, - (k )
+ (u(k) — tg) (k) Rogy(u(k) — gy (k)),
( ) (33(7@ — Zo(r) (k) Fory (z(k) — oy (k)),
x(ko) = xo, 0(ko) ~ po.

sendo que x é um vetor r-dimensional e 6 é o indice da Ca-
deia de Markov, tal modo que o estado do sistema é um pro-
cesso markoviano conjunto {x, #}. Além disto, u representa
o vetor de controle s-dimensional, e as demais expressdes
em %, representam o0 custo por estagio e o custo final, nesta
ordem, representados por ¢ e p. O modelo ¥, representa um
sistema linear estocastico a tempo discreto sujeito a saltos
markovianos nos parametros, estruturado na forma de varia-
veis de estado. Os estados e as entradas de controle pos-
suem um conjunto de alvos conhecidos ou valores de traje-
toria prescritos, que podem variar aleatoriamente no tempo,
de acordo com uma Cadeia de Markov subjacente, em que
Z;(k) € R"eu;(k) € R°, Vi € N,k > ko, representam os
alvos para estado e alvos para entradas de controle, respecti-
vamente, quando 6(k) = 4. Paracadai € ./, a seqiiéncia
fixa {e;(k),k > ko} € R’ é conhecida antecipadamente
e representa entradas exdégenas no sistema. Além disto, o
processo estocastico {w(k); k > ko} € uma sequéncia de
vetores aleatérios de segunda ordem i.i.d. ¢-dimensionais,
com meédia nula e matriz de covariancia finita definida por
¥ = Elw(k)w(k)'] € 80, Vk > ky. Também sabemos
que {w(k); k > ko} é independente de {0(k); k > ko}; em
particular, 2 (k) e w(k) sdo vetores aleat6rios independentes.

O problema de rastreamento considerado neste trabalho é
descrito a seguir.

O indice de desempenho associado a ¢, € uma funcéo custo
quadratica padrdo com um horizonte de N estagios, definida
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por
N—-1

TN =Epy | Y ak+0) + p(k + N) ©)
£=0

tal que Bz, . [ - | = E[ - |x(k) = x1,0(k) ~ pi] e N > 0.
O principio de controle de horizonte retrocedente afirma que
o custo funcional (3) deve ser minimizado para cada ins-
tante de tempo k¥ = ko,..., k1. A entrada corrente u(k)
¢ obtida através da determinacdo da seqliéncia de entradas
{u*(k),...,u*(k+ N —1)} que minimiza J*, e fazendo-
se u(k) = u*(k). A seqiiéncia restante é descartada, e esse
procedimento é subsequentemente repetido a cada instante.
O modelo %, em principio, é valido somente quando o in-
dice do tempo k é tal que kg < k < k1 + N.

3.1 Conceitos de Realimentacéo

Um controle de horizonte retrocedente para ¢, é definido
como uma acdo de realimentacdo de estados conforme

u(k) =¥ + K*z(k), (4
para cada instante de tempo k = ko, ..., k1.
Seja K := {K® € M*",t = 0,..., N} uma seqliéncia de

ganhos de realimentagdo e r := {r! € R%,t = 0,...,N}
uma sequiéncia de sinais de referéncia. Denotaremos por v 0
par formado pelas sequéncias K e r, ou seja, v := (K,r).
Em correspondéncia, o custo funcional em (3) é associado
as sequiéncias (K, r) e ao sistema %, com realimentacéo na
forma:

u (t+ k) =r"+ K'z(t + k),

e sera chamado por J* . Para simplificagdo notacional, fa-
remos o estagio inicial & coincidir com a origem do tempo
(k = 0), sem nenhuma perda em generalidade, e desta ma-
neira, chamamos o custo funcional simplesmente por J2', ou
seja,

t=0,...,N—1, (5)

N-1
Jiv = EIU”U«U [ Z q(f) +p(N)‘| ) (6)
=0

com controle naformau(t) = r*+K'z(t),t =0,..., N—1.
A classe admissivel de todos os possiveis controles (K, r)
€ denominada neste caso de .#,,. Adotaremos, nas proximas
secOes, a convengéo de chamar &, o sistema ¢, com um con-
trole (K, r) na classe .%7;,.

3.2 Funcionais Associados

Desenvolvemos, nesta se¢do, uma forma equivalente deter-
ministica de expressar o custo .JV, para se obter uma repre-
sentacdo mais conveniente para otimizacéo.

Relembremos aqui a notagdo X* = {X! € 8§} € S0 e
7t = {5t € R"} € R feitaem (1) e (2), sendo z(0) = zo
um vetor conhecido.

Apresentamos Ut ¢ S0 definido conforme
Z piike(D(Byr" +e;()(Bjr' +e;(t))
JEN
+ H;XHj),
e os operadores & = {&;,i € N}, Tt = {T!ie N},

vt={Ytie N}, U ={Uie N} t=0,.. N
via

) = Z pijbi, 7; (¢) = Z pji A0, (A%),
JjeEN JjeEN

)= > pilASe; + m(G)(Byr' +e; (1)),
JEN
Z pjilA ¢J (Bjr' +e;(t))" + (Byr*
JjeEN

+ 5 ()¢ (A7)'],
Vi € #,t =0,...,N,sendo que ¢ € S0, ¢ € R" ou

(bER,EA;? ::Ai+BiKt,ViEJV.

O lema a seguir serd importante no desenvolvimento de uma
dindmica para X* e s

Lema 2 As seguintes igualdades séo vélidas:
(©) Bag,po[2(t + D(t + 1>/ﬂ{9(t+1)*'}]
= > i {AX (ALY + AL (Byr' + e5(1))
jeN
+ (Bjr' +¢;(1)) (5) (A7) + pe () H; S Hj
+ e () (Byr' + e (1)) (Byr' +¢;(t)" } @)
(46) B, [2(t + )]I{O(t-'rl)—i}]
= > pif Al + () (Bt + ;1) 3 (®)

JEN

Prova: (i) Avaliamos
EIUyHU [x(t + 1)£E(t + 1

= Z EIUyHU [x(t +1

JjeEN
= D Eeomol(Aoo(t) + Bowyul®) + oo (1
JjeEN
+ Hoyw(t))(Apey(t) + Bogryu(t)
+ o) (t) + Hoyw(t)) Lip(er1)=i0=]- (9

Perceba que x(t + 1) ndo depende de ¢(¢ + 1). Assim, em-
pregando a propriedade

Pr(6(t+1) =1,0(t) = j)

)I]l{g(t+1):i}]
)zt + 1) ot r1)=i.00)=4)]

=Pr(0(t) = j)pji
= BE[l{o(t)=5}Ipji,
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em (9), segue que o lado esquerdo da igualdade em (7) €é
equivalente a

> Eaouol(Asyz(t) + Bowyult) + eoqn (1)
jeEN
+ Hyryw(t)) (Ao z(t) + Boryul(t)
+ egy(t) + Hoyw(t)) Lygy—5yIpji
= Y Eupuol(Afa(t) + Bjr' + ej(t) + Hyw(t))(Afa(t)
jeEN
+ Bjr' +e;(t) + Hyw(t)) Ligy=5)Ipji (10)
em que na igualdade acima empregamos o fato que u(t)
r'+K'z(t)e AL = A;+ B;K". Segue que (10) é equivalente

a

> Euguo[ { Abz(®)a(t) (AL + ALz (t)(Bjr' + e;(t))
JEN

+ (Bjr" + e (t)a(t) (ALY + (Bjr' + e;(t)

+ Hjw(t))(Bjr' + ¢;(t) + Hjw(t)) Myiow)—5ypji
= > il A5 B o [2(8) () Lga()=5] (A5)

jer

+ ASEy o () Loy =3 (Bt + e5(t))’

+ (Bjr* + €(t))Eag o [#(8) Lgo(=53](AS)

+ HjEJ/'OaHO [w(t)w(t)lﬂ{e(t):j}]H§

+ (Bjrt +e(1))(Bjr' + ¢j (1)) Eag o []1{9@):]'}]&1

no qual a caracterizacdo da sequiéncia de ruido foi utilizada.
Levando em conta que Ex, ., [1{g+)=53] = w;(t), € empre-
gando as defini¢bes (1) e (2) em (11), obtemos (7), mos-
trando o resultado.

(ii) Procedendo de maneira equivalente a prova anterior, ava-
liamos

Eao o[t + D)4 1)=i]
= > Eag o[t + D)l go(41)=i.00=13]
jen
= Z EIU-,#O [z(t+ 1)]1{9(t):j}]pji
jen
= Baguo (Ao x(t) + Boyu(t) + eoqe) (t)
jen
+ Hoyw(t))Lgt)=j11pji- 12)
Segue de (12), aplicando-se u(t) = r* + K'z(t) e Al =
A; + B;K?, que:
> Baguol(Abz(t) + Bjr' + e;(t) + Hyw(t)) (o) Ipii
jen
= Y Pid AT o [2(8) Lio=53]
jen

+ (Bjr" 4 € (t)Exg o [Lo5)=53] } (13)

na passagem acima foi utilizada a hipétese de média nula
para o ruido. Empregando (2) em (13), obtemos o resultado
(8). O

O resultado a seguir estabelece a dinamica de X! e ! envol-
vendo os operadores introduzidos anteriormente.

Proposi¢do 3 Paracadat =0,..., N — 1, temos que:
() X[ = FHX) + % () + 05, Vie N, (14)
(i) T = #(Y), Vie N, (15)

sdo relagdes validas  observando-se X7
po(1)x(0)x(0),Vi € A, € ) = po(i)x(0),Vi € A

Prova: (i) Por indugdo. Para ¢t = 0, temos pela definigdo em
(1) que

Ez.10 [£(0)2(0) Lo (0)=i}] = p0(0)2(0)2(0)" = X7,

Vi € 4. Empregando a definicdo de ¢, ¢, ¥, (1)-(2) e
0 estagio ¢ = 0, é possivel reescrever (7) na forma

X} =T X+ U0 (") + V), Vie s,

e o resultado é valido para ¢ = 1. Suponha que o resultado
seja valido para ¢. Entdo, similarmente obtemos

X;H—l — Zt(Xt)+%t(%t)+\I/§, V’L'Gc/‘/,

e consequentemente o resultado é valido para ¢t + 1. Este
argumento por inducdo completa a prova.

(if) Também por inducdo, de forma analoga ao item an-
terior. Para ¢ = 0, temos pela definicdo em (2) que
EIO,#O [:L'(O)]l{g(g):”,] = ‘LLO(Z)I(O) = %?, Vie N,

Empregando a definigdo de ¢, (2) e 0 estagio t = 0, é pos-
sivel reescrever (8) na forma

1
7

YO0, Vie N

e o resultado é valido para t = 1. Suponha que o resultado
seja valido para ¢. Entdo, similarmente obtemos

AT =9, Vie

e consequentemente o resultado é valido para ¢t + 1. Este
argumento por inducdo completa a prova. O

Comentario 4 A Proposi¢do 3 mostra-nos que as entradas
exogenas do sistema eq 4 (t) influenciam na evolucao da di-
namica de X ¢ através de W' e dos operadores ¥t e % *. Além
disto, o ruido atua na dindmica de X através de matrizes
constantes W?.
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Para o restante do artigo vamos considerar também as se-
guintes relagbes recursivas. Suponha que V* € 8§70t =
0,...,N,com VN = F, paratodo i € ./, satisfaz

= Qi+ (K" RK' + (A &(VTH AL, (16)
e também, v* € R",t = 0,...,
para todo i € .4/, satisfaz:

N, com v = —2F,z;(N)

of = Al& 0T + 2406, (VIT T e; — 2Qizi (1)

= 2(Ko) Aj g + 2(K = Kjo) AT (' =) (A7)

Finalmente, seja w?! € R, com wlY
todoi € A, e

wi = &W™) 4+ 7 (8)' Qi (t) + Ui () Ritis (t)
(@) GV e + e (G (VI HISH]) + (0 Ve

= &;(N)' F;z;(N) para

= (ri) ATl + (rf = ri) AT (rt — ), (18)
com
ATt = R, + BI&(VITYB; (19)
o = —(ATTH)THBIG(V e
+(1/2)Bi&;(v"™) — Riwi(t)} (20)
Kjy = (A7) T BIG (VI A (21)

paratodoi € 4.

Seja um sistema ¢,, com uma politica de controle represen-
tada pelo par v = (K, r) € J%,. Definimos o funcional

o)

{=t

IN(t) = (22)

10 Ho

indexado no instante ¢ correspondente ao par v. Pela defini-
¢do acima e por (6), percebemos que JN (0) = JX.

Apresentamos a seguir uma expressao deterministica equiva-
lente ao funcional J2¥ (¢) que sera util no processo de otimi-
zacéo.

Proposicdo 5 Para o sistema ¢, sejam V¢, vt e wt, t =
0,...,N definidos de acordo com (16)—(18), respectiva-
mente. Entdo, o funcional J2¥ (¢) é idéntico a

I () = B0 [x(ﬁ)"/g(t)x(t)
=< VL X" >+ < (5

+ (V) () + wWpp)]
), (") > Hppwe. (23)

A prova desta proposicao estéa detalhada no Apéndice B.

4 ANALISE DE OTIMALIDADE

Nesta secdo obtém-se as condi¢des de otimalidade de um
elemento na classe de controles .7, = {(K',r') : K' €

Mms rt € RSt =0,..., N — 1} definida na segdo 3.1. O
resultado a seguir € uma adaptacdo do Teorema 14 em do Val
e Basar (1999), e apresenta uma condi¢ao necessaria de oti-
malidade a ser atendida pelo controle (K, r) € .J%,,.

Teorema6 Se (K,r) =
conjuntamente satisfazem:

argmin, ¢ », JY, entdo (K,r)

S7TAFO — vl (i) + (K — Kl)sd] =0, (24)
e N
S 7TAF(rt — ) () + (K — Kl)) X[ =0. (25)

€N

com xt, XE Vi ot ew', t =0,...,N — 1 definidos con-

forme (14)—(18), respectivamente.

Prova: Para qualquer par de sequéncias v = (K,r) € .%,,
avaliamos o efeito da escolha de um ganho (K¢, %) no custo
JN, e empregamos a representagdo dada na Proposicdo 5
para o funcional (23) desde o instante ¢ qualquer. Em se-
guida aplicaremos o argumento de inducdo retroativa em re-

lacdo & ¢t. Parat = N — 1, temos com as condic¢des de con-

torno V;N =F;, ’UlN = —2Fl.i‘l(N), wlN = .’f‘l(N)/Ei‘l(N),
Vi e A, que
. N
arg KNI—I}I,,I,}N—I J,) (N —1)
- : 1 (v N
=arg  min > tr{[Qi + A& (V) A,
’ iEN
— (G AT K
+ (N K T AN (RN - KT hIxTT)

+ {&(UN)’AZ- +2e8(VN)A; — 23;(N — 1)'Q;

_ 2( N— 1) ANKN 1 Q(TN—I _ ngfl)/Ai\f(KN—l

— KN} {wN)

+z;(N —1)Qiz;(N — 1)+ u;(N — 1) Rju;(N — 1)

+ (e; + Hiw(N — 1)) &(VY) (e + Hiw(N — 1))

+£>Z_(,UN)/ (Tll\of 1>AN N-1

+ (PN - 7”10 YYAN (N r%_l)}/LN_l(i).

(26)

O resultado é certamente verdadeiro, pois aplicando-se di-
ferenciacdo direta com respeito a »V~! e KN em (26),
obtemos (24) e (25) parat = N — 1. Adotando-se nas

equagdes (16)-(18) VN = F,, vl = —2F;z;(N), w) =

Z;(N)'Fiz;(N), Yi € 4 e (KN~1 rN=1) que satisfa-

zem (24) e (25) conjuntamente, definem-se 0s argumentos
VNfl val ewall

Suponha que o resultado seja valido parat = k + 1, e pode-
mos tomar os argumentos V¥+1, v*+1 e ,,*+1 conhecidos. E
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valida a seguinte igualdade, conforme a Proposicao 5.
arg n%ink IN (k)

= arg min > tr{[Qi + A (VET Ay — () AP K,
Fr ze/V

+ (KF — K AP KR — KX}
i {(g(vkﬂ)m + 268, (VY A; — 23:(K) Qs

= 2k AU 4 20 — ol AR (F - K)ok
+ { @) + 3 (k) Qi (k) + k) Riis ()

+ (ei + Hiw(k))' &V ) (e; + Hiw(k))

+ SO e — (Tl AR

+ (1 =B AF 0 = rdy) b ). (27)

Aplicamos diferenciaco direta com respeito a % e K* em
(27), obtemos (24) e (25) com t = k, respectivamente. De
maneira analoga podemos obter os argumentos V¥, v* e w*
utilizando as equagdes (16)—(18). Em particular, note que
parat = 0 tém-se J¥ (0) = JXY, que recupera exatamente o
funcional de custo a ser minimizado. Finalmente, conclui-se
que o par 6timo (K,r) = ({K*}, {rt}),t = N—1,...,0em
,, satisfaz conjuntamente (24) e (25), completando a prova.
O

Comentério 7 Empregando (1)—(2), (14)—(18) e (24)- (25),
podemos assegurar, pelo Teorema 6, que a solucéo satisfaz
condicBes necessarias de otimalidade.

4.1 Meétodo variacional de solucéao

Uma vez que (14)—(18),(24) e (25) ndo possuem solucdo al-
gébrica direta, por se tratarem de equacGes matriciais aco-
pladas umas as outras, proveremos, adiante, um método va-
riacional para encontrar a solugdo do problema, baseado no
resultado do Teorema 6.

Definimos G () := {G°(n),...,GN(n)} € M>", r(n) =
{r°(n),...,»N(n)} € R®* n =0,1,...como uma seqiiéncia
de controles, e v(n) := (G(n),r(n)) como o par associado.
Vamos associar AL (n) € S”, Al(n) € S*F, rf(n) € R",
K{(n) € M"* e os operadores .7;,, via

Alg(n) == Ai + B:G'(n),
Ai(n) == Ri + Bj&(V'(n)) B,

rio(n) = = (AT () THBIE (VI () es
+(1/2)Bié&i (v (n)) — Ritis(t)}
Kfy(n) = (A7 ) T Bi& (VT () Ai

= ZPﬁAﬁc(n)égA c(),

Z pﬂ zG

JjEN

Zpﬂ zG

+ ()¢ (Aig ()],

Vi e A, talque ¢ € S, oup € R" ou ¢ € R. Um algo-
ritmo que envolve calculos recursivos simples € apresentado
a sequir:

mé; + e (F)(Birt + e;(t))],

mo;(Bjr' +e;(t)) + (Bjr'

Passo 1: Grave contador de iteragfes n = 0. Escolha sequén-
ciainicial (G(0),r(0)) € 7,.

Passo 2: Parat = 1,..., N, encontre X*(n) € S™ e s!(n),
solucBes dos seguintes conjuntos de equagdes:

Xi(n) = 7 (X7 ()
() = V{71 )),

com XP(n) = po(i)zoxy € 5 (n) = po(i)zo,¥i € A
Facan=n+1let=N — 1.

_i_%;—l(%t—l( ))+\I/t 1

wm ?

(28)

Passo 3: Encontre G*(n) e r*

ST AT ) () — vl () (i)

(n) definidos por

e N
+ (G () — Kly(m)sd(n—1)] =0,  (29)
ST AT @I () — o ()3 (n — 1)
icN
+ (G () — KY(m)Xin—1)]=0.  (30)
Calcule Vt(n) € S™, v*(n) € R” e w?(n) € R via
Vi) = Qi + G'(n) RiG" ()
+ Al (n) GV () Alg (), (31)
vi(n) = A& () + 2456,V (n))es
= 2Qii(t) — 2G" () ATy (). (32)

wi(n) = E (W) + 2 (1) Qi (t) + i (t) Ritis(t)
+ e &V (n))es + te{ &V () H; S H[}
+ &) er — (K'Y AT ()t

com VN(n) = F,vN(n) = —2F%(N) e wMN(n) =

Z;(N) Fiz;(N),Yi e 4. Gravet =t —1;set > 0, retorne
a0 Passo 3.

(33)

Passo 4: O critério de parada deve ser baseado na variacdo
ocorrida entre custos Jlan_l) e Jlf\(fn). Se o critério de parada
néo for satisfeito, entdo retorne ao Passo 2.
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Teorema 8 As sequéncias (G(n),r(n)),n = 0,1,..., ge-
radas no Algoritmo acima séo tais que J%H) < Jlf\(fn), e

lim,, .~ (G(n), r(n)) satisfaz a condigdo (24) e (25) do Te-
orema 6.

A prova do Teorema 8 € extensa, e por brevidade ndo a re-
produziremos aqui. A consulta aos detalhes pode ser feita
em Vargas (2004, pags. 55-63), que se encontra disponivel
na forma eletrénica.

Comentéario 9 As equacdes (29) e (30) podem ser colocadas
na forma padréo de uma equacao linear utilizando-se produto
de Kronecker, vide do Val e Basar (1999, Appendix). Essa
equacao linear resultante pode ndo ser Unica, e para contornar
esta questdo, utilizamos a solugéo de norma-2 minima, como
também adotada em (do Val e Basar, 1999). Essa escolha ira
garantir a unicidade da seqliéncia v.

5 APLICACAO

Neste secdo, desenvolvemos uma aplicagdes de forma a ilus-
trar qualitativamente a teoria desenvolvida para o problema
de rastreamento com saltos. Analisaremos um pequeno mo-
delo macroecondmico dos EUA sujeito a alvos inflaciona-
rios.

5.1 O modelo macroecondmico

Muitos paises possuem uma politica publica de metas infla-
ciondrias, entre eles o Brasil, Nova Zelandia, Reino Unido,
Canad4, Australia, Espanha. Normalmente, a autoridade mo-
netéria (Banco Central) implementa politicas de controle de
forma a obter niveis inflacionérios que se aproximem ao mé-
ximo de alvos previamente estabelecidos.

Atingir os alvos (ou metas) inflacionarios pode ter dificil im-
plementacéo, pelo simples fato de que o Banco Central ndo
possui um controle preciso sobre a inflagdo. O nivel inflaci-
onério pode ser afetado por:

e distdrbios (ruidos) econdémicos;

e lacuna de producdo da economia, que pode ser defi-
nido como o desvio percentual do Produto Interno Bruto
(PIB) atual em relacdo ao valor potencial.

e taxade juros.

O objetivo nesta secdo é aplicar o0 SLSM com ruido para mo-
delos existentes da economia dos EUA, adotando-se 0 mé-
todo de controle por horizonte retrocedente. Esta é uma apli-
cacdo inédita neste contexto com ruido, e 0 método € visto

como bem adaptado para manipular problemas macroecond-
micos (do Val e Bagar, 1999).

Verificaremos o comportamento dos principais indicadores
econdmicos, sejam eles inflacdo, lacuna de producéo e taxa
de juros, segundo os modelos macroeconémicos dos EUA
usados por Rudebusch e Svensson (1998) e Dennis (2001).

O problema sera tratado aqui como o de rastreamento, no
qual os alvos dos indicadores econdmicos serdo previamente
fixados. Os resultados sdo analisados ao final desta secéo.

5.1.1 O modelo monetério da inflagdo e da lacuna
de producéo

O modelo monetério considerado, conforme (Rudebusch e
Svensson, 1998; Dennis, 2001), possui duas equagdes auto-
regressivas na forma geral

w(k+ 1) =aon(k) + a1 (k — 1) + agm(k — 2)

+ azm(k — 3) + aqy(k) + eo +wr (k) (34)

y(k + 1) =boy(k) + bry(k — 1) + bay(k — 2) + b3z (k)
+ b4Z(k} —1)+ b5Z(k} — 2) + b(;Z(k - 3)
+ b72(k — 4) + bgﬂ'(k/’) + bgﬂ'(k} - 1)
+ bloﬂ'(k — 2) + b117T(k? — 3) + blgﬂ'(k? — 4)
+ e1 + wy(k) (35)
sendo que as variaveis 7, y e z representam a inflagdo, a la-
cuna de producéo e a taxa de juros, respectivamente. Estas
variaveis sdo dadas em valores percentuais. O ruido no sis-

tema é representado por w (k), wy(k), € eg, e1 representam
entradas exogenas.

Adota-se cinco modelos distintos; e os valores dos para-
metros ag, . .., aq4, by, ..., b12, €g, e1 S0 tomados conforme
descrito na Tabela 1 (Rudebusch e Svensson, 1998; Den-
nis, 2001), e cada modelo representa um cenario hipotético
distinto da economia.

Os Modelos 1-5 podem ser reescritos na forma de variaveis
de estado conforme:

l’(k + 1) = Ag(k)l’(k) + Bg(k)u(k’) + €g(k) (k’)
com

(36)

o |
y
y(k—1) Z(Z(ﬁ)l)
o) = | Y72 iy = k- 2)
WEZ - g 2(k—3)
w(k — 3) 2k —4)
|7(k—4)]
eory (k) = [eh +wa(k) el +wy(k) 00000 0],
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e parametros

ap aj 0 0 ay ay af 0
BBy b by by bl DY, bl
O 1 0 0 O 0 0 0
A — O 0 1 0 0 O 0 0
10 0 0 1 0 0 0 01’
0O 0 0 o0 1 0 0 0
0O 0 0 0 O 1 0 0
|10 0 0 0 0 0 1 0 |
00 0 0 0]
b, b bl b bi
0O 0 0 0 O
0O 0 0 0 O
Bi=1o 0 0 0 o0
0O 0 0 0 O
0O 0 0 0 O
0 0 0 0 0]
com ay, ..., ai, b, ... bl eh, el conforme Tabela 1. As-

sumimos que mudancas abruptas ocorrem nestes modelos de
acordo com uma Cadeia de Markov, de forma que 6(k) em
(36) representa o estado da cadeia, e portanto (36) torna-se
um SLSM com (k) = i € A4 := {1,...,5}. Assumimos
também que os estados de Markov ndo séo observados pela
autoridade monetaria, definindo portanto um conjunto de es-
tados de Markov ndo acessiveis ao controlador.

Segundo do Val e Basar (1999), o controle por horizonte re-
trocedente é bem adaptado para lidar com problemas macro-
econdmicos, pois a escolha do comprimento do horizonte N
pode corresponder ao horizonte no estagio ¢ que limita o co-
nhecimento do modelo. Como conseqiiéncia, empregamos
esta técnica de controle no SLSM (36). O SLSM possui um
conjunto de trajetOrias prescritas para variaveis de estado e
controle, e a autoridade monetéaria deseja minimizar um fun-
cional com sentido econémico, que é equivalente ao funcio-
nal quadréatico (6) quando as seguintes as matrizes sdo ado-
tadas:

Tabela 1: Valores dos parametros para cinco modelos distin-
tos, representando cinco cenarios macroecondmicos particu-
lares.

Param. Mod1l Mod2 Mod3 Mod4 Mod5
ab 0,70 0,70 0,70 0,638 0,401
af  —0,0 —0,10 0,10 0,023 0,08
al 0,28 028 028 0,18 0,407
ay 0,12 0,12 012 0,053 0,084
al 0,14 0,14 0114 0,146 0,144
b 1,06 1,16 1,13 1,208 1,596
b, —025 —025 —0,08 —0,292 —0,683
3 0 0 —0,14 0 0
by —0,10 —032 —08 —0,067 —0,05
b —010 —056 —0,2 —0,067 —0,05
b, —0,00 —0556 —02 —0,067 —0,05
by —0,10 —056 —02 —0,067 —0,05
a 0 —0,24 —02 0 0
3 0,10 0,32 0,8 0,067 0,05
b, 0,10 0,10 0,2 0067 005
biy 0,10 0,10 0,2 0067 005
b, 0,10 0,10 0,2 0,067 0,05
by 0 0 02 0 0
ed 0 0 0 0,051 0,025
ei 0 0 0 0,157 0,035

1 0 0 0 0 0 0 0]
01 0 0 0 0 00O
00 0 0 0 0 00
00 0 0 0 0 0 O
Q=h=H=17 009000 0 of
00 0 0 0 O0O00O0
00 0 0 0 O0O00O0
00 0000 0 O
1 -1 0 0 O
-1 1 0 0 0
R,=10 0O 0 0 O
0 0O 0 0 O
0 0O 0 0 O

A autoridade monetaria deseja verificar o comportamento
da economia, ao longo dos préximos 50 trimestres, medi-
ante os seguintes alvos: 1,2% de inflagdo; 0,5% de lacuna
de producéo; 1,5% de taxa de juros. Para tal intento, fixa-
mos Zgx) (k) = [1,2 0,5 0 0 0 0 0 0] e gy (k) =
[1,5 0 0 0 0, VE.

O valor do estado inicial foi obtido de
(Rudebusch e Svensson, 1998), e é igual a 2, =
[2,269 1,634 1,647 1,608 1,12 1,472 1,127 0,974];
Fazemos kg = 0, k1 = 50; horizonte de N = 4 estagios;
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distribuicdo inicial o = [0,5 0,2 0,1 0,1 0,1]’; e matriz de
transicdo de probabilidade dada por

0,7 02 01 0 0
01 07 02 0 0
P=|0 01 07 02 0
0O 0 01 07 02
0O 0 01 02 07

Na préxima secdo, analisamos graficamente a sensibilidade
do sistema com saltos (36), quando submetido a duas inten-
sidades de ruido distintas, de médias nulas e matrizes de co-
variancia dadas como:

e Casol: ¥ =0,012514;
e Caso2: ¥ =0,11,.

5.2 Consideragbes de implementacédo e
resultados

Para realizar a simulagdo completa de ¢, no intervalo de
validade kg < k < ki + N do modelo, além do método
variacional desenvolvido na se¢éo 4.1, implementamos com-
putacionalmente o descrito no Procedimento 1.

A idéia principal da implementagdo € a de executar um pro-
cedimento de Monte-Carlo envolvendo simulagdes indepen-
dentes com objetivo de obter dados estatisticos confiveis.
Neste problema em particular, devido a grande quantidade
de dados gerados pela implementacéo e a aleatoriedade en-
volvida, a anélise deve ser baseada em graficos que represen-
tam a média e desvio padrdo de z, u e J** para todos os
instantes kg < k < kq.

Utilizamos o Procedimento 1 com N,.., = 500 simulagbes
independentes de Monte-Carlo. Os resultados obtidos estédo
expostos nas Figs. 1-4, conforme os Casos 1 e 2.

Os resultados macroecondmicos sdo apresentados na forma
de gréficos, e mostram a evolucdo das variaveis econdmicas
ao longo dos 50 trimestres.

Todas as figuras mostram que no Caso 2 as curvas de desvio
estdo mais acentuadas que no Caso 1, devido a matriz de co-
variancia no Caso 2 possuir magnitude maior que a do Caso
1, embora apresentem certa concordancia.

AFig. 1ilustra a evolucdo da inflagdo. A linha horizontal em
1,2% indica o alvo inflacionério, enquanto que a curva cen-
tral representa a média, sendo esta limitada superiormente e
inferiormente pelas curvas de soma ou subtracdo do desvio
padrdo. Note que, ap6s 0 vigésimo trimestre, a autoridade
monetaria consegue controlar a inflagcéo para patamares, em
termos médios, menores que o alvo inflacionario.

Procedimento 1 — Simulacéo Principal
Objetivo: Realizar a simulagdo completa do sistema %,
aplicando todo o desenvolvimento teodrico desenvolvido
neste artigo.
Entrada: Todos os parametros e variaveis considerados
em 4.
Saida: Na forma gréfica.
INiCIO
Nyep = numero de repeticoes;
ko e k1 = intervalo para validagdo do controle retroce-
dente;
for int = 1 to N, do
stage = 0; k = ko; x(k) = @1, pgx cONhecido;
while stage < (k1 — ko) do
(r, G, J¥N)=Algoritmo da segdo 4.1
u(k) = r* + GFx(k);
sorteie um estado de Markov i € A1
x(k+1) = A;z(k) + Biu(k) + e; (k) + Hyw(k);
stage = stage+ 1; k =k + 1;
end while
Estime a média e desvio padrdo das realizagdes de
z(k), u(k) e JEN ko <k < ky;
end for
Gere figuras representando a média e desvio padrao de
z,ue JON ko <k < ki, FIM

—©- med
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*- desvLow
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evolucdo da inflagdo 7 (k) — Caso 1

1k * T TTO0000060660000000000600000009
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tempo k

evolugdo da inflagdo 7 (k) — Caso 2
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* desvUp
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*
* ¥ %
* k% % — alvo

*x
*k
* ok
Kok KKk g g 4
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Mm)m‘ Sod 7]
S00eags

s
=

s . >SS ooT5609006005000ToTITEh

*x
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0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
tempo k

Figura 1: Evolugdo da inflagdo 7(k) em fungdo do tempo,
para Caso 1(superior) e Caso 2(inferior).

A Fig. 2 mostra a evolugdo da lacuna de producéo, sendo esta
caracterizada ao longo de todo o processo por niveis acima
do alvo fixado em 0,5%. Este resultado caracteriza um ce-
nario positivo, demonstrando que a economia esta crescendo
com taxa maior que a fixada pelo Banco Central.

A intensidade do controle empregado em (36) é representada
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Figura 2: Evolucéo da lacuna de producéo y(k) em fungéo
do tempo, para Caso 1(superior) e Caso 2(inferior).
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Figura 3: Evolucdo da taxa de juros z(k) em funcdo do
tempo, para Caso 1(superior) e Caso 2(inferior).

na Fig. 3, que mostra a evolucdo da taxa de juros contro-
lada pelo Banco Central. Confirmando a conjuntura favora-
vel dos demais indicadores econdmicos, a taxa de juros, apos
0 quinto trimestre, € menor em termos médios que o alvo fi-
xado em 1,5%.

Percebemos, através das Figs. 1-3, que 7, y € z, em termos
médios, ndo alcangcam com exatidao os seus respectivos alvos
prescritos. Isto ocorre pois os alvos escolhidos ndo represen-
tam a condicéo de equilibrio do sistema dindmico (36).

A Fig 4 mostra a evolugdo do custo J2 que tende a se esta-
bilizar em termos médios apds o décimo quinto trimestre. A
linha horizontal em zero representa o limite minimo, por de-
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Figura 4: Evolugdo do custo J*~ em funcéo do tempo, para
Caso 1(superior) e Caso 2(inferior).

finicdo, que o funcional de custo pode atingir. Frisamos que
no Caso 2 o custo médio é maior que no Caso 1, devido a
maior magnitude do ruido empregado no Caso 2 em relacéo
ao Caso 1.

Podemos concluir, baseado nos resultados das Figuras 1-4,
que o controle, em termos médios, e de maneira geral, obtém
um bom comportamento de rastreamento dos alvos fixados
apos a resposta transiente que pode durar até 20 trimestres.
Para tornar este transiente mais rapido, bastaria aumentar o
peso relativo das matrizes @ frente as matrizes R do controle.
Nessa situacdo verificar-se-4 uma maior oscila¢do da taxa de
juros.

6 CONCLUSOES

Neste artigo, estudamos o problema de controle através da
técnica de horizonte retrocedente em SLSM sujeito a ruido
aditivo, sendo o tratamento com a incluséo de ruido ao mo-
delo a nossa principal contribuicdo. Analisamos o SLSM
sempre sob hip6tese de que o Estado de Markov 6 nédo é
observado, o estado x é observado e a distribuicdo s, €
matriz IP sdo conhecidas. Em muitas aplicacdes o estado da
cadeia subjacente ndo é conhecido, e o controlador desenvol-
vido minimiza o funcional de custo na classe de controles por
realimentacdo linear sem dependéncia do estado da cadeia. O
resultado é obtido através de operadores de evolugéo do valor
esperado da matriz de momentos de segunda ordem da traje-
toria e do custo. Um procedimento variacional, que obtém
a solucdo de acordo com condicBes necessarias de otimali-
dade, foi desenvolvido e implementado computacionalmente
para a aplicacdo apresentada na secéo anterior.
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APENDICE A

Neste apéndice é apresentada a prova do Lema 1.

Prova: Das defini¢Bes, as seguintes identidades sdo verda-
deiras:

(l) EImuo [x(ﬁ)er(t)x(t)]

= Z Euo.u0[(t) Uiz (t) 1 {g(1)=i3]
ieN

= > Euguo [tr{Uiz(t)2(t) o=}
ieEN

= > tr{UiEag o[z (t)2(t) Lioct—iy]}
iEN

= > w{UX]} =< U X" >
iEN
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(i2) Eao.u0 [(ble(t)x(t)] = Z Eﬂﬂowo

ieN

Z ¢ EIO,HO

ieN

= ¢px
ieN

= tr{gi()
ieN

=< ¢/7(%t)l >

()L o(0)=4}]

()L o(0)=4}]

|= Z BEaguoli l{g(s)=i}]
ieN

= Z it (i) = pyar

€N

(7’“) Ezo , 140 [059(15)

APENDICE B

Neste apéndice desenvolvemos a prova da Proposicdo 5. Al-
guns resultados preliminares serdo introduzidos.

Relembramos, primeiramente, que ¢(t) e p(IN) sdo definidos
conforme %, contemplando alvos dindmicos. Definimos,
para um controle v = (K,r) € %, uma variavel aleatd-
ria na forma

N-1
o=t
37)
t=0,...,N —1que serd util na simplificagdo da expressdo

do funcional de custo. Podemaos reescrever a equagdo acima
de maneira equivalente a

Wt 2(0),600) = E|a(®) + 3 a(0) + p(N) x(tw(t)}
L=t+1
) +B| 3 a(0)+p(V) x(t)ﬁ(t)}
L=t+1
= q(t)
TE[B] 3 a0)+p(V) |2t +1),000+ 1) x(t),é)(t)]
t=t+1
=qt)+E[W({t+1,z(t+1),0(t+1)) | z(t),0(t)], (38)

em que na terceira igualdade utilizamos o fato de que o
processo conjunto {x(t), 6(¢)} é markoviano (vide Teorema
2.19 em (Cinlar, 1975, p.37)).

A prova do Lema a seguir esta detalhada em (Vargas, 2004).

Lema 10 Considere quaisquer seqiiéncias Z = {Z;,i €
N eSS z={z,ice N} eR ep={p,ic N} ER.
A igualdade a seguir é valida:

q(t) + E[z(t + 1) Zp41yz(t +1) + (296+1)) 2(t + 1)
+ poce+1) | (1), 0(t)]
= ﬂf(t)'{Qe(t) + (K") Ryy (K")

+ (b Ean(2) Ay ba(t) + { oo (2) Aoy
+ 2e9() (1) St (Z) Ap(ry) — 2T 9 (1) (1) Qo)
+2(r" = ro(1),0) Aoy (K — Ko(),0)

- Q(Te(t),o)/Ae(t)Ke(t),o}x(t) + {&m(ﬂ)

+ Zot) (1) Qo) Toe) (1) + tae) (1) Rocey o) ()
+ gg(t) (Z)/ee(t) (t) + ee(t) (t)’@@e(t)(Z)ee(t) (t)
+t1{1)(Z)Hoy 2 Hyry }

(39)

)" Aoy (r' = Toe),0) — (Te(t),o)'Ae(t)Te(t),o}
(40)

com Ag(r), Tot),0 € Ko(r),0 definidos, respectivamente, como

Aoty = Ror) + By ot (Z) By,

+ (Tt —To(¢),0

ro).0 = —(Mag) " H{ By o) (Z)eqs)
+ (1/2) By Eo(1)(2) — Roy o) (t)},
Koy,0 7= — (Do) ™ BowyEow) (2) Aag-

Suponha que Vt € St = 0,...,N — 1, com VN =
F;,Vi € &, satisfaz (16) etambémvt € R",t =0,..., N—
1, com vy = —2F;7;(N),Vi € .4 satisfaz (17). Supo-
nha ainda que w' € R,t = 0,...,N — 1, com wl¥ =
T;(N) F;z;(N),Vi € ., satisfaz (18). com At 7t e
K, definidos, respectivamente, conforme (19)—(21).

Lema 11 O funcional (37) é expresso equivalentemente pela
funcdo quadratica

W (t,2(t),0(t)) = x(t) Vg (t) + (V) z(t) + whr
com Vi), Vg € wpy satisfazendo (16)-(18), respectiva-
mente, com 6(t) =i € A

Prova: Procedemos por indugdo. Para t = N, utilizamos
(37) e obtemos

W(N,2(N),0(N)) = E[p(N) | 2(N),6(N)]

= E[(@(N) — Zo(n)(N)) Fon) (2(N)

= Zov)(N)) | 2(N), 0(N)]
= &(N) Fyn)x(N) — 2Zg(n)(N) Fy(nyz(N)
+ Zo(v) (N) Fo(nyZo(vy (N)
= x(N)’V},ﬁ)x(N) + (’Ué\éN))lx(N) + w%v)
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no qual o resultado segue imediatamente pelo fato que
Vatny = Fovys Vo) = —2Fpv)Zovy (V) € wyyy =
.i‘g(N)(N)IFg(N)CEQ(N) (N) para Q(N) eN.

Suponha que
W(t+1,a(t+1),0(t +1)) = 2t + 1)V ot + 1)
+ (W) ot + 1)+l

seja valido.

Empregando o resultado do Lema 10 com Zy;i1) =

t+1 _ 1 — 1
Vo(irnyr 200t+1) = V(i) © Poi+1) = Wyiria): podemos
escrever (38) de maneira equivalente a

Wi(t,z(t),0(t) = q(t) + E[z(t + 1)’14;@1)35(15 +1)

+wgllay 10),2(1)] ]
= 2(t) { Qo) + (K") Rogey (K)

+ (Aé(t))/ge(t)(thrl)Aé(t)}z(t) + {59(t)(7ft+1)’149(t)
+ 2e9(t) (1) oty (V) Ag(ry) — 221y (1) Qo)

+2(r" = ro(1),0) Aoty (K* — Ko1),0)

- Q(Te(t),o)/Ae(t)Ke(t),o}x(t) + {59(t)(wt+1)

+ Zgt) (1) QoyToge) (t) + o) (1) Roeyg(r)(t)
+ &y (W) ey (8) + eairy (1) oy (VT egqry (1)
+ tr{ &y (V) Hp(oy S Hppy }

+ (r" = ro(1),0) Moty (r' — To(e),0) — (Te(t),o)'Ae(t)Te(t),o}
= 2(t) Vg (t) + (vhn) 2 (t) + whr

e a Ultima passagem segue de (16)—(18). Desta maneira, 0
resultado é valido para t, completando a prova. |

Prova da Proposicéo 5

Prova: Empregando a definicdo de JY (t) em (22), (37) e
Lema 11, temos

szxv(t) = Eﬂﬂoauo

= Ewo,uo [W(ta CE(t), 9(1?))}
= Eag,u0 [x(t)’Vet(t)z(t) + (vg(t))’z(t) + Wé(t)]
(41)

valido paracadat = 0,..., N. Aplicando-se 0 Lema 1 em
(41), obtemos (23). a
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