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ABSTRACT

A systematic procedure of zero placement to design control
systems is proposed. A state feedback controller with vector
gain K is used to perform the pole placement. An estimator
with vector gain L is also designed for output feedback con-
trol. A new systematic method of zero assignment to reduce
the effect of the undesirable poles of the plant and also to in-
crease the velocity error constant is presented. The method-
ology places the zeros in a specific region and it is based
on Linear Matrix Inequalities (LMIs) framework, which is a
new approach to solve this problem. Three examples illus-
trate the effectiveness of the proposed method.
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RESUMO

Neste trabalho propde-se um novo procedimento sistema-
tico de alocacéo de zeros aplicado em sistemas de controle.
Considera-se um sistema de controle com posicionamento
de polos utilizando-se realimentacdo de estados através de
um controlador com matriz de ganhos K. Para realimentar
a saida, projeta-se uma matriz de ganhos L do estimador. E
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proposta uma nova metodologia de alocacdo de zeros via ine-
quacgdes matriciais lineares (LMIs) para posicionar os zeros
dentro de uma regido de maneira a diminuir o efeito dos p6-
los indesejaveis, e ainda para alterar a constante de erro de
velocidade do sistema. O uso de LMI para o posicionamento
de zeros em uma regiao € inédito. Exemplos numéricos ilus-
tram a eficiéncia da metodologia proposta.

PALAVRAS-CHAVE: Alocacéo de Zeros, Sistemas de Con-
trole, LMI.

1 INTRODUCAO

Considerando-se a vasta literatura de controle como, por
exemplo, descrito em (Ogata, 1997) e (Dorf, 2001), verifica-
se a existéncia de varias metodologias para sintese de con-
troladores. Entre estas metodologias, existe a possibilidade
do projetista escolher o posicionamento dos p6los de malha
fechada do sistema. Quando utiliza-se a realimentacdo de
saida através de um compensador dinamico ou um estima-
dor de estados, os zeros de malha fechada sdo decorrentes
do processo de posicionamento dos polos. Ainda, 0s zeros
podem ficar em algumas regides do plano-s prejudicando a
dominéncia dos pélos. Assim, o sistema de malha fechada
pode ndo atender as especificacbes para o transitdrio do sis-
tema, tais como porcentagem de overshoot, tempo de subida
e também o tempo de estabelecimento.

Alguns textos classicos de sistemas de controle tais como
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(Ogata, 1997) e (Dorf, 2001) abordam os zeros de maneira
muito simples, enquanto em (Franklin et al., 1994) pode-se
observar que os zeros sdo tratados com maior importancia,
onde encontra-se uma metodologia que trata um processo
que relaciona a posicdo dos zeros com a constante de erro
de velocidade de um dado sistema.

Em (Moore and Bhattacharyya, 1990) utiliza-se uma técnica
com o objetivo de minimizar o overshoot de um sistema.
Neste contexto, utiliza-se a alocacdo de zeros de maneira a
otimizar a percentagem de overshoot de um determinado sis-
tema de controle. Considerando-se sistemas de rastreamento
de sinais de referéncia, (Herj6lfsson et al., 2005) propde um
método de projeto utilizando-se alocacdo otimizada dos ze-
ros, no qual considera-se a entrada de referéncia do tipo de-
grau. Outro topico de pesquisa utilizando a alocacéo de ze-
ros é projetos de superficies deslizantes aplicada em siste-
mas multivaridveis. Pode-se verificar em (Saeks and Mur-
ray, 1981) um método de projeto para superficies deslizantes
baseado na alocacdo dos zeros de transmissao da fungdo de
transferéncia entre o sinal de controle e a saida especificada
da superficie deslizante.

Ainda pode-se verificar a alocacdo dos zeros em reducdo
de modelos (Hauksdéttir, 2000), na robustez de sistemas de
controle (Tu and Lin, 1992), no controle de vibragdo (Lee
et al., 1987) entre outros temas. A formulag8o de projetos de
sistemas de controle em termos de LMIs (Boyd et al., 1994),
tem sido uma ferramenta til para resolver um grande nd-
mero de problemas (Assunc¢do and Peres, 1999), (Teixeira
et al., 2001), (Teixeira et al., 2003), (da Silva et al., 2004),
(Palhares et al., 2003), (Teixeira et al., 2002), (Teixeira and
Zak, 1999). As caracteristicas principais das LMIs sdo que
uma diversidade de especificacBes e restricbes de projeto
podem ser descritas na forma de LMls, e uma vez for-
mulado em termos de LMIs, o problema, quando existe
uma solugdo, pode ser exatamente e eficientemente resolvido
com o emprego de algoritmos de otimizacéo convexa (Boyd
et al., 1994), (Nesterov and Nemirovsky, 1994).

Em sistemas de rastreamento pode-se observar a utilidade da
modificacdo dos zeros. Em (Assuncdo et al., 2004) foi apre-
sentado um processo de otimizagdo, baseado em LMIs, para
determinar o posicionamento 6timo dos zeros para o rastre-
amento de sinais de controle e rejeicdo de disturbios, cujo
critério de desempenho sdo as normas Ho € H. respectiva-
mente. Neste caso 0s p6los podem ser arbitrariamente posi-
cionados no plano-s.

Neste trabalho propde-se uma metodologia para alocagéo dos
zeros, em uma regido especifica do plano-s, de forma siste-
matica, com objetivo de auxiliar o desenvolvimento de pro-
jetos em sistemas de controle. O projeto de posicionamento
dos zeros é descrito na forma de LMIs, que podem ser facil-

mente solucionados através de algoritmos de convergéncia
polinomial disponiveis na literatura ((Gahinet et al., 1995),
(de Oliveira et al., 1997)). Pelo conhecimento dos autores, a
alocacdo de zeros em uma regido via LMI ¢ original e inédita.
Exemplos ilustram a eficiéncia da metodologia proposta.

2 FORMULACAO DO PROBLEMA

Problema 1 Considere um sistema MIMO (do inglés, Multi-
Input Multi-Output) controlavel, observavel, linear e invari-
ante no tempo:

Ax(t) + Bu(t), (1)
z(t) = Cz(t),

sendo A € R"*", B € R™*P, C' € R™*", x(t) é 0 vetor de
estados (z(t) € R™), z(¢t) é asaida de interesse (z(t) € R™),
u(t) a entrada de controle (u(t) € R?).

O objetivo do problema é projetar um controlador usando
realimentacdo da saida tal que os pdlos de malha fechada
fiqguem em uma determinada regido especificada através de
LMIls, e ainda, alocar os zeros do sistema em uma outra
regido especificada através de LMIs de modo a diminuir o
efeito de polos indesejaveis no desempenho do sistema.

Observacdo 1 O diagrama de blocos do sistema de controle
utilizado neste trabalho para resolver o Problema 1 é dado
na Figura 1, sendo que K é a matriz de ganho de reali-
menta¢do dos estados e L é a matriz de ganho do estimador
de estados utilizado na realimentagdo da saida. Utiliza-se a
matriz M € R"*P e amatriz N € RP*P para solucionar o
problema da alocacéo dos zeros.

Para o projeto do controlador K ilustrado na Figura 1 utiliza-
se uma metodologia ja consagrada na literatura de sistemas
de controle. Desta maneira o controlador K pode ser obtido
através do Teorema 1 descrito a seguir.

Teorema 1 Considere o sistema (1) com o controlador de
realimentacéo de estados, dado por u(t) = —Kx(t), e ainda
que os parametros p, q, « e 0 sdo fixos. Se existe solugdo
para as LMIs descritas em (2) entdo pode-se obter o contro-
lador K que estabiliza o sistema (1) com alocagéo de polos
na regido mostrada pela Figura 2.

AP+ PA'— BY —Y'B' 4+ 2aP < 0,

—pP AP — BY +qP
[ PA' —Y'B' + P —pP <0 @
senf(T1) cosO(Ts) <0
cosB(T3)  senb(Ty) ’
P >0,

56 Revista Controle & Automagé&o/Vol.18 no.1/Janeiro, Fevereiro e Margo 2007



Planta

r(t) . v 3 u(t) i(t)=Ax(t) + Bu(t) z:(t)

T+ 2(t)=Cx(t)

— M

> M
Ul(t)

v Estimador v

| P0) _ )

KT 2(t)=Az(t)+Bui(t)+ L{z(t) — C&(t)] +Mr(t) |

Figura 1: Sistema de controle com alocacéo de zeros.

sendo

Ty = AP - BY + PA' -Y'B’,
Ty = AP - BY — PA'+Y'B,

eY e RPx" P e "™ e P = P’. Quando as LMIs acima
sdo factiveis, um controlador K que satisfaz o problema é
K =Y P!, sendo P e Y solugdes factiveis de (2).

Prova: vide (Chilali and Gahinet, 1996).

Para a solucdo do Problema 1, pode-se utilizar o Teorema 1
para determinar o controlador de realimentacdo de estados
para o sistema (1). Posteriormente, projeta-se a matriz de
ganho do estimador de estados L através do Teorema 2. O
estimador de estados € utilizado na realimentagdo da saida
z(t), como descrito na Figura 1. Neste processo considera-
se a matriz M de alocacéo de zeros ilustrado na Figura 1
nulo.

Teorema 2 Considera-se o sistema (1) com estimador de es-
tados ilustrado na Figura 1, e ainda que o parametro pr, € qr,
sdo fixos. Se existe solugdo para as LMIs descritas em (3)
entdo pode-se obter a matriz de ganhos L do estimador de
estados com alocagdo de polos em uma regido limitada por
um circulo com raio pz, e centro em (—gqz,0) ilustrada na
Figura 2.

AP+PA-WC-C'W' <0,
qLP+PA— wc
—pLP

—/)LP

Pqr, + AP —-C'W' <0, Q)

P >0,

1? € R"*" e W € R"X™ sdo solugdes factiveis de (3) e
P = P’. Uma matriz de ganhos L do estimador que satisfaz
o problemaé L = P~1W.

Prova: considera-se o sistema descrito na forma de espaco
de estado em (1) e o estimador conforme ilustrado na Figura
1 dado por:

Z(t) = Ai(t) + Buy(t) + L[z(t) — CZ(t)], e (4)
uy (t) = —Ki(t).

Para obter a equagdo de erro do estimador, subtrai-se ()
por (t). Neste contexto considera-se a entrada de referén-
cia r(t) nula, e desta maneira tem-se u(t) = w1 (¢):

i(t) —2(t) = Ax(t) — Az(t) — L[Cx(t) — Ci(t)],

entdo,

B(t) —2(t) = (A~ LCO)x(t) - &(t)].

Definindo-se o vetor erro e(t) como a diferenga entre x(¢) e
Z(t) tem-se:

&(t) = (A — LO)e(t). )

Desta maneira, se a matriz (A — LC') tiver autovalores esta-
veis, 0 vetor erro convergira para zero seja qual for o valor
inicial do vetor erro ¢(0), vide (Ogata, 1997) para maiores
detalhes. A matriz (A — LC') tem autovalores estaveis se e
somente se existir uma matriz P; > 0 tal que:

(A= LC)' P, + Pi(A— LC) < 0. 6)
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Am(s)

Re(s)

Figura 2: Projeto do controlador com matriz de ganhos K
utilizado na realimentacdo dos estados estimados da planta.
A area hachurada representa a regido para alocacdo dos pé-
los.

Ainda, aloca-se os autovalores da matriz (A — LC') uma re-
gido limitada por uma circunferéncia de raio p; com centro
em (—qr,,0) se existir uma matriz P, > 0 tal que (Chilali
and Gahinet, 1996):

qLPQ + PQ(A — LC)
—pL P2

—pLPs

0. (7

PQ(]L‘F (A*LC)/PQ < ( )

Em 7, os parémetros py, e qr séo fixos e especificados pelo

projetista. Realizando-se manipulacdes algébricas em (6) e

(7),com P, = P, = Pe W = PL obtem-se as LMIs des-
critas no Teorema 2.

Para a resolucéo completa do Problema 1, aloca-se os zeros
através dos pardmetros M e N ilustrados na Figura 1 com
0 objetivo de atenuar os efeitos de polos indesejaveis ao de-
sempenho do sistema, e ainda pode-se utilizar o posiciona-
mento dos zeros para alterar a constante de erro de veloci-
dade em sistemas de controle. A equagdo dos zeros do sis-
tema da Figura 1, considerando-se como entrada r(¢) e saida
u(t) é descrita no Teorema 3.

Teorema 3 Considere K, L, M e N fixos, se existe solucao
para a equacao (8) entdo pode-se determinar os zeros da fun-
céo de transferéncia de R(s) para U(s) do sistema ilustrado
na Figura 1.

det(sI — A,) =0, (8)
sendo A, =A—BK —LC+ MN'K.

Prova: (Franklin et al., 1994) Aplica-se uma entrada r(t) na
forma exponencial ao sistema (1),

r(t) = roe,

sendo que s = z;, € z; é um zero de r(t) para u(t). Logo,

r(t) = roe*t.

Neste caso, a saida z(t) é identicamente igual a zero, pois
se z; € um zero de transmissdo de r(t) para u(t), entdo
necessariamente z; é um zero de transmissdo de r(t) para
z(t) a menos que ocorra cancelamento de polos e zeros.
Considerando-se que as condic@es iniciais do sistema sdo
nulas, tem-se (Franklin et al., 1994):

t

z(t) =0, se r(t) =re”.

Desta modo, o estado estimado Z(¢) pode ser descrito da
seguinte maneira:

2(t) = d,e”t. 9)

() = 2", (10)
mas,
i(t) = (A — BK — LO)Z,e*" + Mroe*?, (11)
entdo, igualando-se (10) a (11), obtem-se
ziZoe™" = (A — BK — LC)&oe*" + Mroe*,
2ioe*"t — (A — BK — LC)&,e*" — Mr,e** =0,
ou,
[ - A+BK+LC —M | { f ] 0. (12)

Ainda, tem-se que a entrada a entrada r(t) = r,e* torna
u(t) = 0, pois z; é um zero do sistema. Desta maneira, de
acordo com a Figura 1, pode-se descrever u(t) da seguinte
maneira:

u(t) = —Ki(t)+ Nr(t),
u(t) = —Kz.e* '+ Nrye™t,
entéo,
—Ki,e* + Nrye®t =0,
ou,
To |
[ -K N][TO}_O. (13)
Reagrupando-se (12) e (13) tem-se:
zi—A+BK+LC —-M Zo | |0
AR e
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Em (14), z; é um zero de r(¢) para u(t) do sistema ilustrado
na Figura 1 e (14) tem solucdo ndo trivial. A solucéo para
(14) é equivalente a solucionar:

det{ 2i—A+BK+LC -M ] _o

-K N

Dividindo-se a Gltima coluna por uma matriz ndo nula N e
entdo adicionando-se a primeira coluna o produto de K pela
altima coluna, tem-se:

2zi— A+ BK+ LC — MN7'K MNT

0 1 |70

det [

ou ainda, considerando-se z; = s,

det(s] — A+ BK + LC — MN'K) = 0.

Observa-se que o Teorema 3 apresenta a equagdo dos zeros
de r(t) para u(t) ilustrados na Figura 1, e neste trabalho s&o
propostas metodologias de alocacdo de zeros descritas nos
Teoremas 4, 5 e 6. Os métodos de alocacdo de zeros pro-
postos possibilitam o posicionamento dos zeros da funcéo de
transferéncia de R(s) para U (s), isto é, permitem o posicio-
namento dos zeros de r(t) para u(t).

Teorema 4 Considere os pardmetros K, L, p, e q. fixos.
Se existe solugdo para a LMI descrita em (15) entdo pode-se
alocar os zeros da funcéo de transferéncia de R(s) para U (s)
(Figura 1) em uma regido limitada por um circulo de raio p,
com centro em (—g, 0) ilustrada na Figura 2.

—p-Q Q
<0,
[ @ —pQ ]
sendo Q = ¢.Q + QA — QBK — QLC + FK e I =
QMN~! € Rrxp,

(15)

Prova: segundo o Teorema 1, mas especificamente em
(Chilali and Gahinet, 1996), para que os autovalores de uma
dada matriz A estejam alocados em uma regi&o do plano-s
limitados por uma circunferéncia de raio p, com centro em
(—¢-,0), deve existir uma matriz Q € R**", Q@ = Q' > 0,
tal que a seguinte equagao deve seja satisfeita:

_sz QZQ + QA

<0. (16)

Ent&o, substituindo-se a matriz A pela matriz A, (indicada
em (8)) na equacéo (16), obtem-se a equacéo (15), e aloca-se
os autovalores de A, na regido limitada pela circunferéncia,
e conseqiientemente, segundo o Teorema 3, aloca-se 0s zeros
nesta regido, pois 0s autovalores de A, s&o os zeros de r(t)
para u(t).

Teorema 5 Considere os parametros K, L e —«, fixos. Se
existe solucdo para a LMI descrita em (17) entdo pode-se
alocar os zeros de R(s) para U(s) (Figura 1) em uma regido
limitada por uma reta vertical em —c, ilustrada na Figura 2.

QA - QBK — QLC+FK + A'Q - K'B'Q
—C'L'Q+ K'F' +2a.Q <0,

(17)

sendo FF = QM N1 € Rnxp,

Prova: para que os autovalores da matriz A estejam aloca-
dos em uma regido do plano-s limitados por uma reta verti-
cal em —a (Figura 2), deve existir uma matriz Q € R»*"
positiva definida tal que a equacgdo seguinte seja satisfeita
(Boyd et al., 1994):

AQ+ QA+ 20.Q < 0. (18)
Entdo, substituindo-se a matriz A pela matriz A, em (18)
obtem-se a equacéo (17), e aloca-se os autovalores de A, na
regido limitada por uma reta vertical em —« ., e conseqiien-
temente aloca-se 0s zeros nesta regido, pois 0s autovalores
de A, s&o os zeros de r(t) para u(t).

Teorema 6 Considere os parametros K, L e 6 fixos. Se exis-
tir solucdo para a LMI descrita em (19) entdo pode-se alocar
0s zeros de R(s) para U(s) (Figura 1) em uma regido li-
mitada por duas semi-retas de angulos 6 e —0 ilustrada na
Figura 2.

(send,)Rp (cosh,)Ty

(cosb.)T, (send,)Rg <0, (19)
sendo,
Ry = AQ-K'BQ-CLQ+KF +QA
—QBK — QLC + FK,
Ty = QA—QBK —QLC+FK—A'Q

+K/BIQ + C/LIQ _ K/F/,

sendo FF = QM N1 € pnxp,

Prova: segundo o Teorema 1, mais especificamente em
(Chilali and Gahinet, 1996), para que os autovalores da ma-
triz A estejam alocados em uma regido do plano-s limitada
por duas semi-retas de angulo 6, e —@,, deve existir uma
matriz Q € R**", Q = Q' > 0, tal que a seguinte equagdo
seja satisfeita:

senf,(QA + A'Q)
COSHZ(A’Q — QA)

i Q)
A+ AQ)

cost(

0.
send( <

Q
0 (20)

Entdo, substituindo-se a matriz A pela matriz A, em (20)
obtem-se a equacdo (19), e aloca-se os autovalores de A,
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na regido limitada pelas semi-retas com angulos 6, e —6.,
e conseqlientemente aloca-se 0s zeros nesta regido, pois 0s
autovalores de A, sdo os zeros de r(t) para u(t).

Observa-se que 0s Teoremas 4, 5 e 6 ndo sdo conjuntamente
convexos, pois podem admitir diferentes solugdes (Q # Q #
Q). Entdo é proposto o Corolario 1 para o projeto de aloca-
cdo de zeros na regido ilustrada na Figura 2, para solugdo do

problema 1.

Corolério 1 Considere os parametros K, L, «., p., ¢, € 0,
fixos. Se existir solucdo para as LMIs descritas em (21) en-
tdo pode-se alocar os zeros de R(s) para U(s) (Figura 1) na
regido mostrada pela Figura 2.

Ry + R, +2a,X <0,

[ _sz RO

B px ] <0, (1)

(senb,)R, (cos0,)T,
[ (cosB,)T. (send,)R, ] <0,
X >0,
sendo
R, = XA—-XBK-XILC+FK+AX
“K'B'X - C'L'X + K'F,
Ry = ¢@.X+XA-XBK - XLC + FK,
R, = AX-KBX-CLX+K'F
+XA- XBK — XLC + FK,
T, = XA—-XBK-XLC+FK-AX

+K'B'X+C'L'X - K'F',

As matrizes X € R"*"™ e F' € R"*P sdo solucdes factiveis
de (21). Os parametros para alocacdo de zeros sdo determi-
nados por:

MN'=X"'F=1 (22)

Prova: Com o objetivo de impor convexidade conjunta para
as regides LMIs dos Teoremas 4, 5 e 6, isto é, obter uma
solucé@o comum, faz-se:

(23)

Adotando-se F = X M N~! e agrupando todas a LMIs dos
Teoremas 4, 5 e 6, obtém-se o projeto na forma de LMIs que
permite a alocacdo de zeros na regido do plano-s mostrada
na Figura 2.

Desta maneira através do Colorario 1 pode-se alocar 0s zeros
de r(t) para u(t) ilustrados na Figura 1 na regido mostrada
pela Figura 2. Contudo, quando a regido para a alocagéo

dos zeros for muito restritiva, pode ndo existir uma solugdo
factivel para o problema. Entdo, cabe ao projetista estipular
uma area adequada e coerente para a alocagao de zeros de
modo que o problema seja solucionado.

Observacdo 2 Neste trabalho utiliza-se um estimador de es-
tados no processo de realimentacdo do sistema, desta ma-
neira, pode-se alocar 2n pélos e ainda n zeros. Neste pro-
cesso aloca-se os zeros de R(s) para U(s), entretanto ndo
altera-se o posicionamento dos zeros da planta, caso existam.

Analisando-se a Figura 1 pode-se determinar a funcéo de
transferéncia R(s) para Z(s) de acordo com a equacéo se-
guinte:

Z(s) _ -1
Rls) — Con(sI — Ap) ™ B, (24)
sendo,
A —-BK BN
An = o A—BK—LC]’B’”{ M }

eCn=[C 0].

Pode-se ainda utilizar a metodologia de alocagdo de zeros
para atingir ganho unitario para uma entrada do tipo degrau,
utilizando-se o Teorema 7.

Teorema 7 Considera-se a matriz N ilustrado na Figura 1.
Se existir solucdo para a equacdo (25), entdo pode-se obter
a matriz N que proporciona ganho unitario para o sistema
considerando-se uma entrada do tipo degrau:

N =—(GiB+G2J)™ 1, (25)

sendo [G1 Ga] = O (4,,)7 1, G1 € R e Gy € RMX™,

Prova: Considerando-se ganho unitario em regime perma-
nente para uma entrada do tipo degrau, tem-se em (24),

1= Cm(fAm)ilev (26)
expandindo B,,, em (26), obtem-se:
BN

I=[& GQ][ iy } (27)

Note que A;,! existe devido ao fato dos pélos do sistema con-
trolado estarem no lado esquerdo do plano-s. De (22), tem-
se MN~! = X~'F = J. Substituindo-se M = JN em
(27), pode-se obter a matriz N de correcdo de erro de re-
gime para entrada do tipo degrau descrito na equagéo (25).
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Este processo de obtencdo dos pardmetros de alocacdo dos
zeros pode ser ndo robusto, devido a variagdes na planta. Po-
rém como a metodologia de projeto para alocacéo de zeros
¢ descrita na forma de LMIs, pode-se incluir incertezas pa-
ramétricas da planta ao projeto, tornando-o robusto. Isto é
topico futuro de pesquisas por parte dos autores.

Esta metodologia para alocacdo de zeros pode ser utilizada
em projetos de sistemas de controle com o objetivo de ate-
nuar os efeitos indesejaveis de determinados p6los presentes
no sistema, e ainda alterar a constante de erro de velocidade
de um dado sistema.

3 EXEMPLOS NUMERICOS

3.1 Exemplo1l

Considera-se um sistema linear invariante no tempo de ter-
ceira ordem que representa a dindmica do angulo de rola-
mento de um avido a jato de alto desempenho, vide (Dorf,
2001). Seja o sistema descrito na forma de variaveis de es-
tado e dado por:

()] [-14 —28 —48] [z1(t) 1
za(t) =] 1 0 0 x2(t) | + [ 0] u(t),
$3(t) 0 1 0 173(25) 0
X1 (t)
2t)=[0 0 5] 2(t) |, (28)
z3(t)
sendo z(t) o vetor de estados, u(t) o sinal de controle e z(t)

a safda do sistema.

Para o projeto do controlador K utiliza-se a metodologia in-
dicada no Teorema 1 e adota-se uma regido para alocagédo
dos polos limitada de acordo com a Figura 2, sendo que 0s
parametros de posicionamento dos polos sdo: uma circunfe-
réncia de raio p = 8 com centro em (0,0), duas semi-retas
com angulo 6§ < 50° e uma regido limitada a esquerda da
reta vertical em o« = —5.

Utiliza-se a metodologia apresentada no Teorema 2 para a
determinacdo da matriz de ganhos L do estimador de esta-
dos. Adota-se uma regido para o posicionamento dos pélos
do estimador limitada por uma circunferéncia de raio p;, = 3
com centro em (—10,0). O controlador K e a matriz de ga-
nhos L do estimador obtidos sdo apresentados a seguir:

—30,155
8,519
3,089

K=[2,700 86,845 246,323] e L=

O mapeamento de pélos e zeros para o sistema € ilustrado
na Figura 3. Neste processo, 0 posicionamento dos zeros sdo
decorrentes da imposicao dos polos.

10 T T T T O

polos-controlador

X

polos-estimador

Im(s)

ot O X i X

O

Re(s)’

-18 -16 -14 -12 -4 -2 0

Figura 3: Mapeamento de pdlos e zeros do sistema com ob-
servador e controlador.

Na Figura 4 é ilustrada a resposta do sistema projetado sem
alocacdo de zeros, considerando-se uma entrada do tipo de-
grau unitario. Observa-se na Figura 4(b) que o sinal de saida
do sistema apresenta uma influéncia relativa aos pélos do es-
timador, pois o tempo de estabelecimento é 1,51 segundos,
enguanto que no projeto inicial apenas com o controlador K
o0 tempo de estabelecimento é 1,03 segundos, como pode-se
verificar na Figura 4(a).

0.05

-

0.045 - -

0.035 - ’
0.03f ’

0.025 -

Amplitude

0.02 - ’

0.015 ’

L L L
0 0.2 0.4 16 18 2

” 1De8mp6 [selgz.] Y

Figura 4: Resposta a entrada de um degrau unitario. (a) para
0 projeto somente com o controlador, (b) para o projeto com
0 estimador e o controlador.

Utiliza-se a metodologia para alocagdo de zeros descrita no
Teorema 1 com objetivo de atenuar o efeito dos p6los do es-
timador no sistema. Entdo, aloca-se 0s zeros préximos aos
polos do estimador. Para o processo de alocacgdo de zeros,
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of o® (©) X

| Im(s)

X

E Re(s)ﬁé

-14 -12

Figura 5: Mapeamento de p6los e zeros do sistema com con-
trolador, observador e ap6s alocacao dos zeros.

adota-se a regido de acordo com a Figura 2 limitada por uma
circunferéncia de raio p, = 3 com centro em (—10,0) do
plano-s. Ainda, inclui-se 2 semi-retas com angulo 6, < 30°
ao conjunto de restricGes para a alocacdo dos zeros e um
plano a esquerda da reta vertical em o, = —7,1.

Apos realizar-se a alocacao dos zeros utilizando o Teorema 1,
utiliza-se o Teorema 7 para obter a matriz IV e posteriormente
obtem-se a matriz M. Observa-se no mapeamento de polos
e zeros ilustrado na Figura 5 que os zeros foram posiciona-
dos préximos aos pélos do estimador, e conseqiientemente
diminuindo o efeito destes pdlos no sistema.

Os parametros de alocacgéo de zeros M e N obtidos sdo:

51,75
—0,63
—0,08

M= e N =50,22.

Os polos de malha fechada do sistema sdo: —5,566+4,6775;
—5,567 relativos ao controlador e —11,609; —8,919 +
0,463 relativos ao estimador. Apds a alocacéo, os zeros do
sistema sdo: —9,64 + 0,7195; —11,61.

Na Figura 6 é ilustrada a resposta do sistema para uma en-
trada do tipo degrau unitario ap6s a alocacdo dos zeros.
Analisando-se a Figura 6 constata-se que a resposta do sis-
tema apresenta caracteristicas relacionadas com os p6los do
controlador. Este fator mostra a diminuicdo do efeito dos
polos do estimador ao desempenho global do sistema.

Neste exemplo utilizou-se a alocacdo de zeros para um pro-
jeto em sistemas de controle com o objetivo de atenuar o
efeito de pélos indesejaveis. Observa-se que apesar dos pé-
los do estimador ndo estarem posicionados cinco vezes dis-
tantes dos polos do controlador, como é sugerido em pro-

0.7

Amplitude

03[

0 0.2 0.4 0.6 16 18 2

'I'Oegmpé [selgz.] .

Figura 6: Resposta a entrada de um degrau unitario com con-
trolador, observador e ap6s alocagéo dos zeros.

jetos de estimadores por algumas literaturas, por exemplo
(Ogata, 1997), o sistema apresenta o desempenho relativo so-
mente aos polos do controlador. Isto deve-se ao fato de que
os zeros alocados préximos aos polos do estimador acabam
por atenuar o efeito dos mesmos no sistema. No préximo
exemplo realiza-se o posicionamento de zeros aplicados a
sistemas de controle MIMO.

3.2 Exemplo 2

Considera-se um sistema linear invariante que representa a
dindmica de um satélite, vide (Franklin et al., 1994). Seja o
sistema descrito na forma de variaveis de estado dado por:

@] T0o 1 0 0 =] [00
Z2(t) | 3w 0 0 2w, ||z2(t) 10
w® |7 00 0 0 1 ||wstt)|T|o 1] M
i‘4(t) 0 726«)00 0 $4(t) 00
100 0 “Et;
$2t
@) = [0 0 1 0} za(t) | (29)
174(1f)

sendo x(¢) o vetor de estados, u(t) o sinal de controle, z(t)
a saida do sistema e w, frequéncia de oscilagdo do sistema.
Neste exemplo considera-se w, = 1.

Para o projeto do controlador K utiliza-se a metodologia des-
crita no Teorema 1 e adota-se uma regido para alocacéo dos
polos limitada de acordo a Figura 2, sendo que 0s parame-
tros de posicionamento dos p6los séo: uma circunferéncia de
raio p = 20 com centro em (0,0), duas semi-retas com angulo
0 < 85° e uma regido limitada a esquerda da reta vertical em
a = —15.
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Posteriormente utiliza-se a metodologia apresentada no Teo-
rema 2 para a determinacdo da matriz de ganhos L do esti-
mador de estados. Neste processo adota-se uma regido para
0 posicionamento dos polos do estimador limitada por uma
circunferéncia de raio p;, = 10 com centro em (—30,0). O
controlador K e a matriz de ganhos L do estimador obtidos
sdo apresentados a seguir:

o _ [ 359,210 32,399 0,000 1,999 3
~ | 0,000 —2,000 356,210 32,399
53,835 1,603
;| 725456 19,197
— | -1,693 53,835

—99,197 722,456

O mapeamento de pdlos e zeros para este exemplo é ilustrado
na Figura 7. Neste caso os zeros de malha fechada séo de-
correntes do uso do observador para a imposicao dos polos,
e ocorrem a revelia da vontade do projetista.

40

300 O .
pdlos-controlador
20F
polos-estimador
—_ X
<
E o %
-10+ X
=20
-300) O
10 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-45 -40 -35 -30 -25 <20 -15 -10 -5 0
Re(s)

Figura 7: Mapeamento de pdlos e zeros do sistema com ob-
servador e controlador.

Na Figura 8 € ilustrada a resposta do projeto sem alocacéo
de zeros, considerando-se uma entrada do tipo degrau unita-
rio. Observa-se na Figura 8 que o sinal de saida do sistema
apresenta uma influéncia relativa aos pélos do estimador. A
influéncia dos p6los do estimador no sistema pode ser veri-
ficada através da diferenga entre o tempo de estabelecimento
para o projeto somente com o controlador e o projeto com o
controlador e o estimador. O tempo de estabelecimento da
resposta do sistema MIMO de segunda ordem a uma entrada
do tipo degrau unitério considerando apenas o controlador
K é 0,248 segundos para os dois canais de saida. Enquanto
que o tempo de estabelecimento da resposta a uma entrada
do tipo degrau unitario considerando-se o projeto com o esti-

mador e o controlador é 0,368 segundos para 0s dois canais
de saida.

Utiliza-se a metodologia para alocagdo de zeros descrita no
Teorema 1 com objetivo de atenuar o efeito dos p6los do es-
timador no sistema. Entdo, aloca-se 0s zeros proximos aos
polos do estimador. Para o processo de alocagdo de zeros,
adota-se a regido de acordo com a Figura 2 limitada por uma
circunferéncia de raio p, = 4, com centro em (-26,0) do
plano-s. Ainda, inclui-se 2 semi-retas com angulo 0, < 5°
ao conjunto de restricGes para a alocacdo dos zeros e um

plano a esquerda da reta vertical em o, = —26, 1.
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— i mmm e

\_f-z; 0.01 ,,'

& 0.008 ”

8 o00s )/

> 7
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o ’

€ 0002 l'

< 0
0.012

o~ e

f_é‘ 0.01 L’ -

ﬁ 0.008 I’

D 005 ,' (a)

g , ----(b)

2 0.004 ’

=3 ’

£ 0002 ,'

<

o

0.1 0.2 0.3 0.4 05

Tempo [seg.]
Figura 8: Resposta a entrada de um degrau unitario. (a) para
0 projeto somente com o controlador, (b) para o projeto com
0 estimador e o controlador.

Apos realizar-se a alocacdo dos zeros utilizando o Teorema
1, utiliza-se o Teorema 7 para obter a matriz de ganhos N e
posteriormente obtem-se a matriz M. Observa-se no mape-
amento de pélos e zeros ilustrado na Figura 9 que 0s zeros
foram posicionados préximos aos pélos do estimador, e con-
seqlientemente diminuindo o efeito destes p6los no sistema.

Os parametros de alocacgdo de zeros M e N obtidos sdo:

—0,424 0,047

Vo 324,734 7,445
0.046,088 —0,424 |
| 7,380 324,788

N _ [ 336.364 5,064
5,020 336,416 |

Os pélos de malha fechada s&o:

—16,199 + 9,684j;

—16,198 + 9,6857 relativos ao controlador e —26,818 +
1,2974; —27,017+0,991; relativos ao estimador de estados.
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zeros proximos aos pélos do estimador

Im(s)
2

X

Rélfs)

Figura 9: Mapeamento de pdlos e zeros do sistema com ob-
servador, controlador e apés alocagdo dos zeros.

Apbs a alocacdo, os zeros do sistema sdo: —27,403+1,3467;
—27,983 + 1,2815.

Na Figura 10 é ilustrada a resposta do sistema para uma
entrada do tipo degrau unitério apés a alocagdo dos zeros.
Analisando-se a Figura 10 constata-se que a resposta do sis-
tema apresenta caracteristicas relacionadas com os p6los do
controlador. Este fator mostra a diminuicdo do efeito dos
polos do estimador ao desempenho do sistema.

Amplitude: saida 1

o

-

o
=3

o
=)

o
IS

o
N

Amplitude: saida 2

o
o

0.5

0.1 0.2 0.3 0.4
Tempo [seg.]

Figura 10: Resposta a entrada de um degrau unitério do sis-
tema com observador, controlador e ap6s alocagéo dos zeros.

No proximo exemplo utiliza-se a alocagéo de zeros para al-
terar a constante de erro de velocidade, K ,,, de um dado sis-
tema de controle.

3.3 Exemplo 3

Em (Franklin et al., 1994) é abordada uma metodologia ana-
litica para o aumento da constante de erro de velocidade para
projetos em sistemas de controle utilizando-se a alocacéo de
zeros. Neste trabalho é proposto um projeto para 0 aumento
de K, porém descrito na forma de LMls. Considera-se o sis-
tema de segunda ordem linear e invariante no tempo descrito
na forma de variaveis de estado dado por:

KIEENIEIRR
0 = Lo 1[5

sendo z(t) o vetor de estados, u(t) o sinal de controle e z(t)
a saida do sistema.

Para o projeto do controlador K utiliza-se a metodologia in-
dicada no Teorema 1 e adota-se uma regido para alocacdo
dos polos limitada de acordo com a Figura 2, os parame-
tros de posicionamento dos p6los séo: uma circunferéncia de
raio p = 5 com centro em (0, 0), duas semi-retas com angulo
6 < 50° e uma regido limitada a esquerda da reta vertical em
a=—0,5.

Utiliza-se a metodologia apresentada no Teorema 2 para a
determinacdo da matriz de ganhos L do estimador de estados.
Adota-se uma regido para o posicionamento dos p6los do es-
timador limitada por uma circunferéncia de raio p;, = 5, com
centroem (—15,0). O controlador K e a matriz de ganhos L
do estimador obtidos séo apresentados a seguir:

152,643
K=[278 2672] e L= { 25,653 ]
Utilizando a férmula de Truxal, vide (Franklin et al., 1994),
observa-se que a constante de erro de velocidade K, para
este exemplo € igual a 0,690; e deseja-se para este projeto
uma aumento no valor da constante de erro de velocidade do
sistema.

Os pélos de malha fechada sdo: —0,940; —2,841 relativos
ao controlador, e —13,326 + 0,832 relativos ao estimador.
Neste caso, 0s zeros decorrentes da imposicdo dos pélos do
sistema sdo: —14,717 4+ 5,980j.

Objetiva-se projetar K, > 40 , e entdo, utiliza-se a alocagdo
dos zeros. A férmula de Truxal é dada por (Franklin et al.,
1994):

1 1 1
Lo DER s

entao,

1 1 1 1 1 1 1
— (== (—+—+—+—),
K, 21 22 Pkl Pk2  DPel  DPe2
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sendo, px1 € pr2 0s polos relacionados ao controlador; e 0s
polos p;; e pio relacionados com o estimador. Ainda, z; €
29 S80 0s zeros posteriormente alocados de r(t) para u(t)
(Figura 1).

Desta modo,
Lo (L, 1 L1
K,  \zn 2z —2,841  —0,940
+ ! + !
—13,326 +0,8325  —13,326 — 0,832j5 ) °
1 1 1
— = — 4+ — 1,565; 30
- <+)+ , (30)
considerando-se z; = zo = z em (30), tem-se:
2= 241565
KU - - ) ’
K, = __c > 40
Y 241,565z ’
V4
— % 40 > 0, 31
2+ 1,565z (31)

Analisando-se a equagéo (31), observa-se que o intervalo:
—1,320 < z < —1,277 satisfaz (31). Entdo, para a constante
de erro de velocidade K, > 40 utiliza-se o Teorema 4 para
alocar os zeros em uma regido, de tal maneira que —1,320 <
z < —1,277. Entdo, adota-se uma regido de acordo com
a Figura 2 limitada apenas por uma circunferéncia de raio
p. = 0,02 com centro em (—1,298,0).

Desta maneira, através da alocagao dos zeros, tem-se a cons-
tante de erro de velocidade K, > 40. Os parametros M e N
de alocacdo de zeros sdo descritos a seguir:

2471,281

M= { 265,731

} e N =282,648.

Os zeros de r(t) para u(t) alocados sédo: —1,291 e —1,305,
observa-se que 0s zeros alocados estdo dentro da faixa espe-
cificada em projeto para que a constante de erro de veloci-
dade K, > 40.

A resposta a uma entrada do tipo rampa é ilustrada na Figura
11. Observa-se que o erro de regime para uma entrada do
tipo rampa diminuiu apds a elevagéo da constante de erro de
velocidade, K, utilizando a alocagdo de zeros proposta no
Teorema 4.

Neste exemplo utilizou-se a alocacéo dos zeros para aumen-
tar a constante de erro de velocidade de um dado sistema, e
verificou-se que, alocando-se os zeros de maneira adequada
pode-se especificar K, de acordo com a necessidade do pro-
jetista. Esta metodologia descrita na forma de LMIs possibi-
litara a abordagem de sistemas incertos, que ainda € tema de

-
»

Amplitude

<)
«

(@)

Amplitude

f)empgbiseg.] J

Figura 11: Resposta a entrada do tipo rampa r(t) = ¢: (a)
com alocagdo dos zeros, (b) sem alocacdo dos zeros.

pesquisa dos autores. Uma vantagem é que pode-se abordar
projetos de sistema de controle com alocacéo de zeros para o
caso MIMO que ndo existe na literatura.

4 CONCLUSAO

Neste trabalho apresentou-se uma metodologia sistematica
de alocacdo de zeros via LMIs aplicada em sistemas de con-
trole. A regido proposta para alocagdo dos zeros é mostrada
na Figura 2, e € limitada por uma circunferéncia de raio p,
com centro em —g.,, por uma reta vertical em —c«, e por duas
semi-retas de angulo 6, e —0..

Utilizou-se o posicionamento dos zeros para diminuir ou até
mesmo anular o efeito de po6los que ndo sejam de interesse
do projetista. Ainda, corrigiu-se o erro de regime para uma
entrada do tipo degrau unitario através de uma escolha ade-
quada do ganho N em func¢do da matriz M, o que pode ser
visualizado no primeiro exemplo.

Outro tdpico abordado foi a alteracdo da constante de erro
de velocidade K, de um dado sistema através do posiciona-
mento dos zeros. No segundo exemplo numérico aumentou-
se esta constante para um valor especificado em projeto. En-
fim, o posicionamento dos zeros é uma ferramenta adicional
que tem o objetivo ampliar as opg¢des para projetos em sis-
tema de controle.

O projeto de posicionamento dos zeros é descrito na forma
de LMIs, que quando factivel pode ser facilmente solucio-
nado através de algoritmos de convergéncia polinomial dis-
poniveis na literatura ((Gahinet et al., 1995), (de Oliveira
et al., 1997)). Pelo conhecimento dos autores, a alocacéo
de zeros em uma regido via LMI € original e inédita. Como o
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projeto é descrito na forma de LMIs, pode-se incluir incerte-
zas parameétricas, 0 que torna a metodologia proposta robusta
(Andreaetal., 2004). Isto é objeto de pesquisa por partes dos
autores.
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