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RESUMO proach.

Reducdo de ordem de modelos monovariaveis, de sisteniésYWORDS: order reduction, linear systems, frequency do-

lineares invariantes no tempo, continuos, descritos p@ urmain, polynomials, minimization.

funcado de transferéncia racional, € uma técnica amplamente

difundida na simplificacdo de modelos, como forma de redy- INTRODUQAO

zir complexidade envolvida em analise e projeto. Um método

simples para reducao de ordem baseado na minimizacéopigducao de ordem para simplificagéo de sistemas lineares é

norma dos coeficientes do numerador do polindmio de er(na técnica conhecida de longa data, e os métodos para sim-

€ proposto, e diversos resultados apresentados demomstraglificacdo sdo bastante diversificados. O truncamento mo-

validade e o mérito da abordagem. dal, com retencéo de pélos dominantes é uma técnica inte-

ressante, mas € limitado ao caso em que ha dominancia mo-

Yal (Aguirre,1993). Diversos métodos baseados em otimi-

zacado foram propostos, onde alguma funcao é minimizada

ou maximizada com respeito aos parametros do modelo (El-

ABSTRACT Attar e Vidyasagar, 1979; Hsia, 1972). Métodos baseados na
descricdo no espaco de estados também sdo muito aplicados,

Model order reduction for linear-time invariant systemssendo que os mais utilizados séo fundamentados na realiza-

SISO, given by a rational transfer function, is a well-knowrtgo balanceada (Moore, 1981; Perenbo e Silverman, 1982;
technique for model simplification, as a way to reduce comyluscato, 2000)

plexity involved in analysis and design. A simple method

for model order reduction by norm minimization of the er-A reducéo de ordem tanto pode aplicar-se a modelos de larga
ror polynomial numerator coefficients is proposed, and margscala, ou seja, de ordem muito elevada (Mansour e Mehro-

presented results show the validity and quality of this ag¥a, 2003), como para modelos de ordem moderada, em apli-

cacoes tipicas de sistemas de controle. O método que sera

PALAVRAS-CHAVE : Reducéo de ordem, sistemas lineare
dominio da frequiéncia, polindmios, minimizagao.

Artigo submetido em 24/01/2007 discutido a seguir é sugerido para reducdo de modelos es-

la. Revisdo em 21/05/2007 taveis. de f . d d da. A t

2a. Revisio em 12/09/2007 aveis, de fase minima, e com ordem moderada. A proposta

3a. Revisdo em 13/03/2008 consiste basicamente em considerar uma funcao de erro entre

Aceito sob recomendag&o do Editor Associado o modelo real e o de ordem reduzida, para a partir da minimi-
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zacéo da norma dos coeficientes do polinémio do nume "
desta funcéo, encontrar os parametros desconhecidos¢ g _ |
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1) Figura 1: resposta em freqliéncia do exemplo 4.2.

O problema de reducao de ordem consiste em obter um
cdo de transferéncia que aproxime aquelada Eq. 1, de ¢ R N
com uma determinada métrica:
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O poIinc‘)mioa(s)tem graur < n eZA)(s) tem grau <m. E
importante destacar que certos poélos do sistema, como -140
minantes, podem ser retidos na solucéo, assim como ¢

zeros, ou o grau relativo da funcéo de tranferéncia ori T
pode ser preservado, o que resulta em diferentes forr

reducdo. Tal deciséo é atribuida ao que se deseja como mo- Figura 2: errce(jw) para o exemplo 4.2.

delo reduzido. Entretanto, em muitos casos, como seré

a seguir, nao ha poélos dominantes e nem sempre € pc 12
realizar cancelamento de zeros e polos, o que justifica
dagens baseadas em problemas de otimizacao.

3 METODOLOGIA PROPOSTA

— original
——— proposed
---- Lp norm min a

amplitude

A funcao de transferéncia original pode ser escrita come
ordem reduzida mais um erro:

0.4

0.2

G(s) = G(s) + e(s) 3)
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Manipulando esta equa¢édo com o uso das Eq. 1 e E

obtém-se: Figura 3: resposta ao degrau do exemplo 4.2.

A A

(o) — ) 0) ~P(5)a(s) @

a(s) 4(s)

N(s) = p(s) A(s) — P(s)a(s) (5)

A aproximagéo pela reducéo é tanto melhor quanto menor
for e(s) em alguma métrica. Seja o numerador da func& método proposto para reducdo do modelo consiste na so-
e(s): lugcdo do seguinte problema:
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min norm? {coef[N(s)]}

s.a. ;]\(s) € Hurwitz (6) G(s) = ;oe(s)=0

A proposta tem, de forma geral, uma estrutura semelhanté/strando a validade do método. A seguir, uma pletora de
metodologia desenvolvida por Sou et al (2005); porém, hexemplos serd apresentada para validar diferentes sitsiacod
diferencas em relacdo ao dominio, pois no trabalho de Sou

a abordagem é para sistemas de tempo discreto, ou sisterﬁaé Sistema de terceira ordem

discretizados pela aproximacéo de Tustin, e também no qué

diz respeito a norma utilizada para funcdo objetivo. Diverq sistema de terceira ordem a seguir foi utilizado como
sas restricbes que visem reter certas caracteristicas-do gkemplo por El-Attar e Vidyasagar (1978), cuja metodolo-
tema original podem ser consideradas, além da restricao qy|§ ¢ paseada na minimizacdo das norinas...Tal mo-
garante a estabilidade do modelo reduzido. O numero @gjo nzo apresenta polos dominantes, nem zeros para justifi-

variaveis da funcdo objetivo depende da ordem desejadg& guasi-cancelamentos. A fungéo de transferéncia aalotad
da quantidade de zeros considerada, e sao os coeficienteg dg 44 por:
@(s)ezAﬂ(s). A funcéo objetivo é quadrética, logo, a conver-

géncia dos algoritmos para uma Unica solugdo, se a mesma

existir, € assegurada para uma boa escolha de condicdes ini- G(s) = 1
4 EXEMPLOS Considere o modelo reduzido de segunda ordem, com um
zero, dado por:
4.1 Sistema de ordem minima
Uma forma interessante de validar a proposic¢éo € verificar é(s) = 2057+d
sua eficacia em um sistema com cancelamento exato de zeros s +as+b
e polos, o que leva a um modelo exato de ordem minima.
Seja a funcao de transferéncia: A solucgédo da Eq. 6 leva a funcao de transferéncia:
453 4 2852 + 68s + 60 A —0,12465 + 0, 4455
G(s) = 3 2 r G(s) =
5%+ 883 42452 4+ 32s + 15 s2 +1,2804s + 0, 4851

Utilizando o método proposto, sera obtido um modelo red

zido de primeira ordem. O modelo reduzido é dado por: Lb modelo reduzido de Vidyasagar € dado por:

N b A ~0,0911s + 0, 3806

_ a —
Gs) =1 v($) = 57100545 70,3360

o p,roblema de minimizag&o para encontrar 0s parametros rig. 1 mostra a resposta em freqiiéncia para o sistema ori-

eb é dado por: ginal e para as aproximacoes obtidas com a metodologia pro-
posta e pelo modelo de Vidyasagar. A magnitude do erro é
vista na Fig. 2 e aresposta ao degrau dos trés modelos é vista

fla,b) = (4 —b)? + (28 + 4a — 8b)%+ na Fig. 3. As duas aproximacgfes sdo bastante consisten-
migl +(68 4 28a — 24b)? + (60 + 68a — 32b)*+ tes, inclusive quanto & fase. Os dois sistemas apresentam um
“ (60a — 15b)2 zero no semi-plano direito do plano complexo, sendo de fase
ndo-minima. Ambos os modelos sao estaveis, 0 que mos-
S.8.0 — b tra 0 mérito da metodologia. A magnitude do erro em baixas
5> 0 4 frequéncias é constante no modelo de Vidyasagar, pois na sua

metodologia, a restricdo de mesmo ganho DC n&o € imposta

ao problema de otimizacao resultante. Este fato também fica

A solucao do problema leva a funcéo de transferéncia e aftido pela observacéo da resposta ao degrau dos dois mode-
erro seguintes: los reduzidos.
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Tabela 1: Aproximacdes da funcao de transferéncia da seggmrdiferentes métodos

» .
MODELO TRiLliglc:;égEDNECIA Jo a(:gzg?;ﬁpwa o7 le(jw)|2dw
é Proposto % 0,0012 0,0109
S . 0,923
§ Hsia 0% 0,0010 0,0149
[ o] 0000
% Proposto S ?;727?)382 1?219 0, 000086 0, 0089
%é’ Hsia 5 i?iﬁi 2+ 52??506 0,000123 0,0124
| ot D 0 0|
4.3 Sistema de quarta ordem quadrado da funcéo errdjw) = G(jw) — é(jw), a meto-

dologia proposta apresenta o melhor desempenho, haja vista
gue a minimizacdo da norma dos coeficientes do numerador
de tal funcdo assegura uma melhor aproximacdo no domi-
nio da frequéncia. No caso de primeira ordem, o método

$3 4+ T2 + 245+ 24 propost(z e o de Hsia apresentam melhores resul_tado_s, coma
s+ 105° + 3552 + 505 1 24 realizacdo balanceada sendo o de desempenho inferior.

Seja a funcdo de transferéncia de erdem (Hsia, 1972),
dada por:

G(s) =

Dois modelos reduzidos serdo estudados, um de primeirdtét  Sistemas compartimentais
um de segunda ordem, com preservacao do grau de Mc

lan. Tem-se entdo modelos reduzidos com as formas: NESte exemplo & abordado por Aradjo et al (2006), onde €

demonstrado um comportamento aproximado como de pri-
meira ordem em sistemas compartimentais. A funcdo de

A cs+d transferéncia em questéo é dada por:
Ga(s) = s2+as+b
G(s) st 4753 + 1652 + 145 + 4
S) =
A b s+ 1054 + 3553 + 5152 + 295 + 4
Gl(s) = N
s+a

Aplicando o método proposto, obtemos como modelo redu-

A metodologia proposta sera comparada ao método de HE{g0 de primeira ordem:

e com o0 método da realizagao balanceada e reducao a partir

de perturbacéo singular. A tabela 1 mostra os resultados ob-

tidos, e algumas comparagfes podem ser estabelecidas. Para A (s) = 0,447
segunda ordem, o método da realizacdo balanceada apresenta s+0,447
melhor desempenho no dominio do tempo, quando observa-
se uma integral do erro quadratico da resposta ao degrau com
menor valor dentre os trés métodos; o método proposto

0 que apresenta segunda melhor performance neste critério,
ainda assim comparavel em termos de qualidade ao método
da realizacdo balanceada. O método de Hsia também tem é(s) _ 0,524
um bom desempenho neste critério, porém é o pior dentre 5 +0,524
os trés. Quando passa-se ao critério da integral da norma ao

método da aproximacgao compartimental foi obtido:
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Figura 4: Resposta em freqiiéncia do exemplo 4.4.
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Figura 6: errae(jw) para o exemplo 4.5.
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4.5 Outro sistema de quarta ordem
A funcao de transferéncia de quarta ordem abaixo € usada

como exemplo em Muscato (1990):

Gls) = 0,55% + 952 4 47,552 + 955 + 62
(s 1) (s+2)(s+3)(s+4)

Aplicando a metodologia proposta, com restriges adiésona
G(o0) = 87'(00) eG(0) = 8‘(0), obtém-se:

A 0,5s% + 5,895 + 7,67
G(s) = —3
s24+3,91s+ 2,97

A aproximacao é excelente, como pode ser visto na Fig. 5. A
Fig. 6 mostra a comparacao do erro entre 0 método proposto
e o da realizacao balanceada aplicando truncamento direto e
também perturbacgéo singular.

4.6 Sistema de sexta ordem

Este caso é descrito por Muscato (2000), com uma fungéo de
transferéncia dada por:

165 4+965°+9365% 4780543250
$0+13,255+158,651+59455+276552+10505+2500

G(s) =

Obtém-se os modelos dé &té 2 ordem:

Golo) = 11,2083 + 4,80s% + 43, 77s .
5\ = 5173, 985% 1 35,3055 + 10,502 + 33, 675’
b 11,2082 + 4,805 + 43,77
o) — .
4 st 13,9853 + 35,3052 + 10,505 + 33,67
A 1,72s
Gy(s) = )
3(5) = 570.2652 1 1,305
A 1,72
GQ(S) =

240,265+ 1,32

As Figs. 7 e 8 mostram, respectivamente, as respostas dos
modelos reduzidos de4 5 ordens, e para®2e 3 ordens.

Um fato interessante é que os sistemas reduzidos'de 5

3* ordem obtidos n&o foram de ordem minima, onde ambos
apresentaram um zero e um polo sobre a origem. Como con-
sequéncia, os modelos reduzidos, se simplificados, resulta
nos obtidos parade 2* ordem, respectivamente.
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5 UMA DISCUSSAO SOBRE A ESTABILI- i
DADE DO MODELO REDUZIDO

-20

-40

sistema original
42 e 52 ordem

Neste ponto, apds varios exemplos, faz-se mister disc ©
imposicao da restricdo de o denominador no modelo | 80
zido ser Hurwitz, de forma a assegurar a estabilidade c
lugdo. A mesma introduz ndo-convexidade ao problen
otimizacao, caso a ordem desejada do modelo reduzid
maior ou igual a 3, com desigualdades no minimo biline.
Sera feita a seguir uma tentativa de relaxar esta restrag@
obter condicdes suficientes, o que ira se mostar ndo-i
até para um caso extremamente simples.

Magnitude (dB)

Fase (9)

10°

frequéncia (rad/s)

Considere a reducdo paré drdem de um sistema original-

— modelo original
~100 - — —— 22e 3 ordem ~

mente de 2 ordem, ou seja: Figura 7: resposta em frequiéncia pata£* ordens.
b15 + b2 50
G(s) = z——"—

S“ 4+ a18 + as 0 i

. b <
Gls) = —= R 1

S+ a1 E

=

O problema de otimizac&o sem restricbes consiste em:

-150

ngin (bl —3)2 + (bg +bia — a13)2 + (bga — a23)2 T

Fase (9)

b,a 90 7
-135 -
A solucdo pode ser obtida de forma direta: T 5
10 10 10 10 10

frequéncia (rad/s)

. —biby — biboa? + a1b? + biboag + ayasb’ . A
a=—+2 1= CUN TTIRee T e Figura 8: resposta em freqiiéncia patae23* ordens.

b2 4 b2 + (arby — aghy)’
—byb2as + b3 + b1b2 + a1b3
b2 + b2 + (aiby — ashy)’ imposta. A metodologia perde entéo a elegéancia da otimi-

zacdo convexa, além de existir a possibilidade de o método
E possivel notar que, até para um caso bastante simples, &l§-otimizacdo utilizado atingir minimos locais. Entretant
ficil estabelecer condigdes sobre o sistema original dedor @ busca do minimo global pode ainda ser feita através de
a preservar a estabilidade do modelo reduzido. Isto justifi@/90ritmos consagrados, como o determinisbicanch and

0 uso da restricdo imposta. Seja por exemplo a funcao B8Undou o estocasticsimulated anealing
transferéncia:

b=

6 CONCLUSAO
1,3s+1 . ~ ~

(8)=5—"~+> Uma metodologia para reducédo de ordem de funcbes de

$° 40,4542 transferéncia estaveis de sistemas lineares invariames n
tempo, a pardmetros concentrados, baseada na minimizagao

&4 norma dos coeficientes do polinémio do numerador do
erro em frequéncia foi apresentada, e a aplicacdo do mesmo

0,172 numa pletora de exemplos deixou clara a validade do método.
s—0,322 Até mesmo quando a ordem do modelo reduzido € aparente-

mente proibitiva 0 método mostrou-se efetivo, culminando

Que é instavel, ainda que a funcao de transferéncia origireth um modelo reduzido estavel. A comparacao com mé-

seja estavel e de fase minima. Isto justifica 0 uso da restricébdos baseados em realizacao balanceada e outros também

A solucao para o problema de minimizagéo sem restricdes

A
G:

240 Revista Controle & Automacao/Vol.19 no.3/Julho, Agost o e Setembro 2008



ja consolidados, tradicionais em aplicacdes de reducdo de
ordem, mostrou que o método aproxima adequadamente a
funcao de transferéncia, sendo aplicavel e demostrando bom
desempenho, conforme mostrado nos diversos exemplos dis-
cutidos neste trabalho.
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