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ABSTRACT multivariaveis lineares sob realimentacdo da derivada dos
estados é proposta. Este método é baseado em LMIs e supde
In some practical problems, for instance in the contrajjue a planta é controlavel e ndo possui pélos na origem. Ele
systems for the suppression of vibration in mechanicgdermite a insercdo de restricdes de projeto tais como: taxa
systems, the state-derivative signals are easier to obtaja decaimento, restricdes na saida do sistema e a existéncia
than the state signals. A new technique for stabilizatioge falhas estruturais. E proposta também uma metodologia
of linear multivariable systems by state-derivative festb de Otimizagéo que obtém os ganhos dos controladores com
is proposed. The proposed method is described in Lineafenores normas. A eficiéncia do procedimento de projeto é

Matrix Inequalities (LMIs) and assumes that the plant iflustrada através da solucao de trés exemplos de aplicacao.
a controllable system with poles different from zero. It

can include design constraints such as: decay rate, bourffs AVRAS-CHAVE : Desigualdades Matriciais Lineares
on output peak and structural failures. An optimizatiofLMIs), Realimentacdo da Derivada dos Estados, Taxa
procedure to obtain the controller gain with constraintia t de Decaimento, Restricdes na Saida do Sistema, Falhas
norm is also proposed. The efficiency of design procedure Esstruturais.

illustrated through three numerical examples.

KEYWORDS: Linear Matrix Inequalities (LMIs), State- 1 INTRODUGAO

Derivative Feedback, Decay Rate, Bounds on Output Pe

. a/&'realimentagr?lo de sistemas constitui a base da teoria de
Structural Failures.

controle e uma técnica comumente usada é a realimentagéo
dos estados (Ogata, 2000; Dorf and Bishop, 2001; Chen,
RESUMO 1999). Neste trabalho prop&e-se novos resultados usando

_ _ uma outra técnica de realimentacdo, que é a realimentacao
Em alguns problemas praticos, por exemplo em sistemgg derivada dos estados.

mecénicos para controle de vibragdes, € mais facil obter

o sinal da derivada dos estados do que os sinais dbgs Lewis and Syrmos (1991) é feita uma abordagem

estados. Uma nova técnica para estabilizagdo de sistemagstrando que algumas vezes esse tipo de realimentacéo
€ essencial para que o sistema controlado apresente um

Artigo submetido em 05/10/2006 (1d:750) desempenho satisfatério. Contudo a motivagdo para esse

Revisado em 13/02/2007, 17/09/2007, 10/04/2008 e em 27/11/2008 trabalho, reside no fato que existem problemas praticos em
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qgue a derivada dos estados € mais facil de se obter gmgramacéo matematica, como o MATLAB (Gahinet et al.,
gue os sinais dos estados. Como exemplo pode-se cil®95) ou o LMISol (de Oliveira et al.,, 1997), e ainda
sistemas nos quais 0s sensores usados sdo acelerdbmep@snitem que os resultados encontrados, em geral, sejam
A partir da aceleracédo é possivel obter a velocidade cofacilmente estendidos para sistemas que possuem incerteza
boa precisédo, porém se o sinal for integrado mais uma vens parametros da planta ou que estejam sujeitos a falhas
o resultado tera um acumulo de erros e ndo representasiruturais (Isermann and Ballé, 1997; Isermann, 1997).
o deslocamento satisfatoriamente (Abdelaziz and3¢ld Devido a essas flexibilidades, LMIs tém sido usadas para
2004), dai os sinais usados para realimentar esses sistemes®lver diversos tipos de problemas de controle (Teixeira
sdo: a aceleracdo e a velocidade e estes sdo justamesttal., 2003; Teixeira et al., 2005; Teixeira, Covacic and
as derivadas da velocidade e da posi¢cdo, que representassuncdo, 2006; Assuncao, Marchesi, Teixeira and Peres,
as variaveis de estado do sistema. Devido ao seu bai2007; Assun¢do, Andrea and Teixeira, 2007; Faria et al.,
custo os acelerébmetros tém sido cada vez mais usados p2089).
industria. As aplicagdes mais comuns séo em controle de . L .
oscilacdes de sistemas mecanicos (Abdelaziz andialgla Neste trabalho sdo propostas condicdes necessarias
2004; S. K. Kwak and G. Washington and R. K. Yedavallii® Suficientes, baseadas em LMI, para que sistemas
2002a), na industria automobilistica (E. Reithmeier and @hultivariaveis lineares realimentados com a derivada
Leitmann, 2003), na engenharia aeronautica (S. K. Kwak aftpS estados sejam assintoticamente estaveis. Se a planta
G. Washington and R. K. Yedavalli, 2002b) e na engenharRPSsui restricées de desempenho, entdo nem sempre a
civil (Y. F. Duan and Y. Q. Ni and J. M. Ko, 2005). Técnicasestabilizagdo é suficiente. Para resolver este caso, foram
realimentag&o da derivada de estados, tém sido exploradaida no projeto do controlador. Também séo apresentadas
sob varias metodologias. Em (Abdelaziz and ¥elka 2004) pondlgoes suflglgntes para o projeto de S|stemas com
é apresentada uma solug&o para plantas com uma entradcgrtezas politdpicas ou sujeitos a falhas estruturais.
uma saida (SISO). Os autores desenvolveram uma férmllg\la . L .
. . stricbes de desempenho atuam no transitorio do sistema,
de Ackermann generalizada. Usando o conceito de espaco dé ~ . .
. o : mas a solugdo encontrada nem sempre € implementavel.
estados reciproco (do inglés, Reciprocal State SRES), )
) L : : Isso pode acontecer nos problemas em que a magnitude
um projeto para controle 6timo de sistemas lineares fqj A L
) dos parametros do controlad®f deve ser limitada para
proposto por (S. K. Kwak and G. Washington and R. K.. .© : ~ o .
: o = . iabilizar sua implementacéo préatica. Esse problema é
Yedavalli, 2002a). Em (Teixeira, Assuncdo, Cardim and . L o ST .
. : . resolvido adicionando um critério de minimizacdo no pujet
Covacic, 2006; Cardim et al., 2008) os autores apresentaram L L .
. 0 controlador. O critério proposto € simples e usa o comceit
uma nova forma de se obter o controlador da reallmentac;go - .
) . . ~ e norma matricial (Meyer, 2000; Boyd et al., 1994), para a
da derivada dos estados a partir da realimentacéo de estad&s ~ :
usual obfencédo de uma soluc&b apropriada.

Alguns autores (Bunse-Gerstner et al., 1992; A. Bunséaf fim de mostrar a viabilidade e eficiéncia da técnica

Gerstner and Nichols, 1999: Duan et al., 1999: Garciao_roposta, alguns exemplos numéricos sédo apresentados.

Planas, 2003) tém usado a realimentacdo derivativa e y
proporcional (1(t) = Lx(t) — Kx(t)) no estudo de sistemas2 REALIMENTACAO DA DERIVADA DOS
descritores, ESTADOS EM SISTEMAS LINEARES
Ex(t) = Ax(¢t) + Bu(¢).
Considere um sistema controlavel multivariavel linear e

Ao contrario das técnicas presentes em (Abdelaziz affdv@riante no tempo, representado na forma de espaco de
Valasek, 2004; Teixeira, Assungdo, Cardim and Covaci€Stados )

2006), a metodologia proposta nesse trabalho n&o necessita x(t) = Ax(t) + Bu(t), o

de técnicas de controle auxiliares para a solugdo do y(t) = Cx(1),

problema. O objetivo desse trabalho € encontrar Condi96§§nd0x(t) € R", A € R, B € R™™, u(t) € R™,

para a estabilidade de sistemas lineares usando apepas R™" ey(t) € R".

a realimentacdo da derivada dos estados, os resultados

propostos sdo aplicaveis em sistemas lineares com méltipBupondo que o sistema (1) néo apresenta polos na origem
entradas e mdltiplas saidas (em inglés, Multi-Input Multi{det(A) # 0). O objetivo é encontrar uma matriz constante
Output MIMO) e sao obtidos na forma da solugdo d& < R™*", tal que, ao realimentar o sistema (1) com a
Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs, do inglés Lineagntrada de controle

Matrix Inequalities). LMIs quando factiveis, séo facilnen

resolvidas em microcomputadores usando softwares de u(t) = —Kx(t), (2)
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o sistema em malha fechada, dado por (1) e (2), seg¢ PROJETO DO CONTROLADOR
assintoticamente estavel e a matiiz- BK) seja invertivel
(defI + BK) # 0). Dai o sistema em malha fechada pod&lesta secdo séo propostas condi¢des necessarias e sedicient

ser representado da seguinte forma: para que o sistema (3) seja assintoticamente estavel.
Adicionalmente, incorpora-se as restricbes de taxa de
%(t) = Ax(t) — BKx(t) < (I+ BK)x(t) = Ax(t) decaimento e restricéo de saida no projeto do controlador a

o %(t) = (14 BK) 'Ax(t). fim de melhorar o desempenho do sistema.

3)
3.1 Condicéo de estabilidade

Em (Teixeira, Assuncéo, Cardim and Covacic, 2006; Cardim projeto do controlador é realizado usando o conceito de
et al., 2008) os autores mostram que se o sistema (@3tabilidade assintética, através da analise da exiatéleci
ndo tem polos na origem, entdo pode-se obter o g&dho uma funcdo de Lyapunov (Ogata, 2000; Dorf and Bishop,
da realimentacé@o da derivada dos estados (2), a partir 2801; Chen, 1999; Boyd et al., 1994) para o sistema
realimentacéo de estados usualt] = —Lx(t)). Uma das (3). O préximo teorema apresenta condicdes necessarias
grandes vantagens dessa metodologia € que ela permite o gis@uficientes para que (3) seja assintoticamente estavel.
de técnicas ja consagradas na literatura para a obtencdopiftante a prova do teorema usa-se a seguinte propriedade
ganhoK. A técnica consiste em substituift) = —Lx(f) de soma de matrizes:

em (1), obter o sistema em malha fechada

) Propriedade 1 Para toda matriz M n&o simétrica
x(t) = (A — BL)x(t). (M # M'), seM + M’ < 0, entdaM & invertivel.

Resolver esse problema através de uma das inUmef@$ema 1 Existe uma matrizK tal que (I+BK) é
técnicas ja conhecidas na literatura, tais como: alocacffiertivel e o sistema (3) é assintoticamente estavel se e
de polos, LQR, ou LMIs. E entdo obter o gankbda somente se, existe uma matriz simét@ac R™*" e uma
realimentacdo da derivada dos estados atraves da igualdaggyiz vy ¢ R™*". satisfazendo o seguinte conjunto de
1 LMls:

K=L(A-BL) " 4)

AQ+QA'+ AY'B' +BYA' <0, (5)

Uma outra metodologia pode ser encontrada em (Abdelaziz Q>0. (6)

and Valdek, 2004), onde os autores apresentam um . 565) e (6) sio factivei " trolad
técnica para alocacdo de polos com realimentacéo gasmequagoee ) e(6) sdo factiveis, entéao um controlador
Qe resolve o problema pode ser dado por:

derivada dos estados, usando uma generalizagdo da form
de Ackermann. Assim como a férmula de Ackermann K=YQ @)
classica, os resultados apresentados necessitam que sejam '

encontrados os polos de interesse através de uma outra

técnica de controle para a obtengédo do controlalor Prova: (Suficiéncia) Suponha que existel@ e Y
Essa metodologia ndo pode ser aplicada em sistemsstisfazendo (5) e (6).

multivariaveis fn > 1). Fazendo as substituicdes de variave =P1,

o . Y = KP~! e substituindo em (5) obtém-se
Embora eficientes, as duas metodologias citadas

anteriormente ndo resolvem sistemas incertos (Veja AP (I+BK) +(I+BK)P A’ <0. (8)
Secédo 3.3). Estudos recentes, mostram que a alocacdo de
pélos de sistemas lineares incertos usando realimenta¢dsando a Propriedade 1 em (8) tem-se que a matriz
da derivada dos estados pode ser realizada através de LMis- BK)P~1A’ & invertivel. Portanto as matrizes
(Faria et al., 2009). A metodologia apresentada usa (& + BK) e A’ também s&o invertiveis, dai multiplique (8) &
conceito deD-estabilidadepara a alocacdo dos pélos doesquerda pdP(I + BK) ! e adireita pof(I + BK)'| ' P
vértices do sistema incerto em uma determinada regido dmbtenha
plano complexo.

PI+BK) 'A+A'[I+BK)] 'P<0. (9
Nas proximas sec¢des sédo apresentados resultados que podem
ser usados na solucéo de sistemas incertos e multivaridvidiste que a inequacao (9) é equivalente a fungéo de Lyapunov
(m > 1), para a obteng&o do controlad€rque estabiliza o para o sistema (3). Por hipétese tem-se Bue Q! > 0.
sistema (3). Dai segue que, se as LMIs (5) e (6) séo factiveis, entdo existe
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uma matriZP satisfazendo as condi¢des de Lyapunov paraRvova: (Necessidade) Inserir a restricdo de taxa de
sistema (3). Logo (3) é assintoticamente estavel. decaimento no sistema (3) € equivalente a trocar a inequagéo

. ] V(x(t)) < 0 por (Boyd et al., 1994):
(Necessidade) Para provar a necessidade note que se (3) é

assintéticamente estavel, entdo exBte 0 satisfazendo as V(x(t) < =29V (x(t)), (13)

condicdes de Lyapunov. Logo as inequacgbes (5) e (6) SggndoV(x(t)) — X/(1)Px(t) uma funcio quadratica de

factiveis. Lyapunov. Substituindo (3) eii(x(t)) tem-se
Pelo Teorema 1 conclui-se que o estudo da estabilidade V(x(t)) = ¥ (t)Px(t) + X' ()Px(1)
assintdtica do sistema (3) é equivalente ao estudo da =x'(t)P(I+ BK) *Ax(t)+

factibilidade das LMIs (5) e (6). Isso facilita o estudo , , 1!
de estabilidade do sistema, pois LMIs quando factiveis s&o x'(H)A" [(1+BK) ] Px(t).
facilmente resolvidas através de softwares de programag@gtso de (13) segue que

matemética. Dentre os quais citamo$ATLAB (Gahinet

et al., 1995) que é o0 mais usado d WlISol (de Oliveira x'(t)P(I+BK) *Ax(t)+

et al., 1997) que é de dominio publico. X (DA [(T+ BK)*l]' Px(t) < —29% (H)Px(1)

A estabilidade do sistema (3) nem sempre € suficiente, pois., p(1 + BK) 1A + A’ [(1+ BK)fl}’P < —2¢P.
existem projetos que possuem restricbes de desempenho. A (14)
modelagem em LMIs permite que algumas dessas restricdes

sejam adicionadas de maneira simples ao projeto decorre diretamente de (14) quP(I+ BK) 'A +
controlador. Por exemplo a restricdo de taxa de decaimenta. [(I+ BK)—l}’P < 0, entdo usando a Propriedade 1

conclui-se que a matriP(I + BK) " é invertivel. Dai

3.2 Estabilidade com restricdo de taxa de multiplique (14) & esquerda péf + BK)P~* e a direita
decalmento por P_l(I + BK)I e obtenha
Em (Boyd et al., 1994) a taxa de decaimento é definida comoAP " (I+BK)' + (I+ BK)P A’
sendo o maior nimero real ~ > 0, tal que, I+BK)P ! (-29P)P ' [I+BK)'| <0
lim e*|x(t)|| =0, & A(P1+BKP ) + (P71 BKP ) A/~
t—o0
3 (P~'+BKP ') (-29P) [P + BKP )] <0.
para toda solucas(t) de (3),t > 0. (15)

A restricdo de taxa de decaimento é usada para diminwplique o complemento de Schur (Boyd et al., 1994;
o0 transitorio do sistema. O proximo teorema encontrAssuncdo and Teixeira, 2001) na inequagdo acima e obtenha
condi¢Oes necessarias e suficientes para que (3) tenha taxmequacdo (16). Definind®@ =P~ e Y = KP !,
de decaimento maior que conclui-se gue as inequacées (16) e (10) sdo equivalentes.
ComoP é matriz da funcdo de Lyapunov, segue e
Teorema 2 Existe uma matrizK tal que (I+BK) é ( o p-1— Q > 0. Portanto quando (10) e (11) s&o
invertivel e o sistema (3) € assintoticamente estavel cran tagactiveis, o sistema (3) é assintoticamente estavel coen tax
de decaimento maior que se e somente se, existe Umaje decaimento superiora E o controladoK pode ser dado
matriz simétricaQ € R™*"™ e uma matrizY € R™*" por (12).
satisfazendo o seguinte conjunto de LMls:
(Suficiéncia) Como mencionado anteriormente, se (10) e

AQ+QA’'+BYA' + AY'B’ Q+BY (11) s&o factiveis, entdo exis > 0 satisfazendo a
Q+Y'B _Q <0, condicad/ (x(t)) < —2vV (x(t)), dai (3) & assintoticamente
2y 10) estavel com taxa de decaimento superior a O
1
Q> 0. (11) Ao momento, foram apresentadas condi¢Bes necessérias e

suficientes para o projeto do controlador de sistemas kisear

Se as inequacdes(10) e (11) sdo factiveis, entdo um deterministicos. Porém ja & conhecido na literatura (Boyd

controlador que resolve o problema pode ser dado por: et al., 1994) que projetos de controle usando LMIs podem,
de um modo geral, ser facilmente adaptados para sistemas

K=YQ . (12) incertos.
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AP 14BKP ) + (P '+BKP ) A’ P !{BKP!

-1 < 0. 16
(P~'+BKP 'Y P (16)
2y

3.3 Condicdo de estabilidade de Prova: Supondo que (20) e (21) séo factiveis. Segue de (18)
sistemas lineares incertos e (20) que

p
Considere um sistema controlavel linear e invariante no Zai[AiQJFQA; +A;Y'B + BYA]]
tempo que possui incertezas politépicas, descrito por: =

x(t) = zp:aiAix(t) + Bu(t), (17) = <Z aiAi> Q+Q <Z aiAil>

=1

p p
+ (Z a,-Ai> Y'B' + BY (Z a,-Ai’> <O0.
=1

i=1

e

p
a; >0, i=1,-,p, Y ai=1, (18)
i=1 SubstituindoA = a;A; + ... + a,A, em (5), tem-se
sendop a quantidade de vértices do politopo eine o;  due quando (20) e (21) séo factiveis, o sistema incerto (17),
ndmeros reais desconhecidos. satisfaz as LMIs do Teorema 1. Logo (17) € assintoticamente
estavel. O
Aplicando a técnica proposta por (Teixeira, Assunc¢ao,

Cardim ar.1d Covacic, 2006) no sistema (17), obtém-se g, maneira similar pode-se estender o resultado do Teorema
igualdade: 2 para sistemas incertos.

invertivel e o sistema (17) é assintoticamente estavel com
taxa de decaimento maior que se existe uma matriz
Observe na equacao (19) que o controlador obtido, depengigétricaQ € R"*" e uma matriZY € R™*" satisfazendo
dos nimeros;. Na pratica esses valores sdo desconhecidasseguinte conjunto de LMIs:
Dessa forma, a técnica proposta por (Teixeira, Assungao
Cardim and Covacic, 2006) ndo pode ser usada para 4 AiQ + QAi+BYA{+A;Y'B’ Q+BY

—1

p - . ,

K=L <Z ;A — BL> . (19) Teoremad Existe uma matrizK tal que (I+BK) é
i=1

solucdo do sistema (17). Por motivos semelhantes, a férmul Q+Y'B Q <0,

de Ackermann generalizada proposta por (Abdelaziz an 2y

Valések, 2004) também n&o pode ser aplicada em (17). (23)
Q > 0. (24)

O projeto de controladores com LMIs pode resolver o

sistema (17), considerando apenas os valores dos vérticesxf as inequacdes(23) e (24) sao factiveis, entdo um
politopo da matriz. O préximo teorema propde condigde@ontrolador que resolve o problema pode ser dado por:
suficientes para a estabilidade de (3), substituindo onséste K=YQ (25)
deterministico (1) pelo sistema incerto (17).

Teorema 3 Existe uma matrizK tal que (I+BK) é Prova: A provasegue diretamente das provas dos Teoremas

invertivel e o sistema (17) é assintoticamente estaveisiex 2e3. O
uma matriz simétric) € R™"*" e uma matrizy € R™*"
satisfazendo o seguinte conjunto de LMls: Certos tipos de falhas estruturais podem ser representadas
, .y , ‘ como um sistema (17) e entdo serem resolvidas usando os
AiQ+ QA+ AY'B +BYA; <0, i=1,2,....,p, Teoremas 3 ou 4. Na Secdo 4, um exemplo pratico é
(20)  resolvido sob essa metodologia.
Q>o. (21)
O projeto de controle através de LMIs além permitir o
Se as inequacgdes(20) e (21) sdo factiveis, entdo um tratamento tanto de sistemas deterministicos quanto de
controlador que resolve o problema pode ser dado por: ~ Sistemas incertos, também permite a inclusdo de diversas
restricdes de desempenho, por exemplo restrigdo de saida no
K=YQ ' (22)  sistema (Boyd et al., 1994).
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3.4 Condicao de estabilidade com saida sendguy > 0, 3 > 0, K # 0 e (Conjunto de LMIs) definido
limitada por (5) e(6), ou(10)e (11) para sistemas deterministicos, ou
(20) e (21), ou (23) e (24) para sistemas incertos. Podendo
Quando o sistema (3) é assintoticamente estavel, o seu vaarda incluir as restricde$27) e (28).
da saidgy (t) = Cx(¢) pode ser limitado da seguinte forma:

max |ly(t)]| = max /3y (0)y(t) < &, (26) Prova: Aplicando o complemento de Schur em (29) tem-se

sendot > 0 e & uma constante real positiva pré- YY' <pL (31)

estabelecida. De (Boyd et al.,, 1994) a equacéo (26).& . . . . e )
satisfeita quando as seguintes LMIs sédo factiveis: I\ﬁulﬂpllcando (30) & esquerda e a direita p\g/@ chega-se

em
[ X(lo) X((g)l ] >0, (27) VQuIlv/Q < v/QQVQ = 10Q < QQ. (32)
Q QC A_go_ra multiplicando novamente (30) a esquerda Koe a
[ cqQ €I ] > 0. (28) direita porK’ chega-se em
sendoy(t) € R”, C € R"™*" e x(0) a condi¢&o inicial do KuolK' < KQK'. (33)

sistema. Entéo de (30), (31), (32) e (33) pode-se obter a expresséo

Entdo o estudo de estabilidade assintética do sistemarB) co
saida limitada, pode ser realizado adicionando as LMIs (27I)<
e (28) ao Teorema 1 ou ao Teorema 3. De forma similay,
o estudo de estabilidade com taxa de decaimento e sa
limitada é realizado adicionando (27) e (28) aos Teoremas
2ou4. Na proxima secao € ilustrada a eficiéncia deste procedimento
de otimizagdo que pode reduzir as dificuldades praticas
gresentes na implementac¢éo do controlador.

1olK' < KQK' < KQQK'/po =YY’ /1o < 1/ .
(34)
oKK' < BI/3. O

Em alguns problemas préticos o valor do controlddateve
ser limitado para viabilizar sua implementacdo. A proxim
secao aborda uma técnica para limitar o controlador usando

uma constante previamente estabelecida. 4 EXEMPLOS
o . Alguns exemplos séo resolvidos através de simulacdo usando
3.5 C(_)n_d@ao de estabilidade com a metodologia proposta. Os sistemas deterministicos s&o
otimizacdo do ganho do controlador resolvidos usando o Teorema 2 e posteriormente adicionando

o critério de otimizacao. E adotado o valgy = 1 para o uso
Todos os resultados propostos atuam na estabilidadeqg critério de otimizagdo. O valor da taxa de decaimento
desempenho do sistema. Porém pode-se ter a necessidagio em cada exemplo é arbitrario. As LMIs (27) e (28)
de implementalK com pequenos valores absolutos. Nessggo adicionadas na resolucdo de todos os exemplos afim de
caso os resultados obtidos até o momento podem Spfitar as saidas dos sistemas. S&o comparadas as solugdes
insatisfatérios. O proximo resultado apresenta uma solu¢gptidas usando o critério de otimizacdo com as solucdes
para esse problema. usando apenas o Teorema 2. Para cada exemplo sdo exibidas

as respostas dindmicas dos sistemas para uma determinada
Teorema 5 ((Assuncdo et al., 2007)Pada uma constante congiczo inicial. No Exemplo 3 um sistema sujeito a falhas
po, pode-se especificar um limite para a norma dstryturais é modelado como um sistema incerto e resolvido
controlador K através da otimizacdo dg, de forma que, com o Teorema 3, é exibido o comportamento dinamico
KK' < fI/ug. O valor 6timo de3 pode ser obtido pela ¢q sistema controlado. As simulagdes dos exemplos s&o
solugéo do seguinte problema de otimizagéo: realizadas com o pacote “LMI control toolbox” presente no
software MATLAB (Gahinet et al., 1995).

min (3
s.a . a
B Y 4.1 Exemplo 1 - Sistema Mecénico
R 29)
Como ja foi dito a motivacdo para esse trabalho esta na
Q> pol, (30) resolucdo de sistemas mecénicos para controle de vibracdes
(Conjunto de LMIS) Um exemplo desses sistemas pode ser visto na Figura 1.
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o valorx(0) = [ 0.15 0.15 0 0] para a condig&o

ma =0 inicial.

As solugBes encontradas pelo Teorema 2 foram

] u(t) 1.442 2.143 —18.181 4.252 x 10?
ko bo Q= 2.143 85.365 —1.6 x 102 —2.343 x 10°
T —18.181 —1.6 x 102 4.288 x 10> —8.51 x 10° |’

4.252 x 10> —2.343 x 10> —8.51 x 10>  3.899 x 10°

Y =[-1.134 x 10> 2.6794 x 10* 1.1431 x 10° —1.172 x 10°] .

O controladoiK obtido foi:

K =[ —5.283 x 102 4.396 x 10> 43.119 1.154 ].

=

k1 b, Como ja mencionado, o objetivo é encontrar uma solugao
K tal quedet(I+ BK) # 0. Essa condicado é verificada
pois, det(I+ BK) = 0.68416. A simulacdo do sistema
TITT T T 7T 7T 7777777777 controlado usando a condigao inicia(0) pode ser vista
_ _ _ na Figura 2. Pela figura pode-se ver que o sistema entrou
Figura 1: Sistema Mecanico. em regime permanente em menos de satisfazendo a
restricdo de taxa de decaimenjo= 3, o valor maximo

. . de saida do sistema (maxy’(t)y(t)) é aproximadamente
O problema é representado matematicamente pelo Seguiie,..”_ - ¢. Logo todas as restricdes de desempenho

sistema de equagdes diferenciais (Abdelaziz andsefla sédo atendidas com o controlador projetado. Para reduzir o

2004) . ~ o
problema da implementacdo do controlador, o critério de

otimizacao, (29) e (30), foi adicionado ao Teorema 2. As

xl(t) 0 0 1 0 T (t)
0 0 0 0 1 x5 (t) solugdes otimas obtidas foram
; = —ki=ka ke Zbi=by bz
$3(ﬁ) my mq my mq x3(t)
i4(t) ko —k2 Do —bs 24(t)
m2 m2 m2 m2 1.153  —0.948 —3.46 58.422
0 qQ - |"0948 11662 —52.731 —35.002
0 T | —346 —52.731 4.8975 x 103> —7.643 x 103’
+ | -1 | ut), (35) 58.422  —35.002 —7.643 x 10°  4.531 x 10*
i Y = [ 65509 6.464x102 —1.815 —0.783 ],
2 K = [ 113.14 68972 09197 0.0625 | e
sendok; e ko coeficientes de elasticidade das molas, B = 4.2233 x 10°.

e by sdo os coeficientes de amorteciment@(t) e x2(t)
representam o deslocamento vertical dos corpese mq

respectivamente. O vetor de estados é dado por .

N - ’ ' ' A 1 sendom() — Observe que o modulo dos elementos do novo controlador
z( 35 = [ fl(_)_ ‘Tf( ) ws(t) wa(t) [ sendors(t) = g ga6 menores gue o médulo dos elementos do controlador
@1 (t) €xa(t) = B2(1). encontrado usando apenas o Teorema 2. A simulagdo do
Para resolver o problema foram usados os seguintes valopsiéma (3) usando o controlador 6timo com a condicéo
nos parametros do problemai; = 100kg, ms = 10kg, inicial x(0), pode ser vista na Figura 3. Pela figura pode-
ky = 360kN/m, ks = 36kN/m, by = TONs/m, b, — S€ observar que o sistema continua atendendo a todas as
50Ns/m. Neste sistema deseja-se controlar as oscilagdes tricoes de desempenho.

my usandany, como um atenuador de vibragoes.

N . _ _ ) 4.2 Exemplo 2 - Sistema multivariavel
Supde-se que a saida de interesse do sistema é dada por:

z1(t) Considere o sistema (1) multivariavel, com matrizesB e
[ ya(t) ] _ [ 1000 ] 2 (t) C dadas por:
ya(t) 0010 z3(t) |-
x4(t) 1 00 10 10 0
Adotou-se o valor dey = 3 para a taxa de decaimento, A =10 3 1|, B=|(0 1|, C= [ }
& = 70 para o limitante da saida do sistema. Foi usado 2 0 6 1 1 010
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o obtido adicionando o critério de otimizagao foi:

—  10y1(t)
s : t

N w2() k[ -1219 —0272 0274
_ C | —0.072 —-1.272 0.261 |-
2
,% : L As simulagdes dos sistemas controlados podem ser vistas nas
I b Figuras 4 e 5. Repare que ambos os sistemas atendem aos
o indices de desempenho. Tendo alcangado o valor de regime
é—a: ; permanente em menos de 1s. O valor maximo de saida é
ERn gproxmadamentq/y’(t)y(.t) = 1.6 < 10. O contro!ador
S e otimo encontrado possui alguns elementos maiores em

- madulo que o controlador do Teorema 2. Porém ao avaliar
oy o controlador usando o conceito de norma matricial chega-se
nos seguintes resultados:

L L L L )
0.1 0.2 0.5 0.6 0.7

O"Igempo [Osﬁ

Figura 2: Simulacao do sistema com controlador factivel. #lorma dozcontrolador usando apenas PK|| = 1.936,
eorema 2:

Norma do controlador usando o| K| = 1.486.

s Teorema 2 e o critério de otimizacao:
oo — 10y ()
. ya2(t)
oA Verificando que o controladdf 6timo é capaz de controlar
é . ' o sistema (3) usando um ganho inferior.
o [\ 4.3 Exemplo 3 - Sistema incerto
S ol IR
§ I v Sistemas mecénicos séo naturalmente expostos a desgastes
§° - fisicos e em alguns casos podem ocorrer falhas mecénicas.
b Considere o sistema mecanico da Figura 1. Suponha que o
amortecedob, sofra uma sobrecarga de operagéo apos
i segundos e quebre. Esse problema pode ser modelado como
10 : - o um sistema incerto (17). Os politopos do sistema sdo dados
Tempo [s] por:

Figura 3: Simulacéo do sistema com controlador étimo. ) )
e Como j& mencionado no Exemplo 4.1, enquanto

o sistema funciona normalmente ele pode ser

O problema é resolvido usando taxa de decaimente representado pelos parametros:
5.5, controle de saidg, = 10 e condi¢éo iniciakk(0) =
Al — 0 0 B_ 0
Usando o Teorema 2 foram encontrados os seguintes '~ |=f=ke Jfo bk b BT L
resultados. Jeo. —ko b2 —bo L
mao meo meo mo mo
89.597 2.0697 64.837 i .
Q = 2.0607 83.97 77.294 |, e ApoOst; segundos o0 amortecednr quebra e o sistema
64.837 77.294 122.81 dinamico passa a ser representado por:
v - —95.792 —1.521 —66.797 0 0 1 0 0
—4.491 —112.28 —101.24 0 0 0 1 0
o Az=| bk ke =t |, B=]| 21
O controladoiK obtido foi: mi mi my m1
k2 —ko 0 0 1
K_ | ~1:249 -0222 0255 e e "
| —0.334 —1.741 0.447 |-

. O problema é resolvido com os mesmos valores do Exemplo
Neste casdet(I + BK) ~ —0.006. J& o controlador 6timo 4.1. Usando o MATLAB para resolver as LMIs (20) e (215)
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-

v ()Iml e a(t)lmis]

o
>

o

o

0.6 0.7

.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tempo [s]

Figura 5: Simulag&o do sistema com controlador 6timo.

do Teorema 3, a seguinte solucéo foi encontrada:

23.188 21.747 —37.149 363.15
Q- 21.747  27.188 —346.39 —532.81
T | —37.149 —346.39 7.7476 x 10* 5.8687 x 10% |’

363.15  —532.81 5.8687 x 10*  1.935 x 10°
Y = [405.37  9.4244 x 10 —6.3438 x 105 —1.7602 x 10°] .
De (22) um controlador que resolve o problema é
K= [ —13445 28881 —1.1218 —7.709 | .
(36)
sendo defl + BK) = 0.24032 # 0.

— 10y1(t)
y2(t)

10y1 (t)[m] e y2 (t)[m/s]

-6

> 25 3
Tempo [s]

-10
0

Figura 6: Simulag&o do sistema (35).

Tem3po [s]

Figura 7: Simulacdo do sistema (35) com falha do
amortecedor em 2s.

As e B, e com isso o sistema se torna instavel (Figura
7). Esse problema é resolvido ao realimentar o sistema
com o controlador (36). O comportamento dindmico do
sistema controlado € visto na Figura 8, repare que o sistema
permanece estavel mesmo apos a quebra do amortecedor em

ty = 2s.

5 CONCLUSOES

A técnica proposta representa uma nova ferramenta para o

Pela Figura 6 o sistema mecéanico (35) representado pele da realimentacdo da derivada dos estados em sistemas
matrizes A; e B € naturalmente estavel. Agora observdineares deterministicos ou incertos. E mais versatil que
o comportamento dindmico do sistema (35) quando autras técnicas encontradas na literatura pois é capaz de

amortecedor, quebra no instant¢; =

2s, apos essa resolver problemas com indices de desempenho, inclusive

falha o sistema passa a ser representado pelas matrigssemas sujeitos a falhas estruturais, sem o uso de técnica
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