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RESUMO

A realimentação da derivada de estados tem recebido grande
atenção em tempos recentes, por ser uma alternativa à reali-
mentação de estados e ser capaz de, exceto nos casos em que
há pelo menos um pólo na origem, prover a conhecida aloca-
ção de pólos de um sistema linear invariante no tempo, que
é uma das principais aplicações da realimentação de estados.
Com base em procedimentos já consolidados para alocação
de pólos por realimentação de estados utilizando a solução
da equação de Lyapunov, são apresentados procedimentos
análogos para realimentação da derivada de estados, e en-
tão apresentadas proposições análogas às aplicadas para re-
alimentação de estados. Exemplos são então apresentados,
comprovando a validade de tais procedimentos.

PALAVRAS-CHAVE: Alocação de pólos, sistemas lineares,
realimentação da derivada de estados, equação de Lyapunov.

ABSTRACT

The state-derivative feedback has received great attention in
recent times, for being an alternative to the state feedback
and to be capable of, except in the cases where it has at least
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one pole in origin, to provide the known pole assignment of
a linear time-invariant system, one of the main applications
of the state feedback. On the basis of procedures already
consolidated for pole assignment with state feedback using
the solution of the Lyapunov type equation, analogous pro-
cedures are presented for state-derivative feedback, and then
considered analogous propositions to the applicable ones for
state feedback. Examples then are presented, proving the va-
lidity of such procedures.

KEYWORDS: Pole assignment, linear systems, state-
derivative feedback, Lyapunov equation.

1 INTRODUÇÃO

A realimentação derivativa de estados é uma técnica de con-
trole moderna que vem recebendo crescente atenção em tem-
pos recentes. Algumas aplicações bem sucedidas são re-
gularização em sistemas lineares singulares (Garcia-Planas,
2003) e alocação de pólos (Abdelaziz e Valášek, 2004; Ab-
delaziz e Valášek, 2005; Teixeira et al, 2006; Assunção et
al, 2007). Ela tem sido aplicada de forma bem sucedida
como uma alternativa à realimentação de estados (Duan et
al, 2005; Boukas and Habetler, 2004), pois em certas situa-
ções, a derivada é mais facilmente medida ou estimada. Por
exemplo, a partir da velocidade, a determinação da acelera-
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ção é uma estimativa simples (derivada), que não apresenta
maiores problemas de ordem experimental. Já a posição tem
que ser estimada a partir de uma integral, que enfrenta pro-
blemas práticos de estabilidade devido ao chamado off-set
nos sensores.

Chen (1999) apresenta um estudo pormenorizado para rea-
limentação de estados, em sistemas de entrada simples e de
entradas múltiplas, onde procedimentos e teoremas são apre-
sentados para alocação de pólos através da realimentação de
estados baseados na solução da equação de Lyapunov, com
a única restrição de que o conjunto de pólos desejados não
tenha nenhum pólo comum com o sistema em malha aberta
(Gantmacher, 1990). A seguir serão apresentados procedi-
mentos e proposições análogos quando a realimentação da
derivada dos estados é aplicada, e alguns exemplos numéri-
cos serão usados para ilustrar o mérito da proposta.

2 PRELIMINARES

Seja o sistema linear invariante no tempo, descrito no espaço
de estados:

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) (1)

Em que A ∈ �n×n, B ∈ �n×m. Caso m = 1, a descrição é
dita com entrada simples, sendo de entrada múltipla caso m
> 1. A realimentação da derivada dos estados é dada pela lei
de controle:

u(t) = −F ẋ (t) (2)

O sistema em malha fechada a partir desta lei de controle tem
a seguinte descrição:

ẋ(t) = (I + BF )−1
Ax(t) (3)

Tendo sido assumida a não-singularidade de I +BF . Seja H
uma matriz não-singular, assintoticamente estável, ou seja,
todos os autovalores não nulos. O problema tem a seguinte
formulação: dado o sistema original descrito pela equação
(1), encontrar uma matriz de ganhos F para realimentação
da derivada dos estados, tal que os autovalores da matriz
(I + BF )−1A sejam os mesmos de H . É fácil observar que
não há solução se A for singular, o que é abordado numa das
proposições da próxima seção. Nos procedimentos e pro-
posições a seguir, baseados na solução de uma equação tipo
Lyapunov, apresenta-se a solução para o problema e as con-
dições para sua existência.

3 SISTEMAS COM ENTRADA SIMPLES

Para a solução do problema de alocação de pólos por reali-
mentação da derivada dos estados num sistema em que u(t) é
uma função escalar, propõe-se o procedimento que se segue:

Procedimento 3.1: Dado um sistema na forma da
equação(1), com A não-singular e o par (A,B) controlável,
os passos seguintes resolvem o problema da alocação de pó-
los:

i Escolhe-se uma matriz H , não-singular, com os autova-
lores desejados, nenhum deles em comum com a matriz
A;

ii Escolhe-se arbitrariamente F ∈ �1×n, respeitando-se
que o par (H, F ) seja observável;

iii Resolve-se a equação de Lyapunov

AT − TH = BFH (4)

iv Calcula-se F = FT−1, que assegura que os autovalores
de (I + BF )−1A são os mesmos de H .

As proposições enunciadas na seqüência contemplam todos
as características mencionadas no procedimento 3.1 e asse-
guram a sua eficácia.

Proposição 3.1: A matriz T , não-singular, calculada de
acordo com o procedimento 1, é capaz de alocar os pólos
do sistema se e somente se a matriz A é não-singular.

Demonstração: É fácil verificar através da equação(4) leve-
mente modificada:

A = (I + BF )THT−1 (5)

Que se A for não-singular, então I +BF é não-singular. Por
outro lado, se A for singular, I + BF é singular, e os pólos
do sistema não podem ser alterados para os autovalores da
matriz H, uma vez que o sistema não pode ser escrito como
na equação(3). �

Lema 3.1: Sejam A e H matrizes n × n, com espectro de
H (λi, mi) (autovalores e respectivas multiplicidades algé-
bricas), i = 1, 2, . . . , l ≤ n e Δ(λ) = λn + α1λ

n−1 + ... +
αn−1λ + αn o polinômio característico de A; então Δ(H)
tem espectro (Δ(λi), mi).

Demonstração: Uma matriz H tem sempre uma forma simi-
lar:

264 Revista Controle & Automação/Vol.20 no.3/Julho, Agosto e Setembro 2009



H = PHP−1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

Λ1 0 . . . 0

0 Λ2
. . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . Λk

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

Em que Λi mi × mi, i = 1, 2..., l ≤ n é formado por blo-
cos de Jordan no autovalor λi, sendo no mínimo um e no
máximo mi blocos de Jordan, a depender da multiplicidade
geométrica de λi. Considere-se agora que o polinômio ca-
racterístico de A seja avaliado em H . Isto resulta em:

Δ(H) = PΔ(H)P−1

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

Δ(Λ1) 0 . . . 0

0 Δ(Λ2)
. . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . Δ(Λk)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

Da teoria de funções de matrizes, é direto observar que
Δ(Λi) é triangular, para todo i, e as entradas na diagonal
principal valem Δ(λi) (Chen, 1999). Assim, fica demons-
trado que o espectro de Δ(H), o mesmo de sua similar
Δ(H), é (Δ(λi),mi). �

Proposição 3.2: Se A e H são matrizes sem autovalores em
comum, então a única solução T da equação de Lyapunov
AT − TH = BFH é não-singular se e somente se (A, B) é
controlável, (H, F ) é observável e H é não-singular.

Demonstração: Sem perda de generalidade, escolheremos n
= 4, como em Chen (1999), para demonstração. O polinômio
característico de A será:

Δ(λ) = λ4 + α1λ
3 + α2λ

2 + α3λ + α4

Pelo teorema de Cayley-Hamilton, têm-se que:

Δ(A) = A4 + α1A
3 + α2A

2 + α3A + α4I ≡ O

Seja λi, i = 1, 2, 3..., os autovalores de H , com multiplicida-
des algébricas quaisquer. Como A e H não tem autovalores
comuns, então nenhum autovalor de H satisfaz a equação
característica de A, e este fato assegura que:

Δ(λi) �= 0, ∀λi

Como Δ(λi) é autovalor de:

Δ(H) = H4 + α1H
3 + α2H

2 + α3H + α4I

de acordo com o lema 3.1, fica também assegurado que
Δ(H) é não-singular. A seguir, vamos substituir AT =
BFH + TH em A2T − TH2. Isto resulta em:

A2T − TH2 = A(AT ) − TH2 = ABFH + BFH2

A repetição deste procedimento até a quarta potência leva ao
seguinte conjunto de equações:

IT − TI = O

AT − TH = BFH

A2T − TH2 = ABFH + BFH2

A3T − TH3 = A2BFH + ABFH2 + BFH3

A4T − TH4 = A3BFH + A2BFH2 + ABFH3 + BFH4

Multiplicando as quatro primeiras equações, respectiva-
mente, pelos coeficientes α4, α3, α2 e α1 e somando-se
membro a membro, conclui-se que:

Δ(A)T − TΔ(H) = −TΔ(H) =

=
[
B AB A2B A3B

]
⎡
⎢⎢⎣

α3 α2 α1 1
α2 α1 1 0
α1 1 0 0
1 0 0 0

⎤
⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎣

F

FH

FH2

FH3

⎤
⎥⎥⎦ H

Dado que Δ(H) é não-singular, T será não-singular quando
(A, B) for controlável, (H, F ) for observável e H for não-
singular. Por outro lado, se (A, B) for não-controlável e/ou
(H, F ) for não-observável e/ou H for singular, T será singu-
lar. �

É importante notar que este resultado é absolutamente com-
patível com aqueles demonstrados em Abdelaziz e Valášek
(2004) e em Teixeira et al (2006), ou seja, não é possível
mover um único pólo simples na origem por realimentação
da derivada dos estados, nem é possível alocar pólos na
origem (o que é pouco comum em aplicações práticas).
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3.1 Exemplos numéricos

3.1.1 Sistema de segunda ordem

Seja o sistema

ẋ(t) =
[

0 1
1 0

]
x(t) +

[
0
1

]
u(t)

O par (A, B) é controlável. Os autovalores desejados em
malha fechada são −2 e −3. Escolhemos

H =
[ −2 0

0 −3

]
e F =

[
1 1

]

Com esta escolha, resolve-se a equação (4) para obter

T =

⎡
⎢⎣

2
3

3
8

−4
3

−9
8

⎤
⎥⎦ e F = FT−1 =

[
−5

6
−7

6

]

É fácil verificar que os autovalores de (I + BF )−1A são os
desejados, ou seja, -2 e -3.

3.1.2 Alocação de múltiplos pólos

Neste exemplo é mostrada uma alocação de múltiplos pó-
los, uma situação que gera problemas de ordem numérica em
muitos métodos. Seja o sistema:

ẋ(t) =

⎡
⎣ 0 1 0

0 0 1
3 1 −3

⎤
⎦ x(t) +

⎡
⎣ 0

0
1

⎤
⎦u(t)

Os pólos em malha fechada desejados são −2,−2 e − 2. A
aplicação do procedimento 3.1 a este problema é feita com

H =

⎡
⎣ −2 1 0

0 −2 1
0 0 −2

⎤
⎦e F =

[
1 0 0

]

Obtém-se, de forma eficiente, as matrizes:

T =

⎡
⎣ 0,6667 −0,1111 0,6296

−1,3333 0,8889 −1,3704
2,6667 −3,1111 3,6296

⎤
⎦

F =
[ −3, 5000 −5, 2500 −1, 3750

]

Estas garantem a alocação múltipla a partir da escolha de H .

3.1.3 Sistema de levitação magnética

Este exemplo é abordado por Kuo e Golnaragh (2002), e é
visto na figura 1, cuja equação de estado da dinâmica linea-
rizada do sistema de levitação magnética é dada por:

ẋ(t) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0
g

x01
0 −2

(
g

Mx01

)1/2

0 0 −R

L

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ x(t)+

⎡
⎢⎣

0
0
1
L

⎤
⎥⎦u(t)

Em que x01 é a posição de equilíbrio da esfera sustentada
pelo levitador, x1 = Δy, x2 = Δẏ, x3 = Δi e u =
Δe, todos relativos ao ponto de equilíbrio. Vamos con-
siderar os parâmetros do levitador com os seguintes valo-
res: g = 9,81 m/s2, M = 0,01kg, R = 0,5Ω, L = 0,01H
e x=

010, 1m. Os pólos do sistema em malha aberta são
−50, − 9, 9045 e 9, 9045. Para determinar a matriz de ga-
nho pela solução da equação (4), vamos considerar pólos e
malha fechada −51, − 11, e − 8. Assim, escolheremos

H =

⎡
⎣ −51 0 0

0 −11 0
0 0 −8

⎤
⎦ e F =

⎡
⎣ 1

1
1

⎤
⎦

T

As matrizes T eF são mostradas a seguir:

T =

⎡
⎣ 403, 6372 −243, 9816 110, 6498

−20585 2684 −885, 1988
−5100 28 19

⎤
⎦ e

F =

⎡
⎣ 0, 0637

0, 0064
−0, 0209

⎤
⎦

T

Uma simulação deste sistema com um deslocamento inicial
em relação ao ponto de equilíbrio de 5 mm é mostrada na
figura 2.

4 SISTEMAS COM ENTRADAS MÚLTI-
PLAS

Agora, seja o caso de entradas múltiplas m, ou seja, u(t) ∈
�n×m. Seguindo o mesmo raciocínio do caso de entrada
simples, é dado à seguir o procedimento para alocação de
pólos do sistema:

Procedimento 4.1: Dado um sistema na forma da equação
(1), com A não-singular, os passos seguintes resolvem o pro-
blema da alocação de pólos:
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Figura 1: sistema de levitação magnética

i Escolhe-se uma matriz H , não-singular, com os autova-
lores desejados, nenhum deles em comum com a matriz
A;

ii Escolhe-se arbitrariamente F ∈ �m×n, respeitando-se

que o par (H, F ) seja observável;

iii Resolve-se a equação de Lyapunov

AT − TH = BFH

iv Caso T seja singular, retorna-se aos passos ii e iii.

v Calcula-se F = FT−1, que assegura que os autovalores
de (I + BF )−1A são os mesmos deH .

Nota-se que há uma diferença em relação ao caso com en-
trada simples. Assim enuncia-se a seguinte proposição para
esta situação.

Proposição 4.1: Se A e H são matrizes sem autovalores em
comum, então a única solução T da equação de Lyapunov
AT − TH = BFH é não-singular somente se (A, B) é
controlável, (H, F ) é observável e H é não-singular.

Demonstração: sem perda de generalidade, pode-se esco-
lher n = 4, como em Chen (1999), para demonstração.
Procedendo de forma semelhante àquela da proposição 3.2,
encontra-se a seguinte identidade:

Δ(A)T − TΔ(H) = −TΔ(H) =

=
[
B AB A2B A3B

]
⎡
⎢⎢⎣

α3I α2I α1I I
α2I α1I I 0
α1I I 0 0
I 0 0 0

⎤
⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎣

F

FH

FH2

FH3

⎤
⎥⎥⎦ H =

= UΣV H
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Figura 2: Resposta livre do sistema de levitação magnética com realimentação da derivada dos estados.
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As dimensões de U , Σ, V e H são respectivamente n× nm,
nm × nm, nm × n e n × n. Se U ou V não tiverem posto
pleno, ou seja, (A,B) não controlável ou (H, F ) não obser-
vável, ou ainda H for singular, T será singular, pela não-
singularidade de Δ(H). No entanto, o fato de (A, B) ser
controlável, (H, F ) ser observável e H ser não-singular não
implica na não-singularidade de T . Logo, as condições da
proposição são necessárias, porém, não são suficientes. �

A proposição 3.1, demonstrada anteriormente, continua
sendo aplicável no caso de sistema com múltiplas entradas.

4.1 Exemplos numéricos

4.1.1 Sistema mecânico

Este exemplo é apresentado por Teixeira et al (2006). A fi-
gura 3 apresenta o sistema em estudo. As equações de estado
para a situação mostrada são:

ẋ(t) =

⎡
⎢⎢⎣

0 1 0 0
−k1
m1

−b1
m1

0 b1
m1

0 0 0 1
0 b1

m2

−k2
m2

−b1
m2

⎤
⎥⎥⎦ x(t) +

⎡
⎢⎢⎣

0 0
1

m1
0

0 0
0 1

m2

⎤
⎥⎥⎦u(t)

Em que x2 = ẋ1 e x4 = ẋ3. Os parâmetros utilizados foram
m1 = 10kg, m2 = 30kg, k1 = 2,5kN/m, k2 = 1,5kN/m e b1 =
30Ns/m. Deseja-se alocar os pólos do sistema nas posições:
−10, − 15 e − 2 ± 10j. Escolhemos H na forma canônica
modal e F de acordo com o procedimento 4.1:

H =

⎡
⎢⎢⎣

−10 0 0 0
0 −15 0 0
0 0 −2 10
0 0 −10 −2

⎤
⎥⎥⎦ e F =

⎡
⎢⎢⎣

1 0
1 0
1 1
1 0

⎤
⎥⎥⎦

T

Esta escolha levada à equação (4) resulta em T e F mostra-
dos à seguir:

T =

⎡
⎢⎢⎣

0, 0031 0, 0035 0, 0075 −0, 0049
−0, 0315 −0, 0526 0, 0343 0, 0845
−0, 0002 −0, 0002 0, 0008 0, 0047
0, 0022 0, 0030 −0, 0484 −0, 0012

⎤
⎥⎥⎦

F =
[

407, 9668 9, 6443 483, 9623 57, 2625
9, 4479 −0, 5437 14, 9122 −19, 3481

]

 

Figura 3: Sistema mecânico do exemplo 4.1.1.

Pode-se verificar que os autovalores de (I + BF )−1A são
aqueles desejados no exemplo. A figura 4 mostra uma simu-
lação do sistema em malha fechada, com o ganho calculado,
para uma condição inicial xT (0) =

[
0, 1 0 0, 1 0

]
.

4.1.2 Duas escolhas diferentes de F

Este exemplo é visto em Chen (1999), e será explorado o
efeito de diferentes escolhas da matriz F . O sistema é des-
crito por

ẋ(t) =

⎡
⎢⎢⎣

0 1 0 0
0 0 1 0
−3 1 2 3
2 1 0 0

⎤
⎥⎥⎦ x(t) +

⎡
⎢⎢⎣

0 0
0 0
1 2
0 2

⎤
⎥⎥⎦u(t)

As condições das proposições 3.1 e 4.1 são satisfeitas para
A e para o par (A, B), respectivamente. Deseja-se alocar os
pólos em malha fechada nas posições−4 ± 3j e − 5 ± 4j.
Far-se-á duas escolhas de F , e H na forma modal:

H =

⎡
⎢⎢⎣

−4 3 0 0
−3 −4 0 0
0 0 −5 4
0 0 −4 −5

⎤
⎥⎥⎦ ,

F 1 =

⎡
⎢⎢⎣

1 0
0 0
1 0
0 0

⎤
⎥⎥⎦

T

e F 2 =

⎡
⎢⎢⎣

1 0
0 0
0 1
0 0

⎤
⎥⎥⎦

T

Para o par (H, F 1), obtém-se T e F1 dados por:
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Figura 4: Resposta livre do sistema mecânico com realimentação da derivada de estados.

T =

⎡
⎢⎢⎣

−0, 0126 −0, 0273 −0, 0068 −0, 0182
0, 1322 0, 0714 0, 1070 0, 0639
−0, 7428 0, 1108 −0, 7905 0, 1081
−0, 0151 −0, 0155 −0, 0087 −0, 0125

⎤
⎥⎥⎦

F1 =
[

1, 8371 1, 8946 −1, 0059 −1, 6917
0 0 0 0

]

F1 modifica os pólos do sistema para a posição desejada.
Utiliza-se agora o par (H, F 2), obtendo-se T e F2:

T =

⎡
⎢⎢⎣

−0, 0126 −0, 0273 −0, 0193 −0, 0191
0, 1322 0, 0714 0, 1731 0, 0185
−0, 7428 0, 1108 −0, 9393 0, 5998
−0, 0151 −0, 0155 −2, 0183 −0, 0107

⎤
⎥⎥⎦

F2 =
[

55, 8587 19, 6281 1, 1880 0, 5960
0, 0716 −0, 0748 −0, 0043 −0, 5005

]

Esta segunda matriz também move os pólos do sistema para
a posição desejada, e a conclusão é que a solução não é única
no caso de múltiplas entradas.

5 CONCLUSÃO

Foram propostos procedimentos e demonstradas proposi-
ções, balizados naqueles já existentes para realimentação de

estados, de forma a alocar pólos de um sistema linear a partir
da solução de uma equação tipo Lyapunov resultante da rea-
limentação da derivada dos estados. Tais procedimentos fo-
ram testados em exemplos numéricos variados, em sistemas
com entrada simples e entradas múltiplas, e sua efetividade
foi confirmada, até mesmo em caso de alocação de pólos com
multiplicidade maior que um. Nota-se que a única diferença
em relação aos procedimentos usados em realimentação de
estados é o requerimento que A e H sejam não-singulares,
um resultado já confirmado para este tipo de técnica de reali-
mentação utilizando outras metodologias. Também, no caso
de múltiplas entradas, verificou-se que a matriz de realimen-
tação da derivada de estados que soluciona o problema de
alocação de pólos não é única.
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