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ABSTRACT

Robust and Fault Tolerant Control of Wheeled
Mobile Robots In Formation

This paper deals with robust and fault tolerant controls
of wheeled mobile robots (WMRs) in formation. The
robust approach is based on output feedback nonlinear
Hso control. The fault tolerant approach is based on
output feedback H, control of Markovian jump linear
systems to ensure stability of the formation when one of
the robots is lost during the coordinated motion. The
coordination is performed with the robots following a
leader, and any robot of the formation can assume the
leadership randomly. The mobile robots exchange in-
formations according to a pre-specified communication
directed graph (digraph).

KEYWORDS: Formation Control, Mobile Robots, Non-
linear H,, Control, Markovian Control.

RESUMO

Este artigo trata de controle robusto e controle tolerante
a falhas de movimentos coordenados de robds moéveis
com rodas. O controle robusto é baseado em controle
Heo nao linear por realimentacao da saida. O controle
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tolerante a falhas é baseado em controle H,, por rea-
limentagao da saida de sistemas lineares sujeitos a sal-
tos Markovianos para garantir estabilidade da formacao
quando um dos robds é perdido durante o movimento
coordenado. A coordenagao é realizada em funcao de
um lider e qualquer rob6 da formacao pode assumir a
lideranca de maneira aleatéria. Os robos moveis trocam
informacoes de acordo com um grafo de comunicagao
direcionado (digrafo), definido a-priori.

PALAVRAS-CHAVE: Controle de Formagao, Robos Mé-
veis, Controle Ho, Nao Linear, Controle Markoviano.

1 INTRODUCAO

Diversas abordagens tém sido apresentadas na literatura
para resolver problemas de controle de multiplos robos
moveis, (Chaimowicz et al., 2004; Pereira et al., 2008).
Em particular, vamos considerar neste artigo estratégias
de controle para robos méveis com rodas (RMRs) que
seguem um lider, veja por exemplo (Desai et al., 1998) e
(Tanner et al., 2004). Uma abordagem que utiliza teo-
ria dos grafos foi proposta por (Fax and Murray., 2004)
para o controle cooperativo de multiplos sistemas line-
ares. A teoria dos grafos é uma importante ferramenta
capaz de tratar adequadamente os problemas que en-
volvam comunicagao de dados entre agentes do sistema,
(Lafferriere et al., 2005; Olfati-Saber and Murray, 2002).
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Apesar do grande nimero de resultados que tem apare-
cido na literatura, nao foram encontrados procedimen-
tos que envolvam controle robusto de robds méveis em
formacao sujeitos a alternancia de lider. Também nao
foram encontrados sistemas tolerantes a falhas basea-
dos nos modelos dindmicos dos robos para esse tipo de
problema. Esses dois aspectos sao tratados neste artigo.

Na primeira estratégia de controle formulada conside-
ramos um conjunto de RMRs em formacao onde os robos
mantém constantes as suas posicoes e orientagoes rela-
tivas durante o movimento. Cada RMR fornece a sua
informacao de posicao somente a um subconjunto do
grupo, estabelecido pelo projetista através de um di-
grafo. A partir das trajetérias desejadas geradas pelo
controlador descrito em (Williams et al., 2005), projeta-
mos um controlador H, nao linear com realimentagao
da saida que considera as caracteristicas cinematicas e
dinamicas dos robos méveis em formacgao. O objetivo é
aplicar o controle robusto para um grupo de RMRs que
devem seguir uma determinada trajetéria e se manter
em formacao mesmo quando hé alternancia de lider du-
rante o movimento. Esta estratégia de controle é usada
para rejeitar primeiramente determinadas incertezas pa-
ramétricas e perturbagoes externas em cada robd da for-
magcao. Também vale destacar a vantagem de se utilizar
abordagens robustas utilizando os modelos dinamicos de
cada RMR quando o movimento coordenado ocorre em
alta velocidade.

Na segunda estratégia de controle desenvolvemos um
sistema, tolerante a falhas para evitar instabilidade na
formacao dos robos quando houver perda de um dos
robos durante o movimento. Com base na teoria de Mar-
kov desenvolvemos um modelo que representa as possi-
veis configuracoes de formacao e considera as mudancas
abruptas de configuracao. O modelo é desenvolvido ba-
seado em sistemas lineares sujeitos a saltos Markovianos
(SLSM) (Siqueira et al., 2007). Para formular este mo-
delo, as dinamicas dos robos sao linearizadas em torno
de pontos de operacao. As probabilidades de ocorréncia
de falhas e dos robds estarem em determinados pontos
de linearizagao sao definidas a priori e dependem de
cada aplicagao especifica. Com o modelo proposto, o
controlador H,, por realimentacao de saida de SLSM
desenvolvido em (de Farias et al., 2000) ¢ utilizado para
garantir a estabilidade da formacdo mesmo quando o
sistema esta sujeito a falha.

Este artigo estd organizado da seguinte maneira: na
Secao 2 sao apresentados os procedimentos necessarios
para a geracao das trajetorias desejadas, na Secao 3 é
apresentado o controle cinematico dos robos méveis, na
Secdo 4 é apresentado o controle robusto baseado na
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dinamica dos robds moveis, na Secao 5 é apresentada
a estratégia de controle tolerante a falhas baseada nos
modelos lineares sujeitos a saltos Markovianos dos robos
moveis com rodas e na Secao 6 sao apresentados resulta-
dos de simulagao referentes as duas estratégias de con-
trole apresentadas.

2 GERACAO DAS TRAJETORIAS DE RE-
FERENCIA

Nesta segao é apresentado o controlador descentralizado
proposto em (Williams et al., 2005) cuja finalidade é ge-
rar as trajetérias de referéncia para que os RMRs se mo-
vimentem em formagao rigida. Assume-se que N robos
moveis participem do movimento coordenado sendo que
a trajetéria de referéncia de cada robo ¢é representada
no sistema de coordenadas inercial (X,Y") pela seguinte
equacao de estado:

T; :Avehxi+Bvehui7 t=1,...,N, =z e R*

sendo que x; = [z, @, Yr, Ur,|T representa as posigoes
para o i-ésimo RMR e suas derivadas, e u; representa
as entradas de controle. As matrizes A,en € Byen, tém

a seguinte forma:

0 1 0 0 0 0

_ 0 a2 0 a4 _ 1 0

Aveh - 0 0 0 1 b Bveh - 0 0
0 a2 0 agy 0 1

sendo a;; constantes relacionadas a trajetéria desejada
para a formacgao. A trajetoria do lider pode ser alterada
variando-se os elementos da matriz A,.,. Por exemplo,

Se G2 = G4 = G420 = a4q4 = 0, temos uma reta com
inclinacao dada pelas condigoes iniciais; se agy = aqq = 0
e agy = —k e agp = k, com k£ > 0, temos uma elipse.

Esta variagao pode ser realizada ao longo do tempo para
se criar uma trajetoria varidvel do lider. Os zeros nas
colunas um e trés de A, sa0 necessarios para garantir
a convergéncia dos robos mdveis para a formacao (veja
(Laferriere et al., 2004) Proposigao 3.1 e (Veerman et al.,
2005) Proposicao 4.2).
O vetor z = [zT 21 ... 21]7 descreve a combinagao de
todas as trajetorias dos N robos. Os vetores de posicao
e velocidade sao definidos, respectivamente, por

- (@p)n]" e

. (xv>]7\17]Ta

sendo (x,); =[xy, yr,]T € (xy); = [@y, Ur,]T. Assim, o
vetor x € reescrito como

1 0
cmano(4)er0(2)

zp =[(zp)]

Ty :[(xv){



sendo que ® representa o Produto de Kronecker.

A definigao de formagao a ser considerada neste trabalho
é caracterizada pelo vetor

h:hp®((1))€R4N,

sendo h, = [(hp)T (hp) KT o vetor das posigoes
descritas no sistema de coordenadas inercial (X,Y") que
definem a formacao, sendo (hp); = [hy, hy,].

Os N RMRs estao em formagao h no tempo t se existi-
rem vetores q,w € R2, tais que,

(@p)i(t) = (hp)i = q(t) e (20)i(t) = w(?),

para i = 1,2,...,N. Note que ¢(t) = [gz(t) gy(t)] re-
presenta a distancia entre a posicao atual do robo i e a
posicao do mesmo robd definida pela formacao h. Esta
distancia deve ser a mesma para cada robd. Da mesma
forma, w representa a velocidade da formagao, sendo
que todos os robos devem possuir a mesma velocidade.

Os RMRs convergem para a formacao h se existirem
fungoes q(.), w(.) € R?, tais que,

(zp)i(t) —

quando t — oo, para ¢ = 1,..., N. A Figura 1 ilustra
este conceito de formacgao, sendo representada apenas a
analise com relagao & coordenada x do sistema de coor-
denadas inercial (X,Y).

(hp)i = q(t) = 0 e (20)i(t) — w(t) — 0,

x, (t)

Posicdo em t

;P

X, ()
q,(t)

G{@/ q, (1)

Figura 1: Representacdo de uma formagdo com trés RMRs.

A topologia de comunicagao entre os robos méveis é re-
presentada por um digrafo I' que captura a conectivi-
dade entre os robos méveis. Cada vértice representa

um robd e hé uma aresta direcionada de um vértice ao
outro se houver comunicacao entre os robos méveis. O
robo mével que envia a informacao é considerado vizi-
nho do robd que estd recebendo a informagao. O par
(i,7) pertence ao conjunto de arestas &£ se ¢ é vizinho de
j. Para implementar o controle de formacao, utiliza-se
uma matriz Laplaciana que tem o objetivo de agrupar
as informacoes que definem quais robds se comunicam
entre si.

Seja I' um digrafo com conjunto de vértices V e conjunto
de arestas £. A matriz de adjacéncia de I" é a matriz
quadrada Q com entradas

1, se(y,9) €€, .
Gij = { 0, caso contririo. (i,j €V).
A matriz de grau interno de I', definida como sendo
diagonal, é denotada por D e formada por

d”:|{]EV(],Z)Eg}|, (ZGV)

Dado um digrafo I', a matriz Laplaciana associada a ele
é dada por (Brualdi and Ryser, 1991)

Lr =DV (D-Q)

sendo D uma matriz nao invertivel e o superescrito +
denota pseudoinversa.

O rob6 considerado lider da formagao é caracterizado
por néao receber nenhuma informacao de outro rob6é moé-
vel. Isto significa que os outros robds sao forcados a
arranjar suas posicoes em resposta ao movimento desse
robd (Lafferriere et al., 2005). Para que haja este lider,
o digrafo de comunicagao é uma drvore. Trata-se de um
digrafo I' que ndo tem ciclos e admite um vértice v (a
raiz) tal que hd um trajeto direcionado de v a todos os
outros vértices em I'. Neste caso, a linha da matriz de
adjacéncia @ referente ao vértice do lider tem que ser
Zero.

As informacoes de cada robé mével podem ser combi-
nadas de tal forma que os RMRs devem ajustar seus
movimentos com relacao ao lider da formacdo. As fun-
¢oes de saida z; podem ser calculadas pela média dos
deslocamentos relativos (e velocidades relativas) da vi-
zinhanga dos respectivos robos méveis como sendo (veja
(Fax and Murray., 2004) e (Williams et al., 2005)) para
maiores detalhes)

L { e (= h) — (; — b)), se (1] #0)
! 0 c.c.
(1)
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para i = 1...N, sendo que J; indica o nimero de vi-
zinhos do i-ésimo robd. O vetor de saida z pode ser
escrito como z = L(x — h) sendo L = Lr ® Iy e L a
matriz direcionada Laplaciana do digrafo I' (Williams
et al., 2005).

Agrupando as equagoes para todos os RMRs em um
unico sistema no espago de estado tem-se

Tt = Az + Bu

z=L(x —h)

sendo A = Iy @ Apep, € B = Iy Q@ Byep. A existéncia de
uma matriz de realimentacao F' tal que a solucao de

& = Az + BFL(z — h) (2)

converge para formagao h pode ser vista em (Williams
et al., 2005). Este é um problema de estabilizacdo envol-
vendo realimentacao da saida. Considerando as estrutu-
ras de A, B e L tem-se F da forma F = Iy ® Fycp, (que
é uma lei de controle descentralizada aplicada a todos
os robds méveis). Neste caso, pode-se reescrever a Eq.
(2) como

T=Az+Lr® Bvetheh(m — h) (3)

Note que o conjunto de rob6s mdveis convergird para
uma dada formagao h se o Laplaciano do grafo dire-
cionado Lr possuir pelo menos dois autovalores nulos,
(Lafferriere et al., 2005). Para obtermos o controlador,
a matriz de realimentagao, Fep, pode ser representada
da seguinte forma

fi fo 0 0

Fveh - O O fl f2 .

Em (Williams et al., 2005) mostra-se que as condi¢oes
necessarias e suficientes para o sistema convergir para a
formagao s@o obtidas com f; < 0e fa <O0.

A principal finalidade do controle de formacao é encon-
trar a matriz de realimentacao F,., que garanta a con-
vergéncia para a formacao, dada a estrutura de A,¢p. Os
elementos da matriz A,.; sao os parametros que definem
a trajetoria de referéncia para o robo lider. O controle
mostrado acima gera as trajetérias que os demais RMRs
devem realizar para entrar em formacao com o lider. Es-
tas curvas sao utilizadas como trajetorias de referéncia
para os robos méveis, sendo consideradas como entradas
para o controle cinematico descrito no préxima segao. O
controle cinematico fornece, a partir das trajetérias de
referéncia e das posicoes atuais do robos, as posigoes e
velocidades desejadas das rodas de cada robo, que por
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sua vez sao utilizadas para realizar o controle baseado
no modelo dindmico dos robos. A Figura 2 mostra o dia-
grama de blocos simplificado das estratégias de controle
utilizadas neste trabalho.

! distarbios ! Robd Movel

[ torques | Modelo Modelo

! aplicados F’®’ Dinamico Cinematico

Controle Baseado
na Dinadmica

| posigtes e velocidades |
das rodas

| posicdes e velocidades |

3 dos robos
trajetorias

desejadas das i | Controle Baseado
rodas | na Cinematica

! trajetorias de |

Controle de
Formacéo

referéncia

Figura 2: Diagrama de blocos simplificado das estratégias de
controle.

3 CINEMATICA DOS ROBOS MOVEIS

Nesta se¢ao é apresentado o controlador cinematico uti-
lizado para garantir que os RMRs do tipo diferencial,
considerados neste trabalho, acompanhem as trajetorias
de referéncia geradas pelo controle de formagao.

A geometria de cada rob6 é mostrada na Figura 3.
Assume-se que todos os RMRs tém a mesma dimensao
e que a roda passiva nao influencia o comportamento
cinemdtico e dinamico do robd. Na Figura 3, (X,Y)
representa o sistema de coordenadas inercial; (Xo, Yp) o
sistema de cordenadas local; a o comprimento do robo; d
a distancia entre Py (centro do eixo das rodas atuadas)
e P. (centro de massa); b a distdncia entre uma roda
atuada e o eixo de simetria do rob6; r o raio das rodas
atuadas; a o angulo (dire¢do do robd) entre o eixo X
do referencial inercial e o eixo de simetria do rob6 no
sentido horario e 84 e 0, sao os deslocamentos angulares
das rodas direita e esquerda, respectivamente.

Robds moveis do tipo diferencial apresentam trés restri-
¢oes cinemdticas (Coelho and Nunes., 2003). Conside-
rando que para este tipo de robd a velocidade em P,
deve estar na direcao do eixo de simetria (eixo Xo,),
tem-se a primeira restricao com relagao a P, dada por

Ye; COSCY; — &, 8TN0y; —ddy; =0, i=1,...,N
sendo (., Y., ) as coordenadas do centro de massa P,
no sistema de coordenadas inercial e «; o angulo entre
o eixo de simetria de cada robo da formagcao e o eixo
X. As outras duas restrigdes estdo relacionadas com a
rotagao das rodas, em outras palavras, as rodas atuadas



Roda
. Passiva

Xo

; '9\0

g’

=y

Figura 3: Robd mével do tipo unicilo.

nao deslizam

Ze, COSQ + Yo, Sin; + béy; — g, =0

Te; COS Q + Yo, Sina; — bd; — 1, = 0.
Definindo a coordenada generalizada ¢, =
[T, Ye, ;i 0Oa, 0.,]7, as trés restricoes cineméd-
ticas podem ser escritas na forma matricial como
R(q1,)¢1, = 0, sendo

—sina;  cosay; —d 0 O
R(q1,) = | —cosa; —sina; b r 0
—cosq; —sine; b 0 7

A matriz R(q,) tem posto completo e pode ser expressa
como [R1(q1;) Rz] de tal forma que R;(q1,) seja nao-
singular e S(q1,) = [(R]"(q1,)R2)T 14)7 esteja no es-
paco nulo de R(q,), ie., Ri(q1,)S(¢1,) = 0. Entdo,
encontra-se

c(bcos a;; — dsin ay;) e(bcos a;+ dsin a;)
c(bsin o; + d cos ;) c(bsin o, — dcos ;)
S(qli )T: ¢ -
1 0
0 1
sendo ¢ = 5. A equacdo cinemédtica ¢ dada por
G, (t) = S(q1,) gz, (t) (4)
ou

c(bcos oy + dsin ay;)b,
Ye, = c(bsina; + dcos a;)0q, + c(bsina; — d cos ;) 0.,

—0e,). ()

Ze; = c(beosay; — dsina;)0q, +

0

di = C(Qdi

o vetor das posicoes das rodas

sendo g, = [0a, Oe,]T .
0" o

direita e esquerda do i-ésimo robd e ¢o, = [04,
vetor das velocidades angulares das rodas.

O controlador baseado na cinemética proposto por
(Kanayama et al., 1990), fornece as velocidades angu-
lares desejadas das rodas esquerda e direita, qgi, tais
que os RMRs acompanhem as trajetorias de referéncia
geradas pelo controle de formacgao.

Considere o erro g, = [Te, Ye, e,]”, entre a postura de
referéncia ¢, = [z, Yy, a,,]T, obtida pela equagio do
controle de formacao, (3), com

Qp, = tg_l(y.ri/jgm)v (6)

e a postura atual de cada robd mével na formacgao g., =
[Te, Ve, ae;]T. As equacdes dos erros sdo dadas por

Le; = COSQ; (xTi - xci) + Sinaci (y?”i - yCi)?
Ye; = 75inaci (:CH - xci) + cosa, (ym - yCi)? (7)
Qe, = Qp, — Qg .

k2 k2 T

O controle cinematico fornece as velocidades lineares
(v?) e angulares (w?) desejadas dos RMRs, considerando
o erro de postura e as velocidades lineares e angulares

de referéncia dadas, respectivamente, por

Up;y = (',".EH)Q + (y’f"q)Q € Wr; = OL“ (8)

sendo &, e y,, obtidas pela equagdo do controle de for-
magao, (3), e ¢&,, obtida derivando-se (6) com relagao
ao tempo.

Portanto, o controlador cinemético é dado por
vl = v, co8(ae,) + Koo, (©)
wé = wp 4+ v (Kyye, + Kasena,),
sendo K, K,, K, constantes definidas pelo projetista.

O controle baseado na dinamica considera as velocidades
angulares desejadas das rodas de cada RMR, qg{ . Entao,
é necessario definir as seguintes relacées de velocidades

i=[g]=[ B )5 w

sendo Gd, and Qd_ as velocidades angulares desejadas das
rodas direita e esquerda dos RMRs, respectivamente.

4 REPRESENTACAO QUASE-LPV DOS
RMRS

Na secao anterior estabelecemos a maneira como as tra-
jetérias desejadas devem ser geradas para o controle de
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RMRs em formagao, com base em informagoes cinema-
ticas dos robds. Nesta secao vamos considerar os as-
pectos dinamicos dos RMRs. Inicialmente serd obtida
uma representacao quase-LPV (quase-Linear com Para-
metros Variantes) dos RMRs. Sistemas LPV sdo sis-
temas cujas matrizes dindmicas variam continuamente
conforme a variagao no tempo de determinados para-
metros. Quando um sistema nao linear é represen-
tado como um sistema LPV cujos parametros variantes
correspondem aos estados ou parte dos estados, dize-
mos que temos uma representagao quase-LPV daquele.
Neste trabalho, o projeto de controle H, com realimen-
tagdo da saida para sistemas LPV descrito em (Apkarian
and Adams, 1998) serd utilizado para se obter um con-
trolador baseado na dindmica dos RMRs.

A equagao dinamica dos robos moveis, usando a teoria
de Lagrange, é descrita por Coelho and Nunes. (2003)
como:

M(q1,)é1, + Clqr,,d1,)1, = Emi — R(qr,)™ \i,  (11)

sendo \; = [A1, A2, A3,]T o vetor de restricoes das forgas,

E = [0 I4)7 a matriz de entrada, 7; = [r4, 7¢,]T o vetor
de torque nas rodas,
0 0 mdacosa 0 0
Clqi,,q1,) = 0 0 mdasina 0 0
0(3x5)
a matriz de forcas de coriolis e centripeta, e
m 0 mdsin o, 0 0
0 m —mdcosa; O 0
M(q,)=| mdsina; —mdcosa 1 0 o0
0 0 0 I, 0
0 0 0 0 I,

a matriz de inércia. Os parametros m e I sdo dados por

m=me+2my e I = I.+2mg,(d* + b*) + 21, + m.d?,
sendo m,, o conjunto da massa da roda e do rotor do
motor; m. ¢ a massa da plataforma do robo; I. é o
momento de inércia da plataforma do robé em relacao
ao eixo vertical em P,; I, é o momento de inércia da
roda em relacao ao eixo da roda; I, é o momento de
inércia da roda em relacao ao eixo definido no plano da
roda (perpendicular ao eixo da roda). Diferenciando a
Eq. (4) em relagao ao tempo, substituindo o resultado
na expressao dada em (11), e depois multiplicando o
lado esquerdo por S(q1,)”, obtém-se

Maga, + C2(q1, )42, = Ti (12)
sendo M, uma matriz constante, nao-singular, dada

por ST(q1,)M(q1,)S(q1,) e Ca(d,) = Ca(d). Na
derivacdo da equacdo acima utilizou-se o fato que
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S(q1,)'R(q1,)T =0e E = [0 I4)T. Adicionando uma
perturbacio no torque §; = [d4, d¢,]T e substituindo (5)
em (12), tem-se

sendo A(gy,) = —M; *Ca(de,) ¢ B = My *. Define-se o
estado de cada rob6 como

_ qzi — Hei
Yo = |: q2; ] 04,
O,

e a representagao quase-LPV para o controle de acom-
panhamento de trajetéria de cada RMR em formagao é
dada por

iqiz{A(?) 8}%#“}%%]5}@ (14)

sendo

U; = BTZ‘. (15)
Note que o estado é definido com as posicoes e veloci-
dades angulares das rodas dos RMRs. O controlador
baseado na dindmica proposto neste trabalho considera
as posigoes e velocidades angulares desejadas das rodas,
qi e qgi, respectivamente, para o cédlculo do erro de
acompanhemento de trajetéria. As posicoes desejadas
das rodas, q‘i,7 sao calculadas integrando no tempo as
velocidades angulares desejadas obtidas pelas equagoes

(3), (9) e (10).

O controle H,, com realimentacao da saida para siste-
mas LPV garante que o ganho L5 entre o disturbio e a
saida seja limitado por um nivel de atenuagao . Para
aplicar a técnica de controle apresentada em (Apkarian
and Adams, 1998), a equagdo de acompanhamento de
trajetéria de cada RMR, (14), deve ser representada de
acordo com a seguinte equagao

Tg, = A(pi)xq-i + Bi(pi)w; + Ba(pi)us,
zi = C1(pi)xq, + D11(pi)wi + Di2(pi)us,
Yi = Ca(pi)zg, + Dar(pi)w;

(16)

sendo p; = [pi, (£), ..., pir, ()] € P o vetor contendo os
pardmetros variantes no tempo, p;, (t), k = 1,..., M,
que satisfazem |p;, (t)] < v;,, sendo v;, > 0 os limites
da taxa de variacao dos parametros.

Considere o distirbio atuando no sistema como uma
composicao da perturbacdo no torque, J;, e pela posi-
coes angulares desejadas das rodas, qzdi7 ou seja, w; =



[6F (qgi)T]T. A saida medida z; e a saida de controle
y; sao definidas em termos dos erros de posicao, qéii —qo,-
Entao, (16) pode ser caracterizada pelas seguintes ma-
trizes

Alp) = { A(gzi) 0
B = g |

Ca(pi) =10 —1I], Dul(p:)=

0

Dalp)=| 7| Daler=p0 1,

sendo As(go,) e B definidas em (13). A dinadmica do
controlador é definida como
Bi(ps, pi) Tk,

[ :Zkt ] B { Dy (pi, pi) ] [ Yi

Para obter o controlador, é preciso resolver o seguinte
conjunto de desigualdades matriciais lineares (DMLs)
para X (p;) e Y(p;) minimizando ~

A (s, pi)

Ck(pi, pi) ] - 1D

I 017 X+XA+ATX XB; ct
{ ;’ I} BT X —~I DT, | x
By D | —I
[t <o
IN: 017 Y +YAT +AY vCF By
|: Oy I:| Cly —"}/I D11 X
BY Dy | —I
e+ <o
[); {,]>o,

sendo Ny e Ny projetadas para qualquer base de
[Cy Day] e [BY DY), respectivamente. Note que em-
bora as matrizes dependam de p;, essa dependéncia foi
omitida por conveniéncia. O controlador LPV pode ser
encontrado através do seguinte procedimento

e (Calcule a solucao Dy, para
Omaz(D11 + D12DyDay) < v,

e o COIlqultO Dcl = D11 + DlngDgl.

e (Calcule as solugoes By e C) para as equagoes ma-
triciais lineares

0 Doq 0 BT CQ

D3 —I D [ k ]:— BY X ,
0 Dag —nI * C1 + D12DyCs
0 DL O ~ BY

Ck

D12 —")/I Dcl [ :| = — Cly .

0 DI —4I * (B1 + B2DyD21)"
e Calcule

Ay = — (A+ ByDyCo)" + [X By + By Doy (Cy

—I1 DL 77!
+ DiaDRCo)T] | T el ]
12D1C2) ][ Du  —~I
(Bl + BQDkD/Q\l)T

e Resolva o problema de fatoragao para N e M
I-XY=NM".

e Finalmente, encontre Ay, By e C) dados por

A =N"YXY + NMT + Ay — X(A — BaDyC)Y
— ByCyY — XBoCr)M™ T,

By =N"Y(Bj, — XByDy,),

Cr, =(Cp — DyCY )M T,

Algumas consideracoes devem ser tomadas para se ob-
ter o controlador acima. Primeiro, a solu¢ao do con-
junto de desigualdades matriciais lineares (DMLs) é um
problema de dimensao infinita, uma vez que o vetor de
parametros p; varia continuamente. Para resolver este
problema, o espago de parametros P é dividido em um
conjunto de pontos para cada parametro, formando-se
uma malha de pontos. As DMLs devem ser satisfeitas
em todos os pontos desta malha.

Segundo, as matrizes X (p;) e Y(p;) devem variar con-
tinuamente com o vetor de parametros. A questao é:
como expressar estas matrizes em funcdo de p;? Uma
maneira de se resolver este problema é definir fungoes
bases para X (p;) e Y(p;) da seguinte forma

P
X(pi) =Y folpi) X,

L
Y(p:) =Y alp)Vi
=1
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P L ~ . o
sendo {fy(pi)},—; e {g(pi)};2; fungdes diferencidveis
em p;. Uma regra pratica para escolhermos essas fun-
¢oes é defini-las de maneira semelhante as funcées que
aparecem na matriz dinamica do sistema a ser contro-
lado.

A terceira consideracao diz respeito as derivadas das
varidveis X(p;) e Y(p;) que aparecem nas DMLs.
Considera-se neste trabalho que a taxa de variacao dos
parametros é limitada ou, como descrito anteriormente,
|9i, ()| < 4. Sendo as matrizes X (p;) e Y (p;) descritas
como combinagoes das fungoes base, as suas derivadas
nas DMLs podem ser reescritas como

. M P af
X(pi)=) + <Uik > 3 ,po>v
b1 =1 Pig
_ M L 9o
Y(/)i) :Zi Uiy, 90 Yi .
k=1 =1 9Pix

O sinal + significa que todas as combinagoes de si-
nais positivos e negativos devem ser consideradas para
se obter o conjunto de DMLs. Veja (Apkarian and
Adams, 1998; Wu et al., 1996) para mais informagcoes
sobre a sintese deste tipo de controlador. Observe que
com o aumento do nimero de robds, o custo computaci-
onal para resolver as DMLs aumenta exponencialmente.
Entretanto, a implementacao dos controladores pode ser
realizada dentro de um intervalo de amostragem aceita-
vel e de forma descentralizada.

5 MODELO MARKOVIANO DOS ROBOS
MOVEIS

Nesta secao serd apresentada a formulacao do controle
de formagao tolerante a falhas baseado nas metodolo-
gias de projeto para sistemas lineares sujeitos a saltos
Markovianos. A falha considerada aqui corresponde a
perda de um dos robos da formacao, em especial, pode-
se considerar a perda do lider. Apds a ocorréncia da
falha, a dindmica do rob6 perdido néo é considerada no
projeto do controlador baseado em SLSM. Além disso,
considera-se que o rob6 perdido nao se tornard, apos a
falha, um obstaculo para os demais robos da formagao.
As metodologias apresentadas neste trabalho podem ser
aplicadas em ambientes com obstaculos. Neste caso, a
trajetoria desejada do lider é alterada para se evitar o
obstdculo. Em formagoes com nimero elevado de robos,
uma estratégia é dividir a formagao em duas formagoes
independentes, cada uma com um lider, cujas trajetérias
desejadas evitam os obstaculos.

Os modelos dinamicos dos robds moveis em formagao
sdo linearizados em torno de pontos definidos na faixa
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de operacao dos robos moveis, caracterizada a partir
dos limites maximos e minimos das varidveis de posicao
e velocidade. O modelo Markoviano para este sistema
considera os pontos de operacao utilizados e a configu-
ragio de formagdo (se hd ou nado perda de robds). O
estado Markoviano atual é definido pelo ponto de ope-
ragao atual, pelo niimero de robos na formagao e pela
informacao de qual rob6 é o lider.

Cabe salientar que esta abordagem permite considerar
outros aspectos que podem ser 1iteis para determinadas
aplicacoes como a alternancia de lider, falhas de comuni-
cagao e obstaculos estaticos e dinamicos. Tais aspectos
serao considerados em trabalhos futuros.

Para obter o sistema linear referente aos pontos de ope-
ragao, o modelo dindmico dos RMRs (12), com o acrés-
cimo da perturbagao no torque, é representado por

MQqu + bl =T+ 5i7 (18)

sendo b; = C2(gz,)q2,. A linearizacdo de (18) em torno
de um ponto de operagao 1) com posicao q;{_ e velocidade
q;b , para cada RMR em formacao, é dada por

i = AVZ; + EVw; + BV,
% = Cl 3 + DY

sendo

-1 -1 _9b
Ad’ Mg kp _MQ aqg’i ’
0 I

0 0 i B
04 — 04,
4 .
i = I Dw = T; = eei - oe’i
Cs [0 ] , Dy =0, 7 egi 0, |
9;{_ 0,

u; a entrada de controle calculada de acordo com o con-
trolador Markoviano apresentado a seguir e w; = §;. o
e (; sao ponderacoes definidas pelo projetista para os er-
ros de acompanhamento de trajetéria e para a entrada
de controle, respectivamente. O torque aplicado pelos
atuadores do i-ésimo robo é definido por

T, = [kp O}fz + ’l_ti. (19)

Considera-se neste trabalho que o niimero de pontos de
operacdo, ¥, é o mesmo para cada uma das formagoes.



Considera-se também que as formacoes resultantes de
falha possuem apenas um robo perdido. Ou seja, para
uma formacéo inicial com N robos, teremos N + 1 pos-
sibilidades de formacao. Uma formacao com todos os
robos e N formagoes com um rob6 perdido. Formagoes
com mais robos perdidos também podem ser considera-
das.

A matriz dindmica de uma formagao inicial com N
robos, para um determinado ponto de operacao, é dada
por

AY 0 0
0AY =] 0 AY 0
0 0 Ay

A matriz dinamica de uma formacao com perda do i-
ésimo robo é dada por

AY 0 0
AV =10 0 0
0 0 AY

As demais matrizes do sistema, ;E¥, ;BY, Z-C’f’, iC;Z’,

Z-le e Z-Dg’ , podem ser construidas de forma similar as
matrizes ;AY, p =1,--- , .

Considere as colecoes de matrizes reais dadas por

Ao=(0AY, ... gAY 1AL ... LAY .. NAY .. N AY),
E@:(OE, oEY E'.. . EY . .  NE'.. .. NEY)
Boe=(oBY,...,oBY 1 B',... . BY,....yB',... xBY)
Cro=(Ct,...0CF 1 CL ... CY,... . nCL ... .nCY)
Coo=(0C3,...,003,1Ca,...nCY ... .nCa,....NCY)
Dig=(oD},...oDY DY,... DY,... . nD}, ... .NDY
Dog=(oD3,....0Dy 1 D,...n DY, ... .,NDi ... .NDy

sendo o conjunto O definido como © = {1,--- , U(N +
1)}. O ndmero de elementos do conjunto © define o
nimero de estados Markovianos do sistema.

O controle H, com realimentacao da saida para SLSM
apresentado neste artigo pode ser visto em (Siqueira
et al., 2007) e em (de Farias et al., 2000). Considere
uma cadeia de Markov homogénea de tempo continuo,

0(t) = {#§€0O: t > 0}, com probabilidade de transi-
¢ao P, definida como:

XijA+0(d), sei#j

Pr(O(t+AL) = j10t) =) = { 1+ A+ 0(8), se i = j,

comi, j €O, A >0,e); >0 a taxa de transicdo do
estado Markoviano i para o estado j (i # j), sendo

U(N+1)

-2

Jj=1j#i

A distribuigao de probabilidade da cadeia de Markov no
tempo inicial é dada por p = (1, ..., hw(n+1)), sendo
P.(6(0) i) = p;. O sistema linear sujeito a salto
Markoviano é dado por

T = Ag(t)i' + E@(t)’w + Bg(t)ﬂ,
zZ = O19(t)f + Dlg(t)ﬂ,
Y = Ca9yT + Dagpyw,

com @ € Lo, B(|2(0)2) < oo.

O controlador dinamico é dado por

xf Ac@(t)ifc + Bce(t)y7 (20)
u = Cco(t)x67

sendo Acgry € Aco, Beory € Beo € Cegy € Ceo-

O problema de controle H,, via realimentacao de

saida para SLSM consiste em encontrar controladores

(Acg, Beg, Cep), com 0 € O, tais que, a norma H, do

sistema em malha fechada seja menor que +.

Para encontrar estes controladores, o conjunto de DMLs
descrito em (19-21) deve ser resolvido. Uma vez obtida
a solugao para o conjutno de DMLs, os controladores
sao projetados por

Cep = FpYy

Beg = (Yy ' — Xg) " Lo

Acp = (Y5 ' = Xo) ' MpY,
sendo,
My =— Ay — XgAgYy — XgByFy — LoCapYp

— CTO(C19Yp + D1y Fy)
T(N+1)

> XYY
j=1

—y"%(XgEp + LgDay)E]

Embora o custo computacional para se encontrar solu-
¢oes factiveis para os controladores seja elevado, a imple-
mentagao destes controladores pode ser realizada dentro
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AT Xg + XoAp + LoCag + Caf LY + C1] Crg + S0V Ngj X, XoEg + LoDsg

El Xy + Dog L}

AgYy + Yo A + BoFy + F Bf + X\ooYo + 7 2EgEf  YyCig + Ff Dy

CngH + DigFp
Ry (V)

[Ye

sendo

I Xy

e <0, (19)
RyY
—I 0 | <o, (20)
0 So(Y)
} > 0. (21)

Ry(Y) = {\/ )\19}/0,---7\/)\(071)0%;\/)\(0+1)9Y07~-~a\/A(\P(N+1))0Yb ;

Se(Y) = —diag(Yn,..

Yo-1,.. o, Yota, ..

S Yy(n1))-

de um intervalo de amostragem aceitavel e de forma des-
centralizada. A grande dificuldade estd no projeto, com
o aumento do nimero de robos o custo computacional
para resolver as DMLs aumenta exponencialmente.

6 RESULTADOS

Nesta secao vamos apresentar resultados de simulagao
para o controle robusto de robos em formagao com al-
ternancia de lider baseado no controlador H . nao linear
apresentado na Sec@o 4 e para o controle de formagao
tolerante a falhas baseado no controle Markoviano apre-
sentado na Secao 5. O diagrama de blocos das estra-
tégias de controle propostas neste artigo é mostrado na
Figura 4.

Controle Baseado na Dinamica % S
i Robd Mével
a Representagio Quase-LPV — | j
2 Realimentagéo da Saida ] Modelo | {, | Modelo
q-'— (15) e (17) 4}—> » Dindmico | Cinematico
2, . . ! (13) 4)
Markoviano — Real. da Saida
(19) e (20)
%
e L \ o
&) O
Controle Baseado na Cinematica
o P Lei de -
i| | Relagdo entre [Vd s ]T Controle qe Calculo do Erro 0, Controle de
velocidades ! ! Cinematica | dePostura  i—— Formacdo
) © o ®
y
v, o 1" [Relagao entre q,

velocidades

®)

Figura 4: Diagrama de blocos detalhado das estratégias de con-
trole.

Inicialmente, consideram-se seis RMRs em formacdo. A
Fig. 5 mostra seis possiveis digrafos, um para cada pos-
siblidade de alternancia dos robos na lideranca da for-
magao, ou seja, para cada robo na lideranga tem-se uma
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Lr. Observe que os circulos em vermelho correspondem
ao robo lider da formacgao. Foi considerada a seguinte
formagao para os RMRs

(hp)1 = [6 0],
(h;n)4 = [0 4]7

(hp)s = [3 -2,

(hp)2 = [3 2],
(hp)s = [0 0],

Figura 5: Digrafos para cada um dos lideres da formacao.

Os robos serao denominados conforme sua posi¢ao na
formacao, ou seja, o Lider 1 serd o robd que esta na po-
sicao hp e assim por diante. A matriz de realimentacao
Fyen aplicada a todos os robds da formacgao é dada por

—400 0 0
—310 —400 |-

-310

Fueh = 0 0

Para o controlador baseado na cinemética, os ganhos



foram definidos como K, = 7, K, = 52, K, = 27. Os
valores destes ganhos foram escolhidos heuristicamente
buscando obter uma resposta rapida, porém suave, da
trajetéria. As trajetdrias de referéncia, z,, € y,,, s@o
dadas pela Eq. (3) com condigoes iniciais

(%, (0); e, (0), e, (0)) = (0,4, 0),
(e, (0), Ye, (0), e, (0)) = (0,6,0),
(%ey (0), Yes (0), 24 (0)) = (0,2,0),
(e, (0), e, (0), e, (0)) = (0,14,0),
(Ze5 (0), Yes (0), 25 (0)) = (0,12,0),
(76 (0),Ye6 (0), e (0)) = (0,10,0)

Os seguintes parametros nominais sao considerados para
todos os robos, eles correspondem aos parametros do
robd moével construido em nosso laboratério (Inoue
et al., 2009): m, = 0,075 (kg), m. = 0,597 (kg),
a=0,17 (m), b = 0,065 (m), d = 0,01 (m), r = 0,028
(m), I. = 0,0023 (kg.m?), I, = 0,00038 (kg.m?) e
I, =3,7x 1077 (kg.m?).

Para o controlador H., via representacao quase-LPV, o
espacgo de variagao dos parametros p;, P, definido como
—m <0, <

- < édi < m(rad/s) m(rad/s),

com v; = [0a,, O, | = [257 2.57](rad/s?), ¢ di-
vidido em L = 3 pontos para cada parametro. Note
que os parametros selecionados correspondem aos er-
ros de velocidade das rodas direita e esquerda de cada
robo. As fungoes base foram selecionadas de modo a
apresentar um comportamento semelhante ao sistema a
ser controladofi(p;) = g1(p;) = 10%, g» = 10 cos By, e
g3(pi) = 10%send,,, sendo X (0) e Y (0) definidas como
segue

X(pi) =
Y(pi) ==

Xofi(pi)
Yog1(pi) + Y1g92(p:) + Yags(ps)-

O melhor nivel de atenuagdo encontrado foi v = 2.61.
Para testar a robustez dos controladores, distirbios ex-
ternos foram introduzidos nos torques das rodas da se-
guinte forma

167(t74)486n(1.3ﬂ't),
—le_(t_4)4sen(1.37rt).

5 =

i

5., =

A simulagao do controlador H., com realimentagao da
saida foi realizada para os seis robos méveis, que se al-
ternaram na lideranca da formacao (sendo o robd 1 o
lider inicial, o robo 6 o lider intermedidrio e o rob6 4 o

lider final) durante a trajetéria, Fig. 6. A sequéncia de
lideranca é definida aleatoriamente segundo uma matriz
de probabilidade uniforme para todos os robos da for-
magcao, ou seja, qualquer rob6é pode assumir a lideranga
com a mesma probabilidade (no exemplo considerado,
esta probabilidade é 1/6). Note que, para fins de simu-
lacao, foram realizadas duas alternancias de lider dentro
do intervalo de tempo considerado, em espacos regulares
da trajetéria, respectivamente, a um terco e dois tercos
desta. O projetista também pode definir uma fungao
densidade de probabilidades que descreve os instantes
de tempo em que hd maior probabilidade de ocorrer a
alternancia de lider.

LPV
80 T —— T
Referéncia Lider Intermediario< R
70 —RMR Lider Final< 1
A\l
60F Lider IniciaH
501
E
= 40F
=
30r
20r
10
0 . . . . : :
0 10 20 30 40 50 60 70

X(t) (m)

Figura 6: Controle quase-LPV com realimentac3o da saida para
os RMRs em formacgdo. A regido em destaque mostra o mo-
mento no qual o distirbio foi aplicado.

O erros de diregao dos robds durante a trajetéria com
alternancia de lider sdo mostrados na Figura 7. Observe
que os disturbios foram rejeitados adequadamente. Nas
figuras 8 e 9 sao mostrados os disturbios e torques, res-
pectivamente, aplicados nas rodas atuadas.

08 LPV

0.6/
0.4r
0.2}
0%— i

0 2 4 6 8
Tempo (s)

Erros de diregao dos robds(rad)

Figura 7: Erros de direcdo dos robds méveis.
Para o controle tolerante a falhas, foi considerada como
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LPV

Distarbio (N.m)

_1 L “1 L L
Tempo (s)

Figura 8: Disturbios aplicados nas rodas direita e esquerda dos
robds.

10 ‘ ‘ LPV ‘

Torques (N.m)

-1 ‘ j 6 ‘
Tempo (s)

Figura 9: Torques aplicados nas rodas direita e esquerda dos
robds.

falha a remocao do lider de uma formagao composta
por trés robds (N = 3). Assim, o sistema inicia o mo-
vimento coordenado com um conjunto de trés robos e
durante o movimento o robo lider inicial é removido.
Imediatamente um segundo rob6 assume a lideranca até
que o movimento seja finalizado. Neste experimento
nao estd sendo considerada a alternancia aleatéria de
lider. Considera-se também que um ponto de lineari-
zagdo em 1 rad/s caracterize ambos os cendrios pré e
p6s falha para calcular as respectivas matrizes dinami-
cas do sistema linear, ou seja, ¥ = 1. Portanto, temos
2 estados Markovianos, um para cada formagao. Se-
guindo a notacdo apresentada na Secao 5, o conjunto de
matrizes dinamicas do modelo Markoviano é dado por
Ag = (pAl,;1 A)), sendo que 0 & esquerda de A sig-
nifica que o movimento coordenado evolui inicialmente
com todos os robos e 1 significa que houve uma falha
e o robo 1 foi excluido da formagao. Para esse modelo
Markoviano © = {1, 2}.
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As taxas de transicdo entre os estados Markovianos séo
agrupadas em uma matriz de taxa de transicao A de
dimensao 2 x 2. A matriz A é particionada nas seguintes

submatrizes
A A
A= |“P1 1.
[AO AP2:|

As submatrizes A, mostram as relagoes entre os pon-
tos de operacdo, e a submatriz diagonal Ay determina
a probabilidade de ocorréncia de falha. Depois da falha
ter ocorrido o sistema muda para a segunda linha de A,
e Ay mostra que a formacao inicial ndao pode ser recu-
perada. Para o problema em questao, a matriz de taxa
de transicao A foi selecionada como sendo

Ay, = —0.6,
Aj =06,

Apy =0,
Ao =0.

Trajetdria dos Robds
T T

40

301

v
Lider Final
20

y(®) (m)

10

. . . .
0 5 10 15 20 25 30
() (m)

Figura 10: Trajetdria dos robds com controlador Markoviano.

A Figura 10 mostra os resultados experimentais da tra-
jetoria efetuada pela formacao utilizando o controlador
Markoviano via realimentagao de saida. Inicialmente o
lider da formacéao era o robd representado pelo circulo
em vermelho, e, em t5 = 0,5 s este rob6 foi removido e
a falha detectada. A partir deste instante, o rob6 2 as-
sumiu a lideranga da formagao (indicado na figura pelo
circulo verde). Note que neste experimento ndao hd uma
alternancia aleatéria de lider, e sim, uma troca devido a
falha do rob6 1. Apés a falha, o robd 1 nao influencia a
dinamica dos demais robos, pois ele nao pertence a nova
formacao. As linhas tracejadas na Figura 10 denotam as
trajetorias desejadas dos RMRs e a linha continua a tra-
jetéria real. Também é mostrado na Figura (11) o erro
de direcao do rob6 1 durante a trajetéria. Das simula-
¢oes obtidas, observa-se que apos a ocorréncia da falha
o sistema mantém a estabilidade com os rob6s em movi-
mento coordenado durante a reconfiguracao do controle.

7 CONCLUSOES

Neste artigo foram propostas duas estratégias de con-
trole para movimentos coordenados de robos moéveis com



Controlador Markoviano

0.6

0.4

0.2r

Erros de diregéo do rob6 1 (rad)

. . . . .
0 0.5 1 2 25 3 35 4
Tempo (s)

Figura 11: Erro de direcao do robd 1 com controlador Marko-
viano.

rodas, uma robusta e outra tolerante a falhas. Inicial-
mente, considerou-se uma formagao com alternancia de
lider sujeita a distirbios externos. O controle robusto
Hso nao linear por realimentacao da saida, em conjunto
com os controles de formagao e cinematico, garante a
estabilidade da formagao considerando as caracteristi-
cas dinamicas dos robds méveis. A segunda estratégia
considera que a formagao pode sofrer a perda de robos,
inclusive do lider. Neste caso, foi proposto um controle
tolerante a falhas baseado na teoria de sistemas lineares
sujeitos a saltos Markovianos. Novamente, o controla-
dor H por realimentagao da saida para SLSM garante
a estabilidade global do sistema mesmo com a perda de
robos da formacao. Os aspectos principais das duas me-
todologias propostas foram considerados nos exemplos
apresentados, robustez a distirbios externos e toleran-
cia a falhas. Entretanto, hd uma infinidade de situacoes
nas quais a metodologia proposta neste artigo precisa ser
aperfeicoada para funcionar com eficiéncia, por exemplo
quando ocorrem falhas de comunicagao ou quando apa-
recem obstaculos de maneira aleatoria. Esses problemas
serao tratados futuramente.
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