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ABSTRACT

SPR Systems Synthesis Through Routh-Hurwitz Crite-
rion

Given a linear time-invariant plant G,;(s) with one input
and ¢ outputs, where ¢ > 1, a method based on the Routh-
Hurwitz Stability Criterion is proposed to obtain a constant
tandem matrix F' € R?, such that FG (s) is a minimum-
phase system. From this solution, the system F'G;(s) is rep-
resented in state space by {A, B, FC} and a constant output
feedback matrix K, € R is obtained such that the feedback
system {A— BK,C, B, FC} is Strictly Positive Real (SPR).
The proposed procedure offers necessary and sufficient con-
ditions for both problems. Initially, the general case, with a
generic g, is analyzed. Following, the particular cases ¢ = 2
and g = 3 are studied.
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RESUMO

Dada uma planta G;(s) linear e invariante no tempo com
uma entrada e ¢ saidas, sendo ¢ > 1, é proposto um método,
baseado no Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz, para
a obtencdo de uma matriz constante F' € R? em série com
a saida, de modo que o sistema F'G,(s) seja de fase mi-
nima. A partir desta solugdo, o sistema F'G,;(s) € represen-
tado em espaco de estados por {A, B, F'C'} e é obtida uma
matriz constante de realimentacdo da saida K, € Rl, de
modo que o sistema realimentado {A — BK,C, B, FC'} seja
Estritamente Real Positivo (ERP). O procedimento proposto
fornece condigdes necessarias e suficientes para os dois pro-
blemas. Inicialmente, é analisado o caso geral, com ¢ gené-
rico. Em seguida, sdo estudados os casos particulares ¢ = 2
eq=3.

PALAVRAS-CHAVE: Sistemas ERP, Fase Minima, Critério
de Routh-Hurwitz, Realimentacdo da Saida.
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1 INTRODUCAO

A importancia dos sistemas ERP na andlise e projeto de
sistemas de controle ¢ comprovada pelos resultados obti-
dos a respeito da estabilidade destes sistemas, como a hipe-
restabilidade assintética de Popov (Anderson, 1968). Estes
resultados possuem uma ampla gama de aplicagdes, como
no projeto de sistemas de controle adaptativos (Barkana
et al., 2006; Hsu et al., 1994; Huang et al., 1999; Kauf-
man et al., 1994; Landau, 1979; Owens et al., 1987; Tei-
xeira, 1989), em sistemas de controle com estrutura va-
ridvel (Cardim et al., 2008; Cardim et al., 2009; Collado
et al., 2007; Covacic, Teixeira, Assuncdo e Cardim, 2008;
DecCarlo et al., 1988; Shu et al., 2008; Teixeira, 1990; Tei-
xeira, 1993; Teixeira et al., 2000; Teixeira et al., 2002; Tei-
xeira et al., 2006) e na estabilizacdo de sistemas incertos com
realimentacdo da saida (Cunha et al., 2003; Steinberg e Cor-
less, 1985; Xiang et al., 2005).

Um problema relacionado com este método de projeto € a
chamada sintese ERP: dada uma planta linear invariante no
tempo, {A, B,C}, controlavel e observavel, com m vari-
aveis de entrada e p varidveis de saida, o objetivo é obter
uma matriz constante de realimentagdo da saida K, e uma
matriz constante I’ em série com a saida, de modo que o sis-
tema controlado { A — BK,C, B, FC'} seja ERP. A matriz F'
combina as saidas da planta, tornando o sistema compativel
com a igualdade BT P = FC, que é uma das condigGes para
um sistema ERP. Em (Teixeira, 1989; Teixeira, 1990), foi de-
monstrado que este problema é equivalente a um problema
de estabilizacdo com realimentacdo da saida. Para plantas
com 0 mesmo numero de variaveis de entrada e de saida, a
condicao necessaria e suficiente para este problema é que to-
dos os zeros de transmissdo tenham parte real negativa e que
det(CB) # 0 (Kaufman etal., 1994; Owens et al., 1987; Tei-
xeira, 1989).

Em (Boyd et al., 1994; Choi, 1997; Choi, 1998; Choi, 1999;
Huang et al., 1999; Teixeira et al., 2000; Teixeira et al.,
2002), foi estudada a solucao deste problema usando Inequa-
¢Bes Matriciais Lineares (LMIs). A vantagem deste método
é que as LMIs, quando factiveis, podem ser resolvidas fa-
cilmente através de programas computacionais como Matlab
(Gahinet et al., 1995) e LMISol (de Oliveira et al., 1997).
Estes métodos permitem, também, outras especificacdes de
projeto, como taxa de decaimento, restri¢des na entrada e na
saida (Bernussou et al., 1999; Teixeira et al., 2000; Teixeira
et al., 2002). Para o problema acima, com p > m, séo co-
nhecidas apenas condicdes suficientes (Teixeira et al., 2002).

Outra ferramenta 0til para a andlise da estabilidade de um
sistema € o Critério de Routh-Hurwitz (Dorf e Bishop, 1998;
Ogata, 1997). Uma das suas mais importantes aplicaces é a
determinag&o da faixa de valores de um pardmetro k € IR tais
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que todas as raizes de um polindmio d(s, k) possuam parte
real negativa. Outras aplicacdes para o Critério de Routh-
Hurwitz estdo disponiveis na literatura. Em (Blondel e Lund-
vall, 1995), o critério € utilizado para determinar se um sis-
tema é estabilizavel, isto é, se existe um controlador que
torna o sistema estavel. Em (Pefia, 2004), sdo apresentados
alguns testes para checar as condi¢Bes de Routh-Hurwitz e a
positividade total de uma matriz, transformando-a em uma
matriz triangular superior. Em (Hwang e Yang, 1999), o
Critério de Routh-Hurwitz é utilizado para testar a proprie-
dade Hurwitz de um segmento de polindmios (1 — A)p,(s) +
Ap1(s), sendo que 0 < X < 1. Em (Bose, 1989; Yang e
Hwang, 2002), o método é estendido para combinagfes con-
vexas de polindmios complexos. Em (Barmish, 1984; Bi-
atas e Garloff, 1985; Guiver e Bose, 1983), é apresen-
tado um método para a analise da estabilidade de poliné-
mio, cujos coeficientes sofrem perturbacdes. Em (Hwang e
Yang, 1999; Bandyopadhyay et al., 1994; Bandyopadhyay
et al., 1997), o método é estendido para determinar mode-
los de intervalos de ordem reduzida para sistemas lineares
em que cada coeficiente de n(s) e d(s) pertence a um inter-
valo. Em (Wei e Yedavalli, 1987), os coeficientes do poliné-
mio caracteristico dependem de um conjunto de parametros,
com cada parametro pertencente a um intervalo. Existem
outros métodos, por exemplo o teorema de Hermite-Biehler
(Oliveira et al., 2003; Oliveira et al., 2009), que permitem a
andlise da estabilidade para plantas com ou sem atrasos de
transporte.

Em (Teixeira et al., 2007), € apresentado um procedimento,
baseado no Critério de Routh-Hurwitz (Dorf e Bishop, 1998;
Ogata, 1997), para a determinacdo da faixa de valores de &
(condigBes necessarias e suficientes) que tornam estavel um
sistema com uma entrada e uma saida (SISO) realimentado
através de um controlador proporcional G.(s) = k. O mé-
todo reline as raizes reais de todos os numeradores e deno-
minadores da primeira coluna da tabela de Routh-Hurwitz
e agrupa-os em ordem crescente, considerando os valores
repetidos apenas uma vez. Sao obtidos, assim, 0s inter-
valos entre as raizes reais. Para obter a faixa de estabi-
lidade, basta analisar um ponto de cada intervalo. A ideia
foi estendida para o projeto de outros tipos de controladores,
como o proporcional-integral-derivativo (PID) e é apresen-
tado, também, em (Teixeira et al., 2007), um programa em
Matlab que implementa este método, que esta disponivel na
internet (htt p: / / www. dee. f ei s. unesp. br/ docent es/
mar cel o/ f xest ab/ engl i sh/index. htnl).

Em (Covacic, Teixeira e Assuncao, 2008), é proposto um mé-
todo baseado no Critério de Routh-Hurwitz para o estudo
da estabilidade de sistemas incertos & = (A, + aAA)z,
através da determinacdo da faixa de valores de « que ga-
rantem a estabilidade assint6tica do sistema. O método tam-
bém ¢é utilizado para a determinagdo da faixa de valores de



k que garantem a estabilidade de sistemas de malha fechada
= (A—BKC)z,comK = kI.

Neste trabalho, o Critério de Routh-Hurwitz é utilizado para
a obtencdo de uma matriz F' € R?, que combina as ¢ saidas
de uma planta { A, B, C'} com uma entrada, de modo que to-
dos os zeros de transmisséo do sistema { A, B, F'C'} possuam
parte real negativa. A partir deste sistema de fase minima, é
obtida, através de LMIs, uma matriz K, que torna ERP o sis-
tema {A — BK,C, B, FC}. Apo6s a andlise do caso geral,
com ¢ genérico, sao estudados o0s casos particulares ¢ = 2 e
q=3.

Na Secdo 2, sdo apresentados 0s conceitos basicos sobre sis-
temas ERP. Na Secdo 3, o Critério de Routh-Hurwitz € apli-
cado para a obtencdo de um sistema de fase minima. A partir
deste sistema de fase minima, pode ser obtido um sistema
ERP, como é apresentado na Secdo 4. A Secdo 5 mostra dois
exemplos de aplicacdo do método e a Secdo 6 apresenta as
conclus6es finais.

2 SISTEMAS ERP

Considere a planta linear, invariante no tempo, controlavel e
observavel dada por (1).

&= Ax+ Bu, y=~Cz, (1)

sendo z € R" o vetor das variaveis de estado, v € R™ a
entrada de controle, y € R™ a saida da planta, 4 € R™*"
a matriz caracteristica, B € R™™™ a matriz de entrada e
C e R™*" amatriz de saida da planta.

O conceito de sistemas ERP é apresentado em (Anderson,
1968), assim como o Lema 1, que fornece a condicdo neces-
séria e suficiente para que o sistema (1) seja ERP.

Lema 1l (Anderson, 1968) A matriz de transferéncia do sis-
tema (1), Goi(s) = C(sI — A)~'B, é ERP se e somente se
existir uma matriz P = P7, tal que:

PA+ATP <0, BTP=C, P>0.

O Teorema 2 estabelece condicdes necessarias e suficientes
para a existéncia de uma matriz K que torna ERP o sistema
de malha fechada da Fig. 1, com entrada V() e saida Y (s).

Teorema 2 (Kaufman et al., 1994; Owens et al., 1987; Tei-
xeira, 1989): Considere a Fig. 1. Entdo, existe uma ma-
triz constante K, tal que o sistema da Fig. 1, com en-
trada V' (s) e saida Y(s), dado pela matriz de transferén-
cia (I + Goi(s)K) tGoi(s), seja ERP, se e somente se as
seguintes condi¢des forem satisfeitas:

Figura 1: Sistema realimentado do Teorema 2.

Us) +,-U(s) Yo(s)

1 Gol(s) » F

K,

A

Figura 2: Sistema realimentado do Problema 1.

(i) CB=(CB)T >0;

(ii) todos os zeros de transmissdo da planta { A, B, C'} apre-
sentam parte real negativa.

Como definido em (Chen, 1999), os zeros de transmisséo de
um sistema cujo nimero de saidas p é maior ou igual ao nd-
mero de entradas m so os valores de s € C tais que:

¢ sI—-A B <ni
posto _C 0 n -+ m.

Com base no Lema 1, foi proposto o seguinte problema:

Problema 1 Dada a planta {A, B, C} linear, invariante no
tempo, controlvel e observavel, com p > m, posto(C) = p
e posto(B) = posto(CB) = m, obtenha condi¢des ne-
cessarias e/ou suficientes, usando LMIs, para a existéncia
de matrizes constantes F e K, € R™”?, para que o sis-
tema descrito na Fig. 2, dado pela matriz de transferéncia
F(I+ Gy(s)K)™ Gy (s), seja ERP.

Na Secdo 3, é apresentado um método para a obtengdo de
um sistema de fase minima através do Critério de Routh-
Hurwitz, para plantas com uma entrada e ¢ saidas, sendo
g > 1. Na Secéo 4, é descrita a obtengdo de um sistema
ERP a partir do sistema de fase minima obtido.

3 OBTENGAO DE SISTEMAS DE FASE
MINIMA ATRAVES DO CRITERIO DE
ROUTH-HURWITZ

Considere uma planta G (s) = N(s)D(s)~', controlavel e
observavel, com uma entrada e ¢ saidas, sendo D(s) = d(s)
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e N(s) = [ mi(s)
mials, com:

na(s) nq(s) 1T matrizes polino-

1=1,...,q,

d(s) =dps" +din_1)s" " +...+dis+dy, dn#0,

sendo que ni(s),...,ny(s) e d(s) ndo possuem raizes co-
muns (neste caso, N(s) e D(s) sdo coprimas a direita
(Chen, 1999)).

ni(s) = ni(n—l)sn_l + ...+ nis + no,

De acordo com o Teorema 2, existem matrizes F' e K, sendo
K, = KF, tais que o sistema {A — BK,C, B, FC} é ERP
se e somente se existir F' tal que FCB = (FCB)T > 0e
{A, B, FC} for um sistema de fase minima, isto é, os zeros
de transmissdo de { A, B, F'C'}, que séo o0s zeros de F'G (),
apresentarem parte real negativa.

Seja ' = [ fi fa
FG,(s) é dado por:

fa ] € R Entdo, o produto

_ fini(s) + -+ fynqg(s)
d(s) ’

FGy(s) = FN(s)D(s)™*

sendo:
fina(s)+- -+ fang(s) = fi (nin_1ys" " + ...+ nuis+

nio) + -+ fq (nq(n_l)sn_l + ...+ ngas+ an)
= (flnl(n,—l) + -+ fqnq(n_l))sn71 + ...+
(flnll + -+ fqnql)s + (flnlo + -+ fq’flqo).

A condigdo FCB = (FCB)T > 0 ocorre somente quando
o grau relativo de FG(s) = FC(sI — A+ BK,C)"'B
é igual a 1 (Owens et al., 1987; Slotine e Li, 1991), isto é,
grau(fini(s) + fana(s) +- - + fgng(s)) = grau(d(s)) — 1.
Isto ocorre se e somente se:

Jinim—1) + fonom-_1) + - + fqngm-1) # 0.

Se ni(n—1) = Nam—-1) = '+ = Ng(n—1) = 0, 0 grau relativo
do sistema é maior que 1, para qualquer F € R?. Entdo, ndo
existem matrizes F' e K, que tornam o sistema ERP.

Os zeros de transmissdo da planta G,;(s) sdo os valores
de s € Ctaisque N(s) = [0 0 0 ]7. Sejam
Zpl, Zp2,- .-, Zpk OS Z€ros de transmissdo da planta. Entéo,
np(s) = (s — 2p1) (s — 2p2) -+ - (8 = 2pk)s

nz(s) :np(s)ﬁl(s)a 1= 17"'7q7 (2)

sendo 71 (s), . . ., iq(s) polindmios coprimos, isto é, sem rai-
zes comuns. Os zeros de transmisséo do sistema F'G;(s) sdo
as raizes de:
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FN(S) = flnl(s) +oo fqnq(s)
= finp(s)n1(s) + fanp(s)na(s) + -+ + fqnp(s)ig(s).

Entdo, os zeros de transmissdo do sistema F'G,;(s) sdo as
raizes de n,(s) e as raizes de [fi7i1(s) + fofia(s) + ... +
fqTiq(s)]. Logo, se n,(s) possui pelo menos uma raiz com
parte real ndo-negativa, ndo existe uma matriz F ¢ R tal
que o sistema F'G,;(s) seja de fase minima.

Se f1 # 0, entdo:

FN(s) = finp(s) |n1(s) + %ﬁg(s) + 4 f—'jﬁq(s)

= fing(s)[1(s) + frona(s) + - + frgig(s)],  (3)

sendo f; = % parai =2,---,q.

Se todas as raizes de n,(s) apresentam parte real negativa,
entdo os valores de f, € R tais que o sistema FG,(s) seja
de fase minima, se existirem, sdo tais que todas as raizes do
polinémio:

(s, fr) = 11(8) + frofa(s) + - + frgfig(s)  (4)

apresentam parte real negativa. Os resultados propostos em
(Teixeira et al., 2007) permitem o estudo da posicao das rai-
zes do polinémio F'N(s).

3.1 Sistemas com Duas Saidas

Considere, agora, uma planta G;(s) = N(s)D(s)~! com
uma entrada e duas saidas, sendo D(s) = d(s) e N(s) =
[ n1(s) na(s) ] matrizes polinomiais coprimas a direita.
SejaF =[fi f2]¢€ R*. Considerando que f; # 0,
entdo, de (3), os zeros de transmissdo do sistema F'G,(s)
580 as raizes de:

FN(s) = fini(s)+ fana(s) = finp(s) [n1(s) + fria(s)],

sendo fr = % A faixa de valores de f, € R tais que o sis-
tema F'G;(s) é de fase minima, se existirem, pode ser deter-
minada com exatiddo através do Critério de Routh-Hurwitz,
com o método descrito em (Teixeira et al., 2007). O Exemplo

1 ilustra este procedimento.

3.2 Sistemas com Trés Saidas

Considere, agora, uma planta G,;(s) = N(s)D(s)~! com
uma entrada e trés saidas, sendo N(s) e D(s) matrizes po-
linomiais coprimas & direita, D(s) = d(s)I e N(s) =



[ ni(s) mna(s) ma(s) ]". Seja F=[fi fo fz]€
R®. Considerando que f1 # 0, entdo, de (3), os zeros de
transmisséo do sistema F'G,,;(s) séo as raizes de:

FN(s) = fini(s) + fana(s) + fans(s)

= finp(s)[1(s) + frafiz(s) + frsns(s)],

sendo fro = f— e frz = I3 Novamente, utilizando-se 0 mé-
todo proposto em (Telxelra et al., 2007), é possivel determi-
nar o lugar geométrico dos ganhos do controlador, no plano
(fr2, fr3), que torna estavel o sistema realimentado. Para al-
cancar este objetivo, pode-se escolher um intervalo de valo-
res para fi3, no qual deseja-se analisar a estabilidade. Entéo,
fixando-se um valor de f3 neste intervalo, pode-se obter 0s
valores de fro (condigdes necessarias e suficientes) para a
estabilidade do sistema de malha fechada, para o ganho fi3
escolhido. Este procedimento pode ser repetido quantas ve-
zes forem necessarias, para uma boa visualizagdo da regido
de estabilidade. O Exemplo 2 ilustra este procedimento.

Observacdo 1 Note que, na Subsec¢do 3.1, quando o0 himero
de saidas da planta é ¢ = 2, 0 método permite a determi-
nacdo rapida da faixa de valores do parametro f; que torna
FG,(s) um sistema de fase minima. Quando ¢ = 3, foi
visto, na Subsecdo 3.2, que é necessario fixar um parametro
(fr3) para obter a faixa de valores do outro parametro (fx2)
para que F'G;(s) seja de fase minima. No caso geral, com ¢
saidas, existem ¢ — 1 parametros e ¢ — 2 parametros devem
ser fixados em intervalos dados para a busca de valores de um
parametro que soluciona o problema. Esta busca pode tornar-
se computacionalmente lenta, a medida que ¢ aumenta. Este
fato motiva o estudo de métodos que evitem buscas em re-
gides nas quais ndo existem solugdes. Por exemplo, a busca
pode utilizar o fato bem conhecido sobre a necessidade de
um polindmio Hurwitz apresentar todos os coeficientes com
0 mesmo sinal, para restringir a regido de busca. Este é um
topico para pesquisas futuras.

4 OBTENCAO DE UM SISTEMA ERP A
PARTIR DE UM SISTEMA DE FASE Mi-
NIMA

Na Secdo 3, foi apresentado um método baseado no Crité-
rio de Routh-Hurwitz para determinar exatamente uma ma-
triz F € R"™ de modo que todas as raizes do polindmio
FN(s), que correspondem aos zeros de transmisséo do sis-
tema FG,(s), sendo G (s) = N(s)D(s)~!, possuam parte
real negativa.

Obtida a matriz /' de modo que o sistema FG(s) seja
de fase minima, o segundo passo é determinar uma ma-
triz de realimentacdo da saida K, que torna ERP o sistema

{A - BK,C,B,FC}. A solugio deste problema é garan-
tida através do Teorema 3, obtido diretamente do Lema 1.
A solucéo do problema através de LMIs permite a adigdo de
outras especificagdes, como taxa de decaimento, restrigdes
na entrada e na saida.

Teorema 3 Considere F tal que o sistema {4, B, FC} seja

de fase minima. Entdo, uma solugdo para o Problema 1 é

obtida através das seguintes LMIs, em termos de K, e P =
PT:

PA+ATP-CT'FTK,C - CT'KI'FC <0, (5)

BTP=FC, (6)

P> 0. ()

Prova: A prova deste teorema é obtida diretamente,
utilizando-se o Lema 1, que foi apresentado em (Anderson,
1968). O

Observacdo 2 Quando as condi¢des do Teorema 3 sdo fac-
tiveis, o software LMISol (de Oliveira et al., 1997) pode ser
utilizado para a determinacéo de K,, F e P = PT. A condi-
¢do (6) é uma igualdade matricial linear e existem softwares,
por exemplo, o LMI Control Toolbox do Matlab (Gahinet
et al., 1995), que ndo permitem, diretamente, esta restricéo.

5 EXEMPLOS

5.1 Exemplo 1
Considere a planta G (s), descrita por:
Go(s) =C(sI — A)™'B = N(s)D(s) !, (8)

sendo:
D(s) = [33 +3s% — 45 — 13}7

vo-[5 ][22

na(s)
De acordo com (Chen, 1999), uma representacdo da planta
G, (s) é dada por (1), sendo:

0
0
3

A:

—_

O objetivo deste exemplo é a determinacdo de matrizes K, e
F para que o sistema {A — BK,C, B, FC'} torne-se ERP.

As raizes de ni(s) sdo —6 e 1 e as raizes de ns(s) séo
—6,1401 e 1,1401. Portanto, n(s) e na(s) ndo sdo po-
linbmios Hurwitz. Entdo, é necessario encontrar uma matriz
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F=[fi fo]l=#H[1 fr] sendo fr = fo/f1, tal que
o sistema F'G,;(s) seja de fase minima. Os zeros de trans-
misséo do sistema F'G,;(s) séo as raizes do polindmio:

(s, fr) = (5% + 55 — 6) + fp(s® +55—17)

= (fr + 1)s* + (5fx +5)s + (=7f — 6).

De acordo com o Critério de Routh-Hurwitz, utilizando
0 método proposto em (Teixeira et al., 2007), o sistema
FGyi(s) é de fase minima se e somente se:

1< f, < —0,85714.

Escolhendo-se f, = —-0,9e f; = 1, tem-se FF =
[1 —0,9 ]eFN(s) =0,1s*+0,5s + 0,3. Os zeros de
transmissdo do sistema sdo z; = —4, 3028 € 2o = —0, 6972.
Logo, o sistema F'G,,(s) é de fase minima.

Com a matriz F' definida acima, as matrizes P e K, foram
obtidas através do Teorema 3. A solu¢do obtida com o LMI-
Sol foi:

4,1209 2,0575 0, 3000
2,0575 3,2709 0,5000 |,
0,3000 0,5000 0, 1000

P =

K, = 33,3846 —31,0260 |.

Os autovalores de P s8o A\; = 5,8492, Ao = 1,6196 e
A3 = 0,0229. Os zeros de transmissdo do sistema {A —
BK,C,B,FC} s80 z; = —4,3028 € zo = —0,6972 e 0s
autovalores de (A — BK,C) sdo p; = —0,9777 + 50,4273,
pe = —0,9777 — 50,4273 e p3 = —3,4032. Portanto, 0
sistema é ERP, como indica o diagrama de Nyquist da Fig.
3.
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Figura 3: Diagrama de Nyquist do sistema de malha fechada.
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5.2 Exemplo 2

Considere, agora, um sistema mecanico descrito em (Ogata,
2003), pagina 761, e dado por (1), sendo:

0 0 1 0
0 0 0 1
A= -36 36 -0,6 0,6 |’
| 18 —18 0,3 0,3
8 1 0 0 0]
B=| ,C=101 00
0 001 0 |

A funcéo de transferéncia do sistema de malha aberta é dada
em (8), sendo:

D(s) = |s*40,9s% + 5457 |,
n1(s) 52 40,35 + 18
N(s)=| na(s) | = 0,3s+18
n3(s) $3 40,352 + 18s

O objetivo deste exemplo é a determinacdo de matrizes K, e
F para que o sistema {A — BK,C, B, F'C} torne-se ERP.

As raizes de nq (s) s80 —0, 15+ j4, 24, araiz de na(s) € —60
e as raizes de n3(s) sdo —0, 15 + j4,24 e 0. Portanto, como
n1(s) € na(s) ndo séo polindmios de terceira ordem e n3(s)
ndo é um polindmio Hurwitz, é necessario encontrar uma
matriz F = [ fi fa fs ] = fil 1 fez frs ], sendo
fr2 = fo/f1 € fxs = f3/f1, tal que o sistema FG,;(s) seja
de fase minima. Os zeros de transmisséo do sistema F'G ;(s)
sdo as raizes do polindémio:

(5, froy fez) = (5% 40,35 + 18) 4 fu2(0, 35 + 18)+

fes(s® +0,35% 4+ 185) = (frs)s® + (14 0,3 fr3)s>+
(0,34 0,3fr2 + 18fr3)s + (18 4+ 18 f2).

A Fig. 4 mostra o lugar geométrico dos pares de valores
de fxo € frs tais que o sistema FG,(s) seja de fase mi-
nima, de acordo com o Critério de Routh-Hurwitz, utilizando
0 método proposto em (Teixeira et al., 2007).

Escolhendo-se fro = 0, fys = 2 e f; = 1, tem-se F' =
[1 0 2]eFN(s) =2s®+ 1,65+ 36,3s + 18. Os
zeros de transmisséo do sistema séo z; = —0,5e 2z, = 2§ =
—0,15 4 j4, 24. Logo, o sistema FG () é de fase minima.

Com a matriz F' definida acima, as matrizes P e K, foram
obtidas através do Teorema 3. A solugdo obtida com o LMI-
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Figura 4: Valores de fi2 e fis que fornecem um sistema
{4, B, FC} de fase minima.

Sol foi:
23,3839 —12,8880 1,0000 0,3569
P —12,8880 12,8320 0,0000 0,0648
B 1,0000 0,0000 2,0000 0,0000 |’
0, 3569 0,0648 0,0000 0,7083
KO:[—25,5009 29,9621 4,3032 ]

Os autovalores de P sdo \; = 32,0592, Ay = 4,3310, A3 =
1,8480 e Ay = 0,6860. Os zeros de transmissao do sistema
{A-BK,C,B,FC}s0z = —0,5, 20 = —0,15+ j4,24
e 23 = —0,15 — j4,24 e os autovalores de (A — BK,C) séo
p1 = —0,7945 + 74,4055, po = —0, 7945 — j4,4055, p3 =
—1,8071 + 50,8611 e py = —1,8071 — 50, 8611. Portanto,
o sistema é ERP, como indica o diagrama de Nyquist da Fig.
5.
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Figura 5: Diagrama de Nyquist do sistema de malha fechada.

6 CONCLUSOES

Foi proposto um novo método baseado no Critério de Routh-
Hurwitz para a obtencédo (condi¢Bes necessarias e suficien-
tes) de um sistema de fase minima a partir de uma planta
com uma varidvel de entrada e duas de saida e de uma matriz
F ¢ R®. 0 método foi inicialmente concebido para deter-
minar todos os valores reais de f tais que todos os zeros
de transmissdo do sistema F'G,;(s), sendo G,;(s) a matriz
de transferéncia da planta (com uma entrada e duas saidas)
e ' = fi[ 1 f ], possuam parte real negativa. A partir
do sistema de fase minima obtido, foi projetado um sistema
ERP (foram apresentadas condi¢Bes necessérias e suficien-
tes) a partir de uma matriz de realimentacédo da saida K.

O problema foi analisado, também, para plantas com trés ou
mais variaveis de saida, sendo que o esfor¢co computacional
aumenta com o nimero de varidveis de saida. Os exemplos,
para plantas com duas e trés variaveis de saida, comprovam
a eficiéncia do método.

Pelo conhecimento dos autores, a literatura especializada ndo
apresenta condicBes necessarias e suficientes para este pro-
blema, baseadas somente em LMIs.

Os resultados apresentados podem ser diretamente aplicados
no projeto de sistemas de controle com incertezas e/ou nédo-
linearidades, utilizando-se controladores adaptativos e/ou
com estrutura variavel.
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