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ABSTRACT

Output-Feedback Sliding Mode Control via Peri-
odic Switching Function Applied to Extremum-
Seeking

This paper addresses the design of a sliding mode track-
ing controller for single-input-single-output (SISO) un-
certain plants with relative degree one and unknown
sign of the high frequency gain (HFG), i.e., with un-
known control direction. We demonstrate that it is pos-
sible to achieve global exact tracking using only output-
feedback by means of a periodic switching function and
input-output filters based framework. One significant
advantage of the new scheme is its robustness to time-
varying control direction which has been theoretically
justified for jump variations and successfully tested by
simulation. Such property makes it adequate for solving
extremum-seeking problems. A nonderivative optimizer
application illustrates the practical viability of the pro-
posed control scheme.
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RESUMO

Este artigo trata do projeto de controle por modos des-
lizantes para o rastreamento de trajetéria em plantas
monovariaveis incertas com grau relativo unitario e com
sinal de ganho de alta frequéncia desconhecido, i.e., a di-
recao de controle é assumida desconhecida. Demonstra-
se que é possivel obter rastreamento global e exato
utilizando-se apenas realimentagao de saida por meio de
uma fungao de chaveamento periddica e filtros de en-
trada e saida. Uma vantagem significante desse novo
esquema é sua robustez a direcdo de controle variante
no tempo que foi teoricamente justificada para variagoes
do tipo salto e testada com sucesso através de simula-
coes. Essa propriedade torna a abordagem adequada
para resolver problemas de busca extremal. Uma apli-
cagao a otimizagao nao-derivativa ilustra a viabilidade
pratica do esquema de controle proposto.
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PALAVRAS-CHAVE: controle por modos deslizantes, re-
alimentacao de saida, sistemas incertos, direcao de con-
trole desconhecida, rastreamento global, controle por
busca extremal.

1 INTRODUCAO

O controle por modos deslizantes (SMC) vem sendo apli-
cado em sistemas incertos lineares

&= Az + Blu+d(t)], y=Cz, (1)

onde x € IR™ é o estado da planta, u € IR é a entrada,
y € R é a saida medida, d € IR é uma perturbacao de
entrada desconhecida e A, B,C sado matrizes (vetores)
constantes incertas.

A maior parte dos resultados na literatura, e.g., (Cunha
et al., 2005; Cunha et al., 2009; Bessa & Barreto, 2010),
assume que a diregao de controle, isto é, o sinal do ganho
de alta frequéncia é conhecido. No caso de plantas mo-
novaridveis com grau relativo relativo p, isto corresponde
a conhecer o sinal do escalar nao-nulo k, = CA?~'B.

Para o controle por modos deslizantes, o caso de plan-
tas com direcao de controle incerta foi considerada ape-
nas por poucos autores. Drakunov (1993) propos uma
solugao baseada em uma engenhosa funcao de chavea-
mento periddica definindo muiltiplas superficies de cha-
veamento, para as quais a0 menos uma seria uma su-
perficie de deslizamento estdvel, independentemente da
direcao de controle. Uma desvantagem deste método é
a necessidade de se conhecer o vetor de estado completo
da planta. Uma outra solugao, considerando plantas
nao-lineares, mas restritas ao caso de primeira ordem,
foi proposta em (Bartolini et al., 2003). Mais recente-
mente, uma abordagem baseada em fungoes de monito-
ragao foi desenvolvida em (Yan et al., 2008) e (Oliveira
et al., 2007) utilizando-se apenas realimentagao de saida.
Essa estratégia mostrou-se eficiente no problema de ras-
treamento exato de plantas lineares e nao-lineares com
grau relativo arbitrario.

Este artigo é basedo em resultados preliminares apresen-
tados em (Oliveira, Hsu & Peixoto, 2010). Uma nova so-
lugao é proposta para plantas com grau relativo unitério.
A idéia principal é estender o método simples apresen-
tado por Drakunov utilizando-se apenas realimentagao
de saida. Isto é realizado por meio de uma parametri-
zacao adequada do sinal de controle originada da teoria
de controle adaptativo por modelo de referéncia (Mo-
del Reference Adaptive Control - MRAC) (Ioannou &
Sun, 1996). Embora, essa parega ser uma generaliza-
¢ao natural, uma prova rigorosa para tal combinacao até
agora nao foi apresentada. Uma contribuicao deste tra-

balho é demonstrar que a extensao leva ao rastreamento
global exato e a estabilidade uniforme no sentido de que
todos os sinais do sistema permanecem uniformemente
limitados. Os resultados tedricos sao ilustrados por si-
mulagoes.

Uma vantagem peculiar da nova abordagem nao obser-
vada plenamente pelas outras estratégias na literatura
é sua robustez com respeito a mudangas frequentes da
direcao de controle. Essa propriedade nos motivou a
aplicacao da funcao de chaveamento periédica ao pro-
blema de controle por busca extremal via realimenta-
¢ao de saida de sistemas incertos utilizando otimiza-
dores nao-derivativos (Korovin & Utkin, 1974; Teixeira
& Zak, 1998). Assim sendo outra contribuicao adicio-
nal é mostrar que o controlador por realimentagao de
saida proposto pode também ser aplicado no controle
por busca extremal de sistemas incertos.

2 NOTACAO E TERMINOLOGIA

A norma Euclidiana de um vetor x e a correspondente
norma induzida de uma matriz A sado denotadas por
|z| e |A], respectivamente. A norma L. de um sinal
z(t) €eIR™ a partir de um instante inicial ¢( é definida por
|2¢,t0 || ;== 5Dy, <, <4 |2(7)]; Para to =0, a notagao [|x|| é
adotada. O simbolo “s” representa tanto a varidvel de
Laplace quanto o operador diferencial “d/dt”, de acordo
com o contexto. A saida y de um sistema linear e inva-
riante no tempo com funcdo de transferéncia H(s) e en-
trada u é escrita y = H(s)u. Convolugdes puras h(t)+u(t)
sdo eventualmente denotadas também por H(s)*u, com
h(t) sendo a resposta ao impulso de H(s). O termo ge-
nérico w(t) é dito ser exponencialmente decrescente se
|7(t)] < be Vit e constantes a >0 e b> 0, com b po-
dendo depender das condigoes iniciais do sistema. A defi-
nicao de Filippov para a solucao de equagoes diferenciais
com lado direito descontinuo (Filippov, 1964) e o con-
ceito de controle equivalente estendido (Hsu et al., 2002),
valido dentro e fora da superficie de deslizamento, serao
utilizados ao longo do texto.

3 FORMULACAO DO PROBLEMA

Considere uma planta linear e invariante no tempo,

observével e controldvel descrita por (1). O modelo

entrada-saida correspondente é dado por
y=G(s)[u+d(t)], (2)

onde G(s)=C(s[—A)"'B=k, gzgzg, kp €IR é o ganho

de alta frequéncia (HFG) e N,(s), Dp(s) sdo polinémios
monicos. Os parametros da planta sao considerados in-
certos, mas pertencem a um conjunto compacto €2, tal
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que os limitantes para as incertezas necessarios para o
projeto do controlador estao disponiveis.

As seguintes hipdteses sdo admitidas:

(H1) G(s) é de fase minima e estritamente prépria;
(H2) a ordem (n) do sistema é conhecida,
(H3) G(s) tem grau relativo um, i.e., p = 1;

(H4) o HFG k, = CB ¢é constante e um limitante
inferior &, é conhecido tal que 0<k, <|ky;

(H5) a perturbacao casada d(t) é continua por partes
e um limitante superior d(t) é conhecido® tal que
|d(t)| < d(t) < dsup < +00, ¥t >0 e alguma constante
dsup > 0.

As hipéteses (H1)—(H3) sdo usuais no controle adapta-
tivo por modelo de referéncia (Ioannou & Sun, 1996).
Em (H4), a cldssica hipdtese a respeito do conhecimento
prévio da direcdo de controle é removida, i.e., k, é in-
certo em norma e sinal. Em (H5), a perturbacao de
entrada é assumida ser uniformemente limitada.

O objetivo de controle é obter convergéncia assintotica
do erro de saida

e(t) = y(t) = ym(t) 3)

para zero, ou para alguma vizinhanga residual pequena
de zero, enquanto todos os sinais do sistema permanegam
uniformemente limitados.

A trajetéria desejada y,, é obtida a partir de (Ioannou
& Sun, 1996, Sec. 6.3.1)

onde M(s) é o modelo de referéncia, r(t) é o sinal de
referéncia continuo por partes e uniformemente limi-
tado, k,, > 0 é o ganho de alta frequéncia de M (s) e
Np(s), Dy (s) sdo polindmios Hurwitz monicos. Para
plantas com grau relativo unitdrio, M(s) deve ser es-
tritamente real positiva (Strictly Positive Real - SPR)
(Toannou & Sun, 1996; Hsu & Costa, 1989). Com o in-
tuito de simplificar a andlise e o sistema de controle em
malha fechada, o modelo de referéncia é dado por

M(s) = Fom ,

s+

v>0. (5)

INote que d poderia depender, mesmo ndo-linearmente, do
estado z(t) ou da saida y(¢) desde que um majorante d(t) fosse
conhecido, e.g., |z|2/(Jz|2 +1) <1 ou |cos(y)| < 1.

3.1 Parametrizacao do Controle

Seguindo a descri¢ao padrao do controle adaptativo por
modelo de referéncia (MRAC) (Sastry & Bodson, 1989;
Toannou & Sun, 1996), se a planta e a perturbacao d(t)
sao perfeitamente conhecidas, entao a lei de controle que
consegue o casamento ideal (ideal matching control law)
entre a funcao de transferéncia do sistema em malha
fechada e M (s) é dada por (Cunha et al., 2003)

uw* = 0"Tw — Wy(s) * d(t), (6)

onde

Wa(s) =1- 61" (sI-A) g, (7)
o vetor de parametros é dado por 8*T = [HIT, 05703, 01‘] ,
com 05,05 € R™M™Y, 3,07 € R e o vetor regressor é

w = [wlT,wQT,y,r]T O filtros de estado (ou filtros de
entrada-saida) sdo dados por

w1 = Awr + gu, we = Aws + gy, (8)

onde A € R*1X"~1 ¢ Hurwitz e g € R®~! ¢ escolhido
tal que o par (A,g) seja controldvel, c.f. (Ioannou &
Sun, 1996, Sec. 6.3.2). Para n = 1 os filtros de entrada-
saida nao sao necessarios. Esses filtros de entrada-saida
s@o necessdrios devido a falta da medicao completa do
estado da planta incerta e por isso eles substituem um
observador de estado.

A lei de controle (6) foi desenvolvida na literatura de
controle adaptativo para plantas sem perturbacao de en-
trada (d(t)=0). Aqui, nds incluimos o sinal Wy(s)*d(t)
para cancelar o efeito de d(t). Nesta abordagem, o vetor
de parametros ideais 0* é tal que a fungao de transferén-
cia da malha fechada de r para y, com u = u*, case M(s)
exatamente. Em particular, este casamento com o mo-
delo requer que 65 = k,,/k,. Visto que os pardmetros
da planta sao incertos, 8* nao esta disponivel. Entre-
tanto, assume-se que #* é limitado em norma por uma
constante conhecida #. Portanto, 8*Tw também pode ser
limitado em norma com sinais mensuraveis.

Outras estruturas para a realimentagao de saida pode-
riam ter sido empregadas. Contudo escolheu-se aqui
a parametrizacao utilizando os filtros de entrada-saida
apenas por simplicidade. Em (Oliveira, Peixoto &
Hsu, 2010b), outra formulagdo baseada em observadores
da norma é discutida, assim como sua potencialidade
inclusive de lidar com sistemas fortemente nao-lineares
(Oliveira, Peixoto & Hsu, 2010a).

3.2 Equacoes de Erro

Considere o estado aumentado X :=[zT,wT wI ]’ e uma

realizagdo ndo-minima {A., B¢, C,} de M(s) com vetor
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de estado X,,. Assim sendo, o estado do erro X, :=
X —X,, e o erro de saida satisfazem (Hsu et al., 1994)

Xe = A Xo+Bok*[u —u*], 9)
e=0CoXe, (10)

onde k*:=(0;)"' =k, k,. De (9)—(10), o erro de saida
pode ser expresso por

e=M(s)k™[u—u"] . (11)

4 CONTROLE POR MODOS DESLIZAN-
TES E REALIMENTACAQO DE SAIDA

Para plantas com p = 1 podemos utilizar o modelo de re-
feréncia SPR em (5) e aplicar o (Hsu et al., 1997, Lemma
1) & equagdo do erro (11). Neste caso, garante-se a es-
tabilidade exponencial global do sistema do erro e o ras-
treamento exato em tempo finito para o sinal de saida se
u=—[sgn(kp)]f(t) sgn(e) e a funcdo de modulacio f(t)
satisfizer f(t) > |u*|+d, com u* definido em (6) e § sendo
uma constante positiva arbitrariamente pequena. Note
que o sinal de k,, deve ser conhecido. A fim de atender a
ultima desigualdade, f(t) pode ser implementada como
a seguir: .

F(t) = Blw(®)] +1d(1)] + 3,

onde §>]0*| é assumido conhecido e d(t) é um limitante
superior para |[Wy(s) * d(t)|. Sabendo que Wy(s) em (7)
é uma fungao de transferéncia estavel e prépria, entao,
considerando (H5), d(t) pode ser escolhida a partir do
conceito de FOAF's (First Order Approximation Filters)
de acordo com (Hsu et al., 1997, Lemma 3):

(12)

d(t)=d(t)+ - jdAd «d(t),

(13)

onde Ay :=min;{—Re(p;)} >0, p; sdo os autovalores de
A e ¢4 >0 é uma constante apropriada.

No esquema acima, o sinal de k, deve ser conhecido.
Com o intuito de relaxar essa condi¢ao, um novo mé-
todo é proposto. A idéia central é utilizar a funcao de
chaveamento periddica de Drakunov combinada com a
estrutura de controle por modos deslizantes e realimen-
tagao de saida descrita acima.

4.1 Lei de Controle com Funcao de Chave-
amento Periddica

O projeto do controlador por modos deslizantes para sis-
temas MIMO com m entradas e m saidas usualmente
consiste em escolher fungoes de deslizamento s;(x), (1 =
1,...,m) e projetar leis de controle chaveadas apropri-
adas tais que as superficies s;(x) = 0 enfim tornem-se

superficies de deslizamento. Contudo, este projeto ge-
ralmente requer o conhecimento da direcao de controle.

Em (Drakunov, 1993), uma solugao para o caso de di-
recao de controle desconhecida foi proposta baseado em
fungoes auxiliares oy, (i=1,...,m) definidas a partir de

éi ==X sgn(si) + Uz .

Note que, se o; é levado em tempo finito para algum
valor constante, entao s; converge para zero também em
tempo finito. A estratégia de controle entao consiste em
particionar o entao chamado sub-espago de estados “es-
tendido”, formado pelos vetores o =[01, 09, . .., 0,1, em
células ou regioes com fronteiras suaves definidas como
0 e-grid:

G = U U {oi=ck}.

i=0 k=0,%1,...

(14)

Dentro de cada célula a lei de controle chaveada deve ser
projetada de modo a induzir deslizamento no e-grid para
uma dada direcao de controle particular. Além disso,
todas as possiveis dire¢oes de controle devem ter corres-
pondéncia com alguma célula na qual o modo deslizante
possa ser produzido. A lei de controle chaveada deve
ser projetada de tal modo que uma célula apropriada
¢é atingida e o modo deslizante no e-grid ird ocorrer de
forma que cada o; torna-se constante apds algum tempo
finito. Entao, o modo deslizante desejado s; =0 serd al-
cancado em tempo finito independentemente da diregao
de controle da planta.

No nosso caso de controle escalar, o e-grid (14) pode ser
implementado como uma fun¢do de chaveamento perio-
dica do tipo s = sen [Zo(t)] que se anula para o = ¢k,
sendo k inteiro. O deslizamento ideal na variedade s = 0
pode ser induzido utilizando-se uma lei de controle por
modos deslizantes convencional contendo um termo cha-
veado do tipo sgn(s).

M(s)

G(s)

Figura 1: Controle por modos deslizantes e realimentacio de
saida usando uma fun¢3o de chaveamento periddica. O termo
“\/s” representa a ac3o integral.
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Sendo assim, o controle por modos deslizantes e reali-
mentagao de saida com func¢ao de chaveamento periddica
é dado por
7r
u=o(t) sgn (sen [fo(t)]) , (15)
€
onde p(t) é uma nova fungao de modulagao (continua em
t) a ser definida,

o(t) =e(t) + )\/O sgn(e(r))dr (16)

e \,e > 0 sao constantes apropriadas. O esquema pro-
posto é representado na Fig. 1.

4.2 Realizacao do Modo Deslizante Ideal
Considerando (11) e M(s) em (5), e(t) satisfaz

é(t) = —ve(t) + kplu—u*(¢)] + 1I(¢), (17)

onde II(¢) denota termos transitérios exponencialmente
decrescentes devido as condigbes iniciais do subsistema
estavel, observavel e nao-controlavel da realizagao nao-
minima {A., B.,C,} de M(s) em (11). O termo II é
limitado em norma por a|X.(0)|e~#* com constantes po-
sitivas «, 8. De (16) e (17), obtém-se:

= é+ )\ sgu(e),
—ve+ kplu —u*] +II4+ X sgn(e).

(18)
(19)

A seguinte proposicao faz papel principal para provar a
existéncia do modo deslizante ideal em nosso esquema
via realimentacao de saida e direcao de controle desco-
nhecida.

Proposigao 1 Se g em (15) satisfaz

o(t)= - hile(t)| + X+ 7(0), (20)
p
com f(t) definido em (12)-(13) e k, sendo um limitante
inferior conhecido para |k,| em (H4), entdo: (a) nenhum
escape em tempo finito ocorre nos sinais do sistema e (b)
o modo deslizante 0 = ke é alcancado em tempo finito
para algum inteiro k£ independentemente da direcao de

controle.

Prova: A demonstragdo serd conduzida em duas
partes. Primeiro, mostramos que nenhum escape em
tempo finito ocorre nos sinais do sistema em malha fe-
chada notando que estes sao regulares (Sastry & Bod-
son, 1989). Em seguida, propomos uma funcao de Lya-
punov candidata do tipo Lure que permite concluir a

existéncia de modo deslizante ideal na variedade o = ke,
independentemente de sgn(k,), se a funcdo de modula-
¢ao o for projetada para suplantar os termos que apare-
cem na dindmica de o em (19), que serdo tratados como
perturbacao.

[Propriedade (a)] — A partir de (15) e (20), pode-
se escrever | o], |lutl < Kol|lwell + Kra, onde K, K.q
sdo constantes positivas. Essa desigualdade e (9)-(10)
garantem que os sinais do sistema sao regulares e que
podem crescer no maximo exponencialmente (Sastry &
Bodson, 1989). Portanto, nenhum escape em tempo fi-
nito pode ocorrer.

951
(\ do
————— R B R e T i
I | I i I I
i ! | } | |
\ ! | : | ‘ S1
NPLNVANTHOS
| ! | | | |
‘ N LN
—€ 0 e 26 3¢ 4e 5 o
I | I i I I
I | I | I I
I | I i I I
I | I | I I
I | I i I I
e T Lo Lo
89S
do
1 «
[ [ I [ I [
| o
| 5 | ‘ | ‘ : S.
I I I 2
‘ NG L N )
| | } | | |
‘ S S S
—e 0 | € 1 2e 3¢ 4e 1 Be o
I I 1 I I !
I I I I I !
| | | | | !
I I i I I !
| | | | | !
| | } | | |
,,,,, O R Lo Lol

Figura 2: (a) k, negativo: S; (linha continua) e 22

e
tracejada); (b) kp positivo: Sz (linha continua) e
tracejada).

vy
52 (linha
955
9o

(linha

[Propriedade (b)] — Com base na teoria de estabili-
dade de Lyapunov de sistemas nao-suaves (Shevitz &
Paden, 1994), considere a seguinte funcdo nao-negativa
do tipo Lure (Khalil, 2002)

Si(o) = /00 sgn (sen {gTD dr . (21)

Visto que o(t) e S1(o(t)) sdo ambas diferencidveis (isto
é verdade a menos de um conjunto de medida nula), a
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derivada temporal de S1 ao longo das trajetérias de (19),

S1 :%d, é dada por

Si=k, [(a(t)—k}i) sgn (sen [ga]) + Q(t):| . (22)
onde a(t):=[—ve —kyu* + A sgn(e)]/k,. Note que ¢ em
(20) satisfaz

o(t) = la(t)] + 4, (23)

com uma constante arbitraria positiva 4.

Como nao é possivel ocorrer o escape em tempo fi-
nito de acordo com a [Propriedade (a)] da proposi-
cao, se sgn(k,) <0, pode-se concluir a partir de (22)-
(23) que Sy < —|kp|d+|TI| quase em todo lugar (almost
everywhere), i.e., a menos de um conjunto de medida
nula. Além disso, uma vez que II decresce exponencial-
mente, existe um tempo finito ¢, > 0 tal que Sy < =4,
(ou $181 < —8,51), YVt > t, e 0 < d, < |kp|d. Assim,
utilizando-se o Lema da Comparagao (Filippov, 1964),
S1(t) < —=0,(t — ta)+S1(ta), VE>1,. Com algum abuso
de notagao, Si(o(t)) foi substituido por Si(t). Conse-
quentemente, existe um instante de tempo finito ¢, >t,
tal que S1(t) =0, Vt >t,. Adicionalmente, de (21), os
pontos correspondentes o = ke para os quais S1(o) =0
ocorrem apenas para valores pares de k, ver Fig. 2 (a).

Analogamente, se sgn(k,)>0 e (23) é verificada, pode-
se escolher:
SQ(O’) =& — 51(0')

a8 a8
(note que 52 =—521), e provar que os pontos correspon-

dentes o = ke para os quais S3(0) = 0 ocorrem apenas
para valores impares de k, ver Fig. 2 (b).

Nas vizinhangas de o =ke, sgn (sen [ga]): sgn (0 —ke)
para k par ou sgn (sen [ga]) = —sgn(oc—ke) para k
fmpar. Assim sendo, com (20), tem-se que, para k par
(sgn(k,) <0) ou para k fmpar (sgn(k,)>0),

(o(t) — ke)%[a(t) — ke < —blo(t) — ke| <0, Yt >ty

Portanto, um modo deslizante ocorre em tempo finito
em uma das variedades o = ke, independentemente do
sgn(k,). ]

4.3 Andlise de Convergéncia

O resultado principal é agora estabelecido no seguinte
teorema:

Teorema 1 Considere a planta (1), dada na forma
entrada-saida por (2), com lei de controle (15), fung¢do

de modulagao (20) e o modelo de referéncia (4). Assuma
que (H1)-(H5) sejam satisfeitas. Entao, independente-
mente da direcao de controle, o rastreamento exato da
saida e = 0 € atingido em tempo finito, o estado completo
do erro X, de (9)-(10) tende exponencialmente para zero
e todos os sinais do sistema em malha fechada permane-
cem uniformemente limitados.

Prova: A partir da Proposicao 1, para qualquer
sgn(k,), o deslizamento ocorre em uma das variedades
o = ke,Vt > t1, para algum tempo finito ¢; > 0. De-
pois disso, 6 =0 e a partir de (18), obtém-se a seguinte
dinamica do erro de saida durante o deslizamento:

0 = é(t)+ X sgnle(t)), Vt>t;. (24)
Assim sendo, e¢ = —\le|, concluindo-se que e — 0 em
algum tempo finito to >t;.

Para concluir que o estado completo do erro X, tende
exponencialmente para zero e que todos os sinais do sis-
tema em malha fechada permanecem uniformemente li-
mitados basta mostrar que a dinamica de X, é Input-to-
State-Stable (Jiang et al., 1994; Sontag & Wang, 1997)
com respeito ao erro de rastreamento.

Assim sendo, considere a realizagao detectavel e estabi-
lizavel (9)-(10) de M(s). Visto que e = C, X, é uma
saida de grau relativo um para M(s), o sistema (9)-
(10) pode ser linearmente transformado na forma regular
(Utkin, 1977; Hsu et al., 2003; Hsu et al., 2002):

i'e = Allxe + A1263 (25)
&= Aglxe + A226 + kp(u - u*) . (26)
O vetor de estado dessa realizacao é XI = [zT, ¢] e

A1 é Hurwitz. Neste caso, de (25) é evidente que a
convergéncia em tempo finito de e(t) para zero implica
que z.(t) tende para zero exponencialmente. Por esta
razdo, X.(t) e X.(t) sdo uniformemente limitados e con-
vergem ao menos exponencialmente para zero a medida
que t— oo. Finalmente, recordando que X, é uniforme-
mente limitado, entdo X =X+ X,,, (Segdo 3.2) e todos
os sinais da malha fechada sao também uniformemente
limitados. |

5 DIRECAO DE CONTROLE VARIANTE
NO TEMPO

Nesta secao consideramos a robustez do algoritmo do
Teorema 1 com respeito a variacao no tempo do sinal
de k,. Por simplicidade, assuma que a variacao de k,
é dada por saltos e que a condigao de controlabilidade
|kp| > k, seja mantida Vt. Assim, visto que as fungdes
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S1 ou Sy sempre decrescem com uma taxa minima (vide
prova da Proposicao 1), é facil concluir que:

e Se o intervalo de tempo entre os saltos é longo o
bastante, entao a convergéncia para um equilibrio
o = ke (para um k par ou {mpar) e e = 0 se-
rao alcancadas entre duas mudancas de sinal de k.
Quando a direcao de controle muda, o equilibrio an-
terior torna-se instavel e o sistema se move em di-
recao ao equilibrio-o vizinho, distante € do anterior
(por exemplo, veja Fig. (2)).

Vamos denotar por o o valor do equilibrio-o antes
da mudanca de direcao de controle. Assim sendo,
apos ocorrer a mudanga, o = g+ 7, onde ¢ é a va-
riacao de o durante a transi¢ao para o novo ponto
de equilibrio. Claramente, |6| < . Agora, introdu-
zindo a varidvel z = e — &, obtém-se de (18):
Z=—-Asgn(z+7), (27)
pela qual pode-se concluir facilmente que, durante
a transi¢do para o novo equilibrio, |z(t)| < ||6¢]] < e
é verificada visto que |z| < & ou sgn(z) = sgn(4).
Consequentemente, durante o transitério, |e(t)] <
2e. Portanto, o transitério do erro de rastreamento
causado por mudancas da dire¢ao de controle pode
ser feito arbitrariamente pequeno reduzindo-se €.

e Se o tempo entre as mudangas é pequeno o bastante,
o sera limitado pela vizinhanca-¢ a direita ou a es-
querda de um ponto de equilibrio “par” ou “impar”.
Assim sendo, o erro de rastreamento serd novamente
limitado por |e(t)]| < 2e.

Embora, a solugao para o problema geral de rastrea-
mento de sistemas incertos com dimensao arbitraria e
direcao de controle variante no tempo ou dependente
do estado via realimentacao de saida ainda esteja em
aberto, nossa contribuicao d4 um resposta parcial para
o problema, quando consideramos sistemas com grau re-
lativo um e uma variagao descontinua do HFG por saltos.

Mais adiante, esse resultado nos motivara a explorar o
algoritmo proposto para resolver o problema de controle
por busca extremal (Ariyur & Krstié, 2003), onde as
mudangas do sgn(k,) ocorrem de modo continuo.

6 RESULTADOS DE SIMULACAO

Para ilustrar o desempenho do controlador proposto,
considere a planta linear instdvel (2) com fungdo de
tranferéncia G(s) = k, 5t k, = 1 e grau rela-

(s+2)(s—1)"
tivo p = 1. O objetivo de controle é rastrear a saida

3

do modelo de referéncia M(s) = ;=3 acionado por
r(t) = 2 sen(2t), enquanto a perturbagdo de entrada
d(y,t) = sen(4t) + y?/(y* +1) é rejeitada. A planta é
assumida incerta, e apenas o limitante em norma @ para
6* é conhecido (vide (12)). Assim, a funcdo de modu-
lagao o(t) em (15) é implementada utilizando-se (20) e
(12), com § = 5 e § = 0.1. Os demais parametros envol-
vidos em (15), (13) e (20) sdo: e =1, cg=1, \g =1.8,
d(t) =2, k,=0.5,v=3e A=10. Além disso, A=-2¢
g=1em (8).

4.5F

s
(©

-40 35 ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 0 0.1 0.2 0.3 0.4

t(s) 1(s)

Figura 3: (a) saida da planta y (linha continua) e saida do mo-
delo yn, (linha tracejada), (b) sinal de controle u e (c) varidvel
de deslizamento o.

O método de Euler com passo de integracdo h=10"%s ¢
usado para a integragdo numérica. As condigoes iniciais
da planta sdo y(0) =5, §(0) =2 e uma estimativa incor-
reta da diregao de controle é assumida em t=0 s, isto €,
sgn(k,) < 0.

A Fig. 3 (a), mostra que um perfeito seguimento do mo-
delo é obtido com o controlador proposto. A Fig. 3 (b)-
(c) mostra o correspondente sinal de controle e a varié-
vel de deslizamento . Pode-se notar que o deslizamento
ideal o = 4 é atingido em tempo finito (¢20.05 s) e que
o sistema é capaz de rejeitar a perturbagao d(t). A Fig. 4
apresenta o desempenho do sistema de controle sujeito a
diregao de controle variante no tempo utilizando-se e =1.
Uma notavel alteracao no erro de rastreamento do sis-
tema (aparecimento de picos ou distiirbios na resposta)
pode ser observada apds trocas na diregao de controle
nos instantes t =1,2,...,9 s, vide Fig. 4 (a) e (¢). A
Fig. 4 (b) aponta o comportamento da varidvel de desli-
zamento o nesta situacao com €=1.

Por outro lado, quando £=0.01, o erro de rastreamento
fica praticamente inalterado para essas mesmas variagoes
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Figura 4: (a) erro de saida e, (b) varidvel de deslizamento o e
(c) dire¢io de controle (uma onda quadrada).

na diregao de controle. A Fig. 5 (a)-(c) ilustra a excelente
resposta do esquema proposto.

7 OTIMIZADOR NAO-DERIVATIVO
APLICADO A BUSCA EXTREMAL

Em muitas aplicacoes, o ponto de operagao desejado ou
“6timo” de um processo ocorre justamente num ponto de
extremo (mdximo ou minimo) de uma néo-linearidade
que esta relacionada com a eficiéncia do sistema. Este
problema ja foi formulado hd muito tempo (1940-1960),
mas o interesse foi reavivado gragas a recente prova
formal de estabilidade de esquemas gerais de controle
extremal (Ariyur & Krstié, 2003).

Na literatura moderna, tal controle é referido por
“Extremum Seeking Control” (ESC). O livro recente
(Ariyur & Krsti¢, 2003) inclui diversas aplicagoes, bem
como extenso material tedrico contendo provas de esta-
bilidade para o controle extremal. Na area de Controle
de Processos Industriais, diversos artigos tratam o pro-
blema de otimizacao em tempo real e uma das aborda-
gens mais utilizadas é o ESC. Outra aplicagao recente
se refere a area de robética. Trata-se de um importante
problema de navegacao que consiste da busca de uma
fonte de emissao de algum sinal medido por sensores de
um rob6 mével que nao dispoe de medida de sua posi¢ao
(Zhang et al., 2007). Também, na industria automo-
bilistica pode-se citar o problema de projetar sistemas
de controle de freio ABS (Antilock Bracking System)
(Drakunov et al., 1995; Will et al., 1998). Neste caso, o
ESC aparece de modo natural, pois se deve controlar a

(@)
o N & O

(©
o

-0.5¢

-15 i i i i i

3
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Figura 5: (a) erro de saida e sem picos, (b) varidvel de desliza-
mento o e (c) direcdo de controle (uma onda quadrada).

rotagao das rodas do veiculo necessaria para maximizar
a forca de atrito com o solo.

O ESC, ou simplesmente, Controle Extremal, tem cone-
xa0 estreita com o bem conhecido problema de Otimiza-
¢ao em Tempo Real. Os mais populares algoritmos para
otimizagao sem restricao utilizam informagao da deri-
vada ou do gradiente da funcdo objetivo. Entretanto,
em muitos problemas de controle extremal mencionados
acima o gradiente da fungao objetivo pode nao ser aces-
sivel em tempo real ou ser muito dispendioso ter essa
informacao. Portanto, existe uma necessidade clara de
algoritmos de otimizagao nao-derivativos (Korovin & Ut-
kin, 1974; Teixeira & Zak, 1998).

Como visto na Se¢do 5, o método da funcao periddica
é robusto com respeito a mudancas do tipo salto na di-
recao de controle. Conforme sera mostrado a seguir,
toda vez que o sistema se aproxima de um ponto de ex-
tremo e cruza-o, isso correspondera a mudancas do sinal
de k,, mas que dessa vez ocorrem de modo continuo.
Demonstra-se também que o algoritmo funciona mesmo
quando a condi¢do de controlabilidade |k,| > &, falha
temporariamente. Isso nos motiva explorar o algoritmo
da funcao periddica para resolver o problema de controle
por busca extremal.

Assim sendo, inspirados nas idéias de (Korovin & Ut-
kin, 1974; Pan et al., 2003), nas quais interpreta-se algo-
ritmos de otimizacao como sistemas de controle em ma-
lha fechada, propGe-se nesta secdo um otimizador nao-
derivativo robusto unidimensional baseado na funcao de
chaveamento periddica descrita anteriormente. A dife-
renga essencial com relagdo as abordagens de Ariyur &
Krsti¢ (2003) reside no fato de que, em vez de adaptagcao,
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utiliza-se na abordagem aqui proposta modos deslizan-
tes, além de ndo se requerer sinais de excitagao (tipica-
mente senoidais) para “estimar” o gradiente da funcao
objetivo. Uma das vantagens da abordagem escolhida
neste projeto com respeito, por exemplo, a (Korovin &
Utkin, 1974) ou (Pan et al., 2003) é poder garantir resul-
tados de convergéncia nao apenas locais (ou seja, para
quaisquer condigdes iniciais). Outra contribuicao seria
a potencialidade de obtermos algoritmos para o controle
extremal apenas com realimentagao de saida para siste-
mas incertos.

7.1 Formulando o Problema de Busca
Extremal

Considere que a fungdo suave y = h(x) a qual deseja-se
maximizar seja desconhecida (i.e., ndo se conhece h(-) ou
o seu gradiente) e tenha um tnico ponto de maximo x*
no interior do intervalo fechado [a,b]. Assume-se tam-
bém que, Vz € [a, b], existam constantes finitas L > 0 e
L>0 tais que

Oh(x)
or

L<‘ <L. (28)

A fungdo objetivo y = 10x/(4 + 2%) usada em nosso
problema de otimizagao/busca extremal a seguir tem
um ponto de maximo z* = 2 no intervalo de interesse
[a,b] = [0,10], como mostrado na Fig. 6 (linha trace-
jada). O valor absoluto da derivada de y com relagao
a r é apresentado na Fig. 7, onde os limitantes inferior
L = 0 e superior L>2.5 sdo claros.

25

15

05

10
t(s) 5

Figura 6: Fungdo objetivo y = 10z/(4 +2?) (linha tracejada) e
a busca do ponto étimo z* = 2, y* = 2.5 (linha continua azul),
considerando a condi¢go inicial z(0) = 1,y(0) = 2.

A seguir, descreve-se o funcionamento do otimizador
nao-derivativo proposto. Primeiramente, mostraremos
que o problema de busca extremal pode ser reescrito
como um problema de rastreamento em que nao se co-
nhece a informagao da diregao de controle.

dh(z) __ 40—10z>2
oz —  (4+x2)2-

Figura 7: Valor absoluto de

Considere o seguinte sistema auxiliar de primeira ordem
com saida nao-linear e HFG dependente do estado x:

10x

T ire (29)

y = h(z)

T=u,

onde § = kp(x)u, kp(z) = 6’5_(;”) pode ser considerado

como o HFG e a condigdo inicial é z(0)=1 (e y(0)=2).

Visto que kp(z)|z=z = 0, 0 HFG kp(z) nado tem um
limitante inferior k, >0 Vz € [0, 10]. Contudo, para um
dado A >0, existe k, >0 tal que k, <|k,(7)|, Vo €T :=

[0,2* — £]U [z* + £, 10], vide Fig. 7.

O modelo de referéncia é escolhido como sendo

ym = 1, ym(o) = O, (30)
de modo que a saida do modelo y,,(t) = t seja estrita-

mente crescente com o tempo.

Note que a escolha desse modelo é de fundamental im-
portancia uma vez que nossa estratégia é baseada no
seguimento de trajetéria e neste caso quando fizermos
a saida da planta y rastrear a saida do modelo ilimi-
tado y,,, iremos forcar que y atinja seu valor méaximo
y* = h(z*). Para contornar o problema de termos um si-
nal ilimitado na malha fechada, podemos saturar a saida
do modelo em um limitante superior grosseiro conhecido
para y* e assim nao afetar em nada o desempenho do

420 Revista Controle & Automacéo/Vol.22 no.4/Julho e Agosto 2011



sistema. Neste exemplo a amplitude do sinal y,, foi sa-
turada no valor 100.

Assim sendo, a partir da definicdo do erro de rastrea-
mento e := y — Yy, obtém-se a seguinte equagao dina-
mica para e(t):

é=kp(zx)u—1. (31)

No que se segue, prova-se que a lei de controle (15)-(16),
com ganho de controle ou fungao de modulacao

ot) = A+ 1)/k, +9 (32)

(6 >0 é uma constante arbitraria pequena), leva o estado
x para uma vizinhanga-A (x ¢ 7) do ponto de méximo
desconhecido z* = 2 definida por Da = {z: |z —z*| <
A/2}. Note que isso nao implica que z(¢) permanece em
Da, Vt.

7.2 Anadlise de Convergéncia

A analise de convergéncia é conduzida em dois passos.
No primeira passo vamos demonstrar que a vizinhanga
Da ¢ atrativa. Isto nao significa que z(t) permaneca em
Da, Vt. Podem ocorrer oscilagoes de z (y) em torno de
z* (y*). No segundo passo vamos provar que a amplitude
das oscilagoes de y em torno de y* podem ser reduzidas
se reduzirmos o parametro € do sinal de controle.

PASSO 1: Atratividade de Dp

Primeiramente, note que x pode crescer no maximo li-
nearmente visto que a norma de u em (15) é majorada
por uma constante. Assim sendo, assuma que x(t) € Z,
Vt. Assim como na prova da Proposig¢ao 1, pode-se ve-
rificar que S; < —|kp|6 (para i = 1,2), uma vez que
k, < |ky(z)| para x € Z. Note que neste caso Il =0
e a(t) = [Asgn(e) — 1]/k,. Portanto, pode-se concluir
que Jt; < oo tal que S;(t) =0, Vt >ts e um modo des-

lizante em o serd alcancado em tempo finito. Conse-
quentemente, 6 =0 e e¢ = —\|e| <0, Vt > t,. Parat
suficientemente grande, y,, > y* > y e sgn(e) = —1, as-

segurando que y cresce com taxa constante (§ = 1+ \),
isto é, y se aproxima de y*. FEntao, x é levado para
o interior de Da, o que é uma contradigao. Portanto,
D € alcancada em tempo finito, independentemente de
sgn(k,). Consequentemente, x(t) permanece ou oscila
em torno de Da, e y em torno de y*, Vt.

Essas oscilagoes vém das mudancas recorrentes na dire-
¢@o de controle no ponto extremo (z*, y*) onde k,(z*) =
0 ou sao devido a perda de forga de controle sempre que
kp(x) — 0 e a relagdo k, < |k,(x)| é violada. Durante
essas oscilagoes, o vai de uma superficie de deslizamento
o=ke (k par quando sgn(k,) < 0) para outra (k {mpar
quando sgn(k,) > 0).

PASSO 2: Oscilagoes de Ordem O(e)

A seguir mostra-se que as oscilagées em torno de y* po-
dem ser restritas a ordem O(¢), com ¢ em (15). Note que
A pode ser feita arbitrariamente pequena permitindo-se
um k,, menor (vide Fig. 7). Assim, se z(t) permanece em
D, Vt, a vizinhanca correspondente de y* pode ser feita
de ordem O(e) com um k, apropriado. Caso contrério,
se = oscila em torno de Da, o mesmo ¢ verificado visto
que o tempo gasto para alcancar um modo deslizante em
o ¢ também de ordem O(g).

De fato, recordando que apés um tempo finito ¢, > 0,
sgn(e) =—1 é satisfeito, pode-se concluir a partir de (16)
que

U(t) = y(t) - ym(t) —At, (33)

Note que, quando o (t) estd em deslizamento, entdo D é
invariante. Agora, se o sistema atinge a fronteira de Da
e o(t) nao estd em deslizamento, considere to >t; > t,-
e suponha que t € [t1,%2], onde t; é o tempo no qual
z(t) alcanca a fronteira de Da e to é 0 primeiro instante
de tempo quando o(t) atinge a préxima superficie de
deslizamento o (t) =o(t2) ou z(t) chega a fronteira de D
novamente. Note que, para t € [t1,t2], tem-se z(t) €Z e
lo(t) — o(tr)] < 2e.

VE >ty

A partir de (33), pode-se escrever

=19 [om +A(t—t1), (34)

onde & :=o(t)—o(t1), §:=y(t) —y(t1), dp = 1 quando
ym(t) = t e 6y = 0 quando y,, estd saturado. Além
disso, de (34), pode-se também escrever

[g] < |o| 4+ [0 + AJ(t —t1) . (35)

Por hipétese, x(t) € Z para t € [t1,t2]. Entao, a partir
de (18), (31) e (32), tem-se |o(t)] > &, Vt € [t1,t2], €
consequentemente que (¢t — t1) < |6]/d. Assim sendo,
relembrando que || < 2e, pode-se garantir que (t — t1)
e ¢ em (35) sdo de ordem O(e).

7.3 Simulacoes Numéricas

Nas simulagoes a seguir, nds ajustamos o limitante infe-
rior k, = 0.5¢ em (32) e inicializamos & com um valor
nao tao pequeno. Depois decrescemos ¢ até que a va-
riagdo de y seja enfim pequena, i.e., |y — y*| — O(e).
Os parametros de projeto considerados foram: € = 0.01,
A=01ed=0.1.

Como mostrado nas Figs. 8 e 9, y rastreia y,, até que
x alcanca a vizinhanga do ponto de maximo z* = 2.
Posteriormente, o rastreamento exato nao é mais ob-
tido, porém y fica “preso” em alguma vizinhanga-¢ de
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Figura 8: Saida da planta y (linha continua) e saida do modelo
ym (linha tracejada) ao longo do tempo t. A saida da planta y
tende para o valor maximo y* = 2.5.

y*=2.5 (vide Fig. 6) e y,, cresce até atingir o valor 100
da saturacao.

Como podemos observar comparando a Fig. 9 e a Fig. 10,
a amplitude das oscilagoes de « em torno de x* pode ser
reduzida como desejado apenas reduzindo-se suficiente-
mente a distancia € entre as variedades.

Na Fig. 10, considerando € = 0.1, pode-se checar a varia-
vel de deslizamento ¢ ao longo do tempo e as respectivas
mudangas por entre as variedades-o (k é par ou {mpar)
toda vez que z cruza x*=2.

Note que, a partir de (33), 0 — —oco quando t — +o0.
Entretanto, esse fendmeno nao é nocivo uma vez que o
é apenas uma escala modificada de tempo no argumento
da fungéo seno na lei de controle (15). Além disso, esse
problema pode ser evitado através de uma simples reini-
cializacdo do integrador em (16) que é realizada a cada
periodo de 10 segundos. Para tal reinicializacao utiliza-
mos o mesmo sistema adotado em estratégias antiwin-
dup assim como apresentado em (Astrom & Witten-
mark, 1997, page 310). Outras possiblidades poderiam
ser adotadas para esse esquema de reinicializagao tais
como os Clegg integrators propostos em (Clegg, 1958) e
revisitado com demonstrages experimentais em (Zheng
et al., 2000).

8 TRABALHOS FUTUROS

O travamento da roda durante a frenagem impacta de
forma adversa a estabilidade do veiculo. Assim, o sis-
tema de freio ABS foi projetado para prevenir o trava-

25
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Figura 9: Estado x ao longo do tempo ¢: x tende para o valor
x* =2 que maximiza y, considerando ¢ = 0.01.

mento das rodas, reduzir a distancia de parada do veiculo
e melhorar sua dirigibilidade. Um melhor desempenho
do sistema ABS depende da identificagdo adequada do
tipo de superficie da pista. Até o momento, nao hé senso-
res que possam identificar corretamente o tipo de super-
ficie e tornar esta informacao disponivel para o contro-
lador ABS. Contudo, o tipo de superficie pode ser esti-
mado a partir da pressao exercida pelo freio, medidas de
escorregamento da roda e comparagoes entre indices de
desaceleracao (Will et al., 1998; Drakunov et al., 1995).

Um dos objetivos do sistema ABS é regular o escorrega-
mento da roda de forma que o coeficiente de adesao da
pista seja maximizado. Isto implica na minimizacao da
distancia de parada do veiculo. Todavia, o coeficiente de
adesdo 6timo desejado depende do tipo de superficie da
pista. Por exemplo, esse valor étimo para uma pista de
gelo é diferente do valor para uma pista de asfalto seco.
Curvas tipicas que relacionam o escorregamento das ro-
das ({) wversus o coeficiente de adesdo ou atrito (u) sao
semelhantes as apresentadas na Fig. 11. Nesta figura
mostramos trés curvas caracteristicas para diferentes ti-
pos de pista: seca, molhada e de gelo.

Primeiro, relembrando a equacao do coeficiente de es-
corregamento ¢ apresentada em (Ariyur & Krstié¢, 2003),
temos:

v—wR

(=11

v

onde v é a velocidade linear, w a velocidade angular e R
o raio da roda. Deste modo, temos um (,,;, = 0 quando
v = wR (carro em movimento) € {;nq. = 1 quando w =0
(travamento da roda).
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Figura 10: Zoom no gréfico da varidvel de deslizamento o ao
longo do tempo ¢, mostrando as oscilagdes de x em torno de
2™ = 2 quando considerado € = 0.1.

Na frenagem sem ABS, quando o motorista pisa no freio,
ele faz instantdneamente w = 0 (trava a roda) com o
objetivo de parar o carro. No entanto, o coeficiente de
atrito 1(¢) ndo é méximo (6timo) para o valor de { =1
(ver Fig. 11). Assim, o carro continua em movimento
com as rodas travadas até que depois de um certo tempo
aquele atrito referente ao escorregamento maximo ({=1)
faz com que o carro pare.

No freio ABS é feito algo diferente. Quando o motorista
pisa no freio, w nao vai diretamente para zero. Primeiro
é feita a busca pelo valor 6timo (* correspondente ao
maior coeficiente de atrito. Com esse valor em maos,
o controlador de torque ajusta w, de forma a manter
¢ =~ ¢* (correspondendo a um valor préximo ao maximo
atrito da pista) e consequentemente o veiculo para mais
rapidamente (sem travar as rodas) do que comparado ao
sistema de freio convencional.

Uma idéia imediata para trabalho futuro é utilizar o oti-
mizador proposto acima para fazer uma busca on-line do
valor 6timo do escorregamento da roda que corresponde
a maxima desaceleragdo do veiculo. Assim poderiamos
usar a saida do otimizador nao-derivativo como setpoint
de uma malha de controle de frenagem (controle de tor-
que). Neste caso, o controle de frenagem e o otimizador
sao utilizados juntos para regular o torque de frenagem
do veiculo de modo a manter o escorregamento da roda
em seu valor 6timo e minimizar assim a distancia de pa-
rada. Além disso, o controlador proposto nao requereria
um conhecimento a priori do tipo de superficie da pista
nem a relagdo entre o coeficiente de adesao e o escorre-
gamento da roda.

0.8r 1
Seco
0.7r : J

0.6 q
- ~o molhado
~

034

02, f

0.1H / 1

Figura 11: Curvas que relacionam o escorregamento das rodas
(¢) x o coeficiente de atrito (u) para trés tipos diferentes de
pista: seca, molhada e de gelo. O coeficiente de escorregamento
Stimo para os trés tipos de pista é aproximadamente (* = 0.3,
correspondendo a diferentes valores para p*.

Outra aplicaggo que merece destaque é o controle de
eletronica de poténcia de painéis fotovoltaicos que utiliza
o método MPPT (Maximum Power Point Tracking), ver
(Brunton et al., 2010).

9 CONCLUSOES

Neste artigo foi proposto um controlador por modelo de
referéncia e modos deslizantes baseado em funcao de cha-
veamento periddica e realimentacao de saida para plan-
tas SISO lineares, incertas com grau relativo unitario
e direcdo de controle desconhecida. A abordagem re-
sultante garante convergéncia em tempo finito do erro
de rastreamento para zero e também convergéncia ex-
ponencial global do estado completo do erro para zero.
Resultados de simulagao foram apresentados para ilus-
trar o desempenho do controlador. Além do problema de
rastreamento, o método proposto mostrou-se eficaz tam-
bém no problema de otimizagao em tempo real aplicado
ao controle por busca extremal.
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