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Resumo

Nesta investigacdo estudamos um fendmeno didatico complexo que se manifesta na desconex&o dos contetidos
matematicos que constituem o programa oficial do ensino secundario/medio e que estd fortemente relacionado
com a rigidez e a atomizagdo da Matematica escolar. Para tal estudo utilizamos as ferramentas teoricas e
metodolégicas que nos proporciona a Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD) cujo objeto priméario de
investigacdo é a andlise da atividade matematica escolar institucional. Assim, realizamos estudos exploratérios
nos manuais escolares de Matematica do ensino secundario de Portugal e da Espanha, contrastando e
comprovando cinco conjeturas relacionadas, por exemplo, com a auséncia de questionamento e justificacdo das
técnicas utilizadas. Concluimos que nestes paises as praxeologias matematicas apresentam-se desarticuladas,
rigidas, e, consequentemente, surgem isoladas atividades de modelagem matematica nas instituicdes escolares.

Palavras-chave: Organizacdo Matematica. Ensino médio/secundario. Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD).

Abstract

In this research, we studied a complex didactic phenomenon manifested on the disconnection of mathematical
contents that constitute the official program of secondary education and that relates strongly to the rigidity and
atomization of school mathematics. For this study, we used the theoretical and methodological tools that the
Anthropological Theory of Didactic (ATD) provides us, which primary object of research is the analysis of the
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institutional school mathematics activity. Thus, we carry out exploratory studies in mathematics textbooks in
Portugal and Spain secondary education, contrasting and proving five conjectures related, for example, with the
absence of questioning and justification of the used techniques. We conclude that in these countries, the
mathematical praxeologies are often disjointed, rigid and, consequently, there are isolated activities of
mathematical modelling in educational institutions.

Keywords: Mathematical organization. Secondary education. Anthropological Theory of Didactic (ATD).

1 Introducdo: rigidez versus flexibilidade

Neste trabalho estudaremos a rigidez da Matematica escolar utilizando as ferramentas
tedricas e metodologicas que a Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD) nos proporciona. Em
coeréncia com esta teoria didatica, e tal como explicaremos, em seguida, detalhadamente,
tomaremos um ponto de vista epistemoldgico e institucional em vez de cognitivo e pessoal
(GASCON 1998, 2003).

O fenbmeno da rigidez e as suas diferentes manifestacdes tém sido estudados por
diferentes teorias didaticas segundo uma abordagem cognitiva, utilizando a nocdo de
atividade matematica flexivel, autbnoma e aberta (em oposi¢éo a rigida, dirigida e rotineira).
No ambito destas abordagens, a origem do problema reside na constatacdo das dificuldades,
contradicdes, confusbes, obstaculos cognitivos e, em geral, fendmenos (cognitivos) que
aparecem na transicdo do Elementary Mathematical Thinking (EMT) ao Advanced
Mathematical Thinking (AMT). No inicio da década de 90, do século passado, alguns estudos
revelaram que essa transicdo ndo poderia ser explicada exclusivamente por dificuldades na
aprendizagem formal de conceitos matematicos, mas que se deveria enfatizar especialmente o
novo tipo de raciocinio matematico associado. Tommy Dreyfus constatou que os alunos do
ensino primario e secundario aprendiam, na disciplina de Matemaética, um grande nimero de
procedimentos padronizados e uma grande quantidade de conhecimentos, mas praticamente
nada referente a metodologia de trabalho dos matematicos. Em particular, os alunos nao
aprendiam a usar 0s seus conhecimentos matematicos de forma flexivel para resolver
problemas de um tipo desconhecido para eles (DREYFUS, 1991).

A nocéo de pensamento matematico flexivel pode ser descrita a partir de no¢des mais
primitivas que Tall (1996) tomou originalmente de Piaget (1972) e de trabalhos que
interpretam a obra deste, como os de Dubinsky (1991) e Sfard (1991). Estas nocdes sdo as de
processos mentais (ou sistemas de acgdes interiorizados) e de conceitos produzidos pelo
encapsulamento de processos. Os conceitos assim obtidos s@o objetos sobre os quais se pode
aplicar, por sua vez, um sistema de agOes que pode ser novamente interiorizado e dar lugar a

um processo mental de nivel superior suscetivel de ser, de novo, encapsulado num conceito
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de ordem superior e, assim sucessivamente. Gray e Tall (1994) designaram por procept uma
combinacdo de processo e conceito produzido pelo processo, que foram representados
conjuntamente por um mesmo simbolo matematico, destacando assim a natureza dual dos
objetos matematicos e o papel do simbolismo matematico no encapsulamento (de processos
em objetos) (TALL, 1996).

As trés nocgdes basicas do Calculo: funcéo, derivada e integral (bem como a nocao
fundamental de limite) sdo exemplos de procepts. O estudo do Calculo Elementar exige
portanto, desde o inicio, flexibilidade suficiente para lidar com um mesmo simbolo, quer seja
como representante de um processo que atua sobre determinados objetos, quer seja uma
entidade singular a qual se pode aplicar outros processos para obter novos objetos. O poder do
AMT surge justamente no uso flexivel da estrutura dual dos objetos matematicos citados (e
dos construidos a partir deles) possibilitada, em parte, pela ambiguidade da notacdo usada. A
rigidez dos procedimentos padronizados que caracterizam o EMT €, por conseguinte, um
obstaculo cognitivo muito importante e explica muitos dos erros conceituais extravagantes
(DREYFUS, 1991), apresentados pela grande maioria dos estudantes no seu primeiro
encontro com o Célculo. Relativamente a este problema, Silva et al. (1999) referiram que a
aprendizagem da Matematica deveria incluir oportunidades para os alunos se envolverem em
momentos genuinos de atividade matematica. Salientaram que as investigacdes matematicas
deveriam merecer um lugar de destaque, uma vez que: por um lado permitem a formulacdo de
conjeturas, a avaliacdo da sua plausibilidade e a escolha dos testes adequados para a sua
validacdo ou rejeicdo; e, por outro lado, permitem procurar argumentos que demonstrem as
conjeturas que resistiram a sucessivos testes e levantar novas questdes para investigar. Assim,
propuseram a cria¢do de um contexto de aula propicio ao dialogo, em que o professor lanca
boas questbes para trabalho pratico com informacdo minima e em que, apés alguma
discussdo, os alunos partem para formas de trabalho de tipo exploratério, formulacdo de
problemas, investigacdes ou pequenos projetos que o professor acompanha e incentiva,
assumindo, num momento posterior, a coordenacdo da sistematizacdo do trabalho
desenvolvido e/ou da formalizagdo de aspetos matematicos inerentes. Os referidos autores
realcaram também que a visdo tradicional de uma matematica rigida, na qual as defini¢oes
tém um caracter absoluto, aparece oposta aquela que as tarefas de investigacao, se aceites com
as suas caracteristicas proprias, podem veicular.

De acordo com Jodo Pedro da Ponte e Jodo Filipe Matos, consideramos (e
mostraremos que esta afirmacdo se pode sustentar empiricamente) que muitas das

dificuldades que apresentam os alunos para trabalhar com tarefas de investigacdo e, em
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particular, para levantar questdes pertinentes no desenvolvimento de tais tarefas, provém do
carater formal da Matematica escolar e da forma como esta esta organizada, pois “ [...]
ensinam-se ‘respostas’ sem dar a minima importancia as 'questdes' que as originam ou a
forma como foram alcangadas” (PONTE; MATOS, 1996, p. 123).

Para estes autores, a forma como os alunos concebem as representacdes e notagdes
matematicas adequadas as situacdes ou fendbmenos que Ihes sdo apresentados € um elemento
fundamental para a realizagdo de investigacOes. Muitas vezes, os alunos manifestam ter
dificuldade em conceber alguma representacédo, ndo concebem as mais adequadas, ou saltitam
entre diferentes representacfes, o que lhes cria sérias dificuldades na realizacdo das tarefas
propostas.

No mesmo sentido, Michéle Artigue (1998) considerou que a flexibilidade na
utilizacdo de diversos registros de representacées (graficos, simbélicos, linguagem natural,
gestual,...), bem como, a flexibilidade na articulacdo sistematica de diferentes interpretacdes
do mesmo objeto matemético sdo condicGes essenciais para desenvolver uma atividade
matematica genuina. As institui¢cbes educativas deveriam ter, sob a sua responsabilidade, o
trabalho de possibilitar e capacitar a articulagdo de vérios registros de representacdo e as
diferentes interpretacdes dos objetos matematicos, uma vez que, quando esta articulacdo é
deixada para o trabalho privado do aluno, as possibilidades de insucesso sdo elevadas. Em
particular, Artigue afirmou, segundo Tall (1996), que a tecnologia da informacédo, se usada
adequadamente, pode desempenhar um papel decisivo no desenvolvimento de articulagdes
flexiveis e no equilibrio entre registros algébricos e graficos.

Em seguida, e utilizando as ferramentas que nos proporciona a TAD, analisaremos
detalhadamente alguns aspetos da forma de organizar as matematicas nas instituicdes
escolares. Isto com o objetivo de fornecer uma base empirica para sustentar e permitir
especificar a hipdtese (compartilhada, como ja vimos, por multiplos investigadores), segundo
a qual, a Matematica escolar no ensino secundario/médio esta organizada de forma rigida e
atomizada, o que dificulta enormemente o desenvolvimento de uma verdadeira atividade
matematica pelos estudantes. Além disso, esta investigacdo pretende, em primeiro lugar,
suportar empiricamente que esta rigidez e atomizagcdo das matematicas escolares constituem
um fendmeno didatico de carater institucional (e ndo pessoal) relativamente independente das
caracteristicas pessoais dos sujeitos do processo didatico (alunos e professores) e, até mesmo,

das culturas pedagdgicas nas quais eles estdo imersos.

2 Modelo epistemoldgico-didatico proposto pela teoria antropologica do didatico
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O Programa Epistemoldgico de Investigacdo em Didatica da Matematica (GASCON
1998, 2003) surgiu da conviccao de que a origem do problema da Educacdo Matematica esta
na propria Matematica. O nascimento deste Programa de Investigacdo® constitui uma resposta
a visivel insuficiéncia dos modelos epistemoldgicos da Matematica, incluindo os modelos
desenvolvidos pela epistemologia classica, para enfrentar o Problema da Educacdo
Matematica. O questionamento da transparéncia do matematico e claro pressuposto de que o
mistério permanece na propria Matematica, permite tomar a atividade mateméatica como o
objeto primario do estudo, como uma nova porta de entrada da anélise didatica.

Para analisar a atividade matematica institucionalizada, a Teoria Antropoldgica do
Didatico (adiante, TAD), situada dentro do Programa Epistemologico, propde inicialmente
um modelo epistemolégico geral da Matematica que descreve o saber mateméatico em termos
de organizacOes ou praxeologias matematicas institucionais (CHEVALLARD, 1999). Neste
modelo o conhecimento matematico surge organizado em dois niveis. O primeiro nivel
designa-se por praxis (ou saber-fazer), refere-se a préatica realizada e, por sua vez, descreve-se
em dois componentes: os tipos de problemas/tarefas que se estudam e as técnicas que sao
usadas para os/as resolver. O segundo nivel contém a parte descritiva, organizadora e
justificadora da atividade, designa-se por logos (ou simplesmente, por saber) e contém o
discurso matematico-racional sobre a referida pratica. Analogamente, este segundo nivel
estrutura-se em duas componentes: a tecnologia (discurso matematico diretamente
relacionado com a pratica) que serve para tornar as técnicas inteligiveis, para as descrever,
interpretar, justificar o seu funcionamento e, em ultima andlise, fundamentar a producdo de
novas técnicas; e a teoria que da significado aos problemas propostos, permite explicar e
interpretar as descricOes e justificacdes tecnoldgicas. Assim, a teoria podera ser interpretada,
em certo sentido, como uma tecnologia da tecnologia.

Ao juntar os dois niveis de atividade (praxis+logos) surge a nocdo de praxeologia
matematica (adiante, PM) que constitui a no¢do basica do modelo epistemoldgico que propde
a TAD. Os tipos de tarefas, técnicas, tecnologias e teorias sdo as quatro categorias de
elementos que compdem uma organizacgdo ou praxeologia matematica.

A TAD postula que toda a atividade matematica pode ser interpretada como uma

atividade de producédo de praxeologias com o objetivo de responder a determinadas questoes

! Geralmente, considera-se que os trabalhos iniciais de Guy Brousseau e, em especial, os que abordam a
epistemologia experimental, constituem o germe do Programa Epistemolégico. Em Brousseau (1997) encontra-
se uma colecdo de trabalhos seus publicados entre 1970 e 1990.
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problematicas. Esta atividade requer que o estudante (seja este um aluno, um professor ou um
investigador) disponha de técnicas matematicas adequadas e que possa usar, quando
requerido, um discurso matematico para interpretar, dar sentido e desenvolver a prética
matematica. A atividade de resolver problemas fica assim integrada indissoluvelmente nas
restantes componentes da PM e, assim, ndo podera interpretar-se separadamente das técnicas
matematicas que estdo disponiveis numa determinada instituicdo, nem de forma independente
do discurso matematico disponivel.

Esta integracdo indissollvel das componentes de uma PM reflete-se no tipo de
atividade didatica, ou seja, na atividade de estudo e de auxilio ao estudo da Matematica que
propde a TAD (CHEVALLARD; BOSCH; GASCON, 1997). Assim, com efeito, no modelo
didatico proposto por esta teoria, a atividade de desenvolver técnicas mateméticas adequadas
para abordar as tarefas que aparecem ao longo do processo de estudo, bem como, a de
construir o discurso matematico que as justifica e que permite construir novas técnicas, ndo
se situa sob a exclusiva responsabilidade do professor (ou do diretor do processo de estudo).

Em resumo, o modelo epistemolégico-didatico que propbe a TAD, embora salientando
0 papel central da atividade de resolucdo de tipos de problemas por parte dos estudantes,
enfatiza que tal atividade ndo consiste em solucionar problemas a partir de técnicas
matematicas dadas e no ambito de uma teoria matematica predeterminada. Por outro lado, a
construcdo destas técnicas e 0 seu desenvolvimento progressivo, bem como, a construcdo de
um discurso teorico justificativo e interpretativo da pratica matemaética, formam uma parte
essencial do trabalho de resolucdo de problemas. Até mesmo, a abordagem de novos
problemas matematicos depende muitas vezes do questionamento das técnicas e de certos
aspetos do discurso teorico.

Na verdade, o matematico ndo ansia apenas criar bons problemas e resolvé-los, mas
pretende, além disso, caracterizar, delimitar e inclusivamente classificar os problemas em
"tipos de problemas". Para avancar no seu trabalho, o matematico necessita de construir,
desenvolver e caracterizar as técnicas que utiliza para resolver os problemas, até ao ponto de
controla-las e padronizar o seu uso, pelo que deve estabelecer as condi¢des sob as quais as
técnicas funcionam ou deixam de ser aplicaveis e, em ultima analise, construir argumentos
solidos e eficazes que sustentem a validade dos seus procedimentos.

Surge assim, uma dimensdo da atividade matematica desconhecida na Matematica
escolar (incluindo a Matematica universitaria) que denominamos por gquestionamento
tecnoldgico das técnicas matematicas que se utilizam. Esta dimensdo contém todas as

questdes problematicas que aparecem quando se consideram as técnicas como objetos de
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estudo em si mesmas, em vez de tratad-las como se fossem dadas antecipadamente, como se
fossem transparentes ou inquestionaveis e como se a Unica atividade que poderia ser realizada
com elas fosse a resolucdo de problemas. Na verdade, na Matematica escolar habitual, tudo
estd preparado para que as técnicas funcionem bem sempre que se necessite delas, e para que
ndo haja nenhum conflito entre as técnicas disponiveis e as tarefas matematicas propostas.
Com a integracdo do questionamento tecnoldgico na atividade matematica, as proprias
técnicas sdo tomadas como objeto de estudo, os problemas mateméticos podem utilizar-se
como um meio para colocar em causa a economia, a eficacia, a fiabilidade e o &mbito de

aplicabilidade das técnicas matematicas.

3 Aspetos da rigidez e a atomizacgdo das organizacfes matematicas do secundario

A tese de Fonseca (2004) revela a atomizacdo das organizacGes matematicas e a
rigidez no tipo de tarefas e técnicas que os estudantes utilizam no ensino secundario espanhol,
mostrando a auséncia escolar do questionamento tecnoldgico das técnicas matematicas, ou
seja, a auséncia institucional de uma analise do custo, da fiabilidade e do dominio de validade
das diferentes técnicas Uteis para executar uma tarefa, que poderia permitir flexibilizar a
atividade matematica escolar (FONSECA, 2004; BOSCH; FONSECA; GASCON, 2004).

Assim, no ensino secundario, a Mateméatica surge como uma sequéncia de
conhecimentos pontuais, que consiste basicamente em aplicar técnicas predeterminadas para
um certo tipo de problemas, ap6s uma apresentacao tedrica descritiva por parte do docente,
em que raramente é guestionada a necessidade de justificar a técnica usada para a atividade
matematica, nem o seu dominio de validade. Para resolver este problema, a TAD sugere a
introducdo de um trabalho prolongado de modelagem de situacGes matematicas ou extra-
matematicas capazes de gerar o desenvolvimento de novas técnicas pelos alunos na atividade
matematica escolar. Usando a nogdo de praxeologia matematica pontual e local 2, elaboramos
uma conjetura geral como base para reformular o problema docente como um verdadeiro
problema de investigacdo didatica no ambito do Programa Epistemoldgico de Investigacdo em
Didatica da Matematica:

No Secundario o estudo das PM foca o bloco técnico-pratico com baixa incidéncia do bloco tecnol6gico-teérico
sobre a atividade matematica. H4 uma auséncia de qualquer questionamento tecnologico dos tipos de tarefas e de

2 As PM mais elementares chamam-se pontuais e sdo constituidas em torno do que, numa determinada
instituicdo, é considerado um Unico tipo de tarefas. Quando uma PM é obtida por integragdo de um determinado
conjunto de PM pontuais, tais que todas aceitam um discurso tecnolégico comum, diremos que temos uma PM
local caracterizada por tal tecnologia. Na TAD também se fala de PM "regionais” e "globais" (CHEVALLARD,
1999).
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técnicas matematicas. Assim, as PM no Secundario sdo pontuais, muito rigidas e isoladas (ou pouco coordenadas
entre si), o que dificulta, e inclusivamente impede, que nesta instituicdo se reconstruam efetivamente PM locais
que integrem de maneira flexivel as PM pontuais.

Quadro 1 — Problema de investigacdo didatica (FONSECA, 2004)

A partir desta conjetura geral, propomos cinco conjeturas especificas relativas a
atividade matematica escolar do ensino secundario (FONSECA, 2004, p.45-48):

C1. As técnicas matematicas dependem fortemente da nomenclatura

C2. A aplicacdo de uma técnica ndo implica a interpretacdo do resultado obtido

C3. Cada tarefa esté associada a uma técnica privilegiada

C4. Nao ha reversdo das técnicas para realizar a tarefa matemética inversa

C5. Auséncia de situagdes abertas de modelagem

E importante sublinhar que esta quinta conjetura tera um papel especial visto que, em
certo sentido, contém as restantes, uma vez que estas podem ser interpretadas como restricdes
institucionais que tornam dificil e, inclusivamente, impedem a vida da modelagem
matematica nas instituicdes escolares.

O primeiro objetivo deste trabalho, mais do que comparar a situacdo de desarticulacao
e fragmentacéo da Matematica em Portugal com a da Espanha®, é o de estudar em que medida
e em que sentido o fendmeno didatico-matematico de desarticulacéo e correspondente rigidez
das PM escolares é generalizavel para além das instituicdes escolares espanholas e, portanto,
apresenta um carater institucional em vez de pessoal. Pretendemos, mesmo assim, analisar
algumas das principais consequéncias deste fendmeno didatico nas atuais instituicdes
escolares em relacdo a possibilidade de existéncia da atividade de modelagem matematica em
tais instituicGes. Para o contraste experimental dessas conjeturas elegemos trés tipos de dados
empiricos como indicadores das caracteristicas das PM que se reconstroem nas duas
instituicoes:

1) Os programas oficiais e respectivos desenhos curriculares de Matematica, em
particular, do 3° ciclo e ensino secundario portugués e do ensino secundario
obrigatério e bacharelato do sistema escolar espanhol.

2) As respostas de uma amostra de estudantes de Matematica de escolas portuguesas e
espanholas a tarefas matematicas propostas num questionario (LUCAS, 2010).

3) Os dados obtidos a partir da analise dos tipos de tarefas que propde uma amostra de

manuais escolares aprovados oficialmente pelas autoridades educacionais portuguesa

® Em investigacBes futuras gostariamos de recolher e analisar dados de outros paises com o intuito de verificar se
o fendmeno da rigidez e incompletude das matematicas € independente das tradi¢des culturais, da sociedade em
estudo, ou mesmo, do nivel de escolaridade em analise.
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e espanhola para uso nos niveis educativos acima referidos. Estes dados podem ser

considerados como a resposta dos livros didaticos ao citado questionario.

Por uma questdo de espaco, neste trabalho explicitaremos apenas os dados empiricos
referentes aos manuais escolares (ponto 3) e descreveremos parcialmente, nas conclusoes,
alguns dos resultados obtidos tomando como base empirica as respostas facultadas por uma
ampla amostra de estudantes a um questionario (ponto 2), com o objetivo de sublinhar a
coeréncia entre os dados obtidos em ambos os casos. Os detalhes complementares deste
estudo podem ser consultados em Lucas (2010). Num segundo momento, pretendemos
explicar as diferencas mais significativas nos curriculos e livros didaticos dos sistemas

escolares de Portugal e da Espanha.

4 Indicador empirico: os manuais escolares

O manual escolar ou livro didatico € uma publicacdo especializada, com identidade
prépria, que nasceu como resposta as necessidades do sistema educativo geral publico e do
modelo de ensino simultaneo. Logo, podemos afirmar que este indicador empirico representa
muito bem o saber institucional tal como surge no sistema escolar e que, através da sua
metamorfose, constitui um material constante do sistema didatico que condiciona fortemente
o tipo de atividade matematica que se desenvolve na sala de aula.

Neste estudo analisamos livros didaticos que exploram o curriculo oficial do 3° ciclo e
do ensino secundario portugués e, posteriormente, comparamos o0s resultados obtidos com 0s
dados relativos ao ensino secundario obrigatério e bacharelado espanhol apresentados em
Fonseca (2004). A selecdo dos manuais tomou em consideracdo a sua ampla difusdo nas
instituicGes escolares do pais. Assim, foram analisados dois manuais de cada ano de
escolaridade descritos em Lucas (2010).

Seguidamente apresenta-se uma sintese dos resultados agrupados por conjeturas:

C1. As técnicas matematicas dependem fortemente da nomenclatura
Propomos uma especificacdo desta conjetura para quatro temas especificos:
Derivagéo, Limites, Representacdo grafica de funcdes elementares e Algebra (em particular,

equac0es do segundo grau completas), conforme mostra a tabela seguinte:

Tabela 1 — Especificacdo da conjetura 1 e respectivos resultados

Bloco 1 Conjetura
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No célculo de limites de funges (ou sucessdes) predomina a letra x (ou n) como designacéo C1A
da variavel? Ou surgem limites de sucessGes constantes para uma variavel distinta da

habitual como, por exemplo, |-, Sn+17?

p—>= 2N
No calculo de derivadas predomina a letra x como denominag&o da varidvel independente CiB
real?
Na representacdo grafica de fungdes predomina a letra x como denominacdo da varidvel cic
independente real?
Na resolucdo de equagdes do segundo grau, pela formula, predomina a letra x como CiD

denominacéo da variavel independente real?

Portugal Espanha’
NUmero de
exercicios NUmero de exercicios
Variavel Variavel
Variavel | distinta Tipo de Variavel distinta
Tipo de tarefas x/n de x/n tarefas x/n de x/n
Cl1A C1B | Calculo de
Calculo de limites 329 0 derivadas 952 5
CiB Célculo de derivadas 243 14 cic Graﬂcgs de
cic — . fungdes 492 2
Gréficos de fungdes 211 38 Fonte: Fonseca (2004)
CiD Foérmula resolvente 82 15

Fonte: Lucas (2010)

As tabelas referem-se ao nimero total de tarefas de cada tipo que aparecem no
conjunto dos manuais analisados. Assim, por exemplo, no conjunto de manuais portugueses
analisados surgem 243 tarefas referentes ao calculo de derivadas relativamente a variavel x e
apenas 14 tarefas desse tipo propdem a utilizacdo de uma variavel diferente de x.
Analogamente, no conjunto de manuais espanhois analisados, contabilizamos 952 tarefas
referentes ao célculo de derivadas relativamente a variavel x e somente 5 tarefas desse tipo

usam uma variavel distinta de x.
C2. A aplicacdo de uma técnica ndo implica a interpretacéo do resultado obtido

Nos livros didaticos, para cada tipo de tarefa, contamos, por um lado, o nimero de
exercicios que envolvem a interpretacdo da técnica ou do resultado e, por outro lado, o

namero de exercicios que nao incluem.

Tabela 2 — Especificacdo da conjetura 2 e respectivos resultados

*Dos resultados do estudo efetuado na Espanha, néo apresentamos aqui os referentes as conjeturas C1A e C1D
porque estao relacionados com o célculo de integrais e com a racionalizacdo de denominadores que sdo temas
ndo abordados no ensino secundario portugués. Salientamos que o estudo efetuado em Portugal é uma ampliagéo
do estudo espanhol e que o principal objetivo deste trabalho ndo é comparar os resultados obtidos nos dois paises
mas sim, a semelhanca de Fonseca (2004), constatar o fendmeno de rigidez e desarticulagdo das matematicas no
sistema de ensino portugués.
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Bloco 2 Conjetura
O caélculo do limite de uma funcdo, dada pela sua expressdo analitica, inclui a C2A
interpretagdo do resultado?
O caélculo da derivada de uma funcéo inclui a interpretacdo do resultado como C2B
variacdo da funcéo?
O estudo da continuidade de uma funcéo inclui a interpretacéo do resultado? c2C
O calculo da derivada de uma fungéo inclui a interpretacéo fisica do resultado? Cc2D
Determinar o limite de uma fun¢do num problema de modelagem inclui a C2E
interpretacdo do resultado no contexto real?
Portugal Espanha®
Tipo de tarefas Numero de Exercicios Exercicios
Calculo do limite | sem interp. com interp. Exercicios de com
C2A funca . O x
de uma fungdo 329 0 Tipo de tarefas | realizacdo [interpretagdo
. ; com (sem da técnica ou
Calculo da sem interp. . . .
C2B | derivada de uma [como variagio Interp.como i ___|interpretacao)| resultado
funcéo variagao C2A\| Calculo de limites 698 5
463 40 Calculo de
Estudo da sem interp. com interp. C2B| derivadas num 78 3
c2C contan|dad~e de 435 79 ponto
uma funcéao Fonte: Fonseca (2004)
Célculo da sem interp. com interp.
C2D| derivada de uma fisica fisica
funcio® 300 4
Célculo do limite sem interp. com interp.em
< em contexto
C2E | de uma fungdo em real contexto real
contexto real 85 0

Fonte: Lucas (2010)
As tabelas refletem claramente a diferenca nos manuais consultados entre 0 nimero de
exercicios propostos para serem resolvidos de forma mecanica e a auséncia quase absoluta de

exercicios que exigem a interpretacdo do resultado.
C3. A cada tarefa esté associada uma técnica privilegiada

Ao analisar 0s manuais contamos quantos exercicios de realizacdo de uma tarefa
especifica incluem uma Unica técnica e quantos sugerem a resolucdo da tarefa por uma técnica
diferente.

> A anélise deste tipo de tarefa nos manuais de Portugal envolveu apenas os exercicios que surgem depois do
estudo da interpretacao fisica da derivada de uma funcdo (como velocidade ou aceleracdo) nos ditos manuais.
Dai so terem sido analisadas 304 tarefas de um total de 503 tarefas referentes ao calculo da derivada de uma
funcéo.

® Dos resultados do estudo efetuado na Espanha, ndo apresentamos aqui os referentes as conjeturas C2C, C2D e
C2E porque estdo relacionados com temas nao abordados no ensino secundario portugués. Ver nota de rodapé da
Tabela 1.
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Tabela 3 — Especificacdo da conjetura 3 e respectivos resultados

Bloco 3 Conjetura
A técnica algébrica para determinar a derivada de uma fungdo num ponto é C3A
mais frequente que a técnica geométrica (calcular o declive da reta tangente)?

No célculo do valor final obtido diminuindo ou aumentando uma certa C3B
percentagem do valor inicial, é requerida mais do que uma técnica?

No célculo da derivada de uma fungdo dada analiticamente predomina uma C3C
técnica especifica para cada tipo de funcdo, por exemplo, a regra do quociente

para func@es racionais?

Na resolucédo de inequacBes predomina a técnica algébrica (estudo algébrico C3D

do sinal da funcdo) sobre a técnica baseada no estudo grafico da funcéo

associada?
Portugal Espanha’
Tipo de Exercmols de reallzaga_o .
tarefas Cortgct:q?lz S0 E?Tr:; rt?é?:lr?icae Tipo de Exercicios de realizagéo
Caleulo tarefas comumasé |com mais de
C3B percentagens 112 2 técnica uma técnica
Calculo c3B er%z:ft‘;;%ns 43 37
C3C | algébrico de 262 9 Calculo de
derivadas C3C derivadas 952 8
C3D Resc()jl:gao Algebricamente | Graficamente | |C3D[ Resolugio |AlgebricamenteGraficamente
. ~ de
(;nequaggesé 28 33 inequagdes 25 4
gégligilljo_d - quadraticas
C3A SR, pon - Fonte: Fonseca (2004)
num ponto

Fonte: Lucas (2010)

Os dados mostram claramente o grande nimero de exercicios propostos para resolver uma
tarefa por uma Unica técnica (a privilegiada) e a menor quantidade de exercicios que visam
resolver uma tarefa por mais de uma técnica ou por uma técnica diferente da considerada

privilegiada.

C4. Nao héa reversao das técnicas para realizar a tarefa matematica inversa

Na analise dos manuais contamos, para cada tema especifico, 0s exercicios
relacionados com a tarefa direta e com a tarefa inversa. Nesta quarta conjetura as hipoteses
coincidem nos estudos efetuados nos dois paises, portanto comparamos todos os resultados

obtidos apresentados nas tabelas seguintes:

" Dos resultados do estudo efetuado na Espanha, ndo apresentamos aqui os referentes a conjetura C3A por esta
ser relativa a um tema nao abordado no ensino secundario portugués. Ver nota de rodapé da Tabela 1.
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Tabela 4 — Especificacdo da conjetura 4 e respectivos resultados

Bloco 4 Conjetura
Na representaco de funcdes® predomina a tarefa de representar graficamente a funcéo a C4A
partir da expressdo analitica sobre a tarefa inversa: obter uma expressao analitica a partir
do gréfico da funcao?
No estudo de fungdes polinomiais, nos manuais surge a tarefa de determinar os zeros de C4B
uma funcdo a partir da sua expressao. Sera que aparece a tarefa inversa: descobrir uma
funcdo polinomial dadas as suas raizes?
Nos sistemas de equacdes, predomina a tarefa de resolver sistemas (tarefa direta) sobre a c4cC
tarefa inversa: descobrir sistemas de equac@es (algebricamente ou geometricamente) dadas
as solucgdes?
No trabalho com diferentes linguagens, predomina a traducéo de linguagem natural para C4D
algébrica (tarefa direta) sobre a traducdo inversa de uma expressao algébrica para a
linguagem verbal®?
Portugal Espanha
TAREFA TAREFA TAREFA TAREFA
DIRETA INVERSA DIRETA INVERSA
Representar Escrever Re_presentar . I_Escrever
graficamente a analiticamente gr_aflcamente a analltlcamente; uma
partir da uma funcio a partir da expresséo| funcéo a partir do
expressao . g analitica gréfico
analitica partir do gréfico CaA 156 35
C4A 212 59 Resolver uma Determinar uma
Determinar uma equacédo equacdo polinomial
Resolver uma equagio polinomial dadas as raizes
pgﬂﬁiﬁ?m polinomial dadas C4B 237 2_9
as raizes Determinar um
Resolver um . ~
C4B 78 28 q sistema de equacgoes
i S 2 lineares dadas as
Resolver um Determinar um equacdes lineares C
sistema de sm}emq de SOILCORS
. equacdes lineares C4C 516 1
equagdes lineares ~ - -
dadas as solucdes Traduzir de Traduzir de
C4C 150 2 linguagem natural | linguagem algébrica
Traduzir de Traduzir de para algébrica para natural
linguagem linguagem Cc4D 145 40
natur,al para algébrica para Fonte: Fonseca (2004)
algébrica natural
C4D 88 27

Fonte: Lucas (2010)

Indubitavelmente, os dados refletem um maior nimero de exercicios propostos
referentes a tarefa direta do que relativos a tarefa inversa. Por conseguinte, as técnicas
inversas estdo ausentes nos livros didaticos. Nos dois paises é observada, na conjetura C4C,

uma grande discrepancia entre 0 nimero de exercicios relativos a tarefa direta resolver um

® Limitar-nos-emos as fungdes afins e quadraticas.
% Nestas conjeturas, C4C e C4D, apenas utilizamos os livros do 3.° ciclo e ESO.
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sistema de equacdes lineares (150 em Portugal e 516 em Espanha) e a tarefa inversa escrever

um sistema de equacdes lineares dadas as solucdes (2 em Portugal e 1 em Espanha).
C5. Auséncia de situagOes abertas de modelagem

Na investigacdo efetuada por Fonseca sobre os manuais espanhois, em 2004, foram
estabelecidas conjeturas referentes a existéncia de poucas situacfes abertas que exigem um
trabalho de modelagem usando inequacdes (C5A), derivadas (C5B) ou integrais (C5C). Os

resultados foram os seguintes:

Tabela 5 — Resultados da conjetura 5 em Espanha

Tipos de tarefas Total Incluem alguma
(Problemas sobre) etapa de modelagem
C5A inequacdes 152 22
C5B derivadas 1957 176
C5C integrais 1887 132

Fonte: Fonseca (2004)

Observou-se que, quando porventura surge alguma etapa de modelagem matematica
esta reduz-se apenas a manipulacdo do modelo apresentado no enunciado do problema. Das
cerca de 4000 tarefas analisadas, verificou-se que nenhuma exige que o aluno escolha as
variaveis apropriadas para modelar um dado sistema (matematico ou extra-matematico).

Neste trabalho de investigacéo, a contagem das tarefas foi efetuada de forma diferente,
porque 0S manuais portugueses apresentam muitos problemas de modelagem.
Consequentemente, consideramos que seria interessante, mais do que verificar a
existéncia/auséncia de situacbes de modelagem, contar os problemas que requerem a
construcdo do modelo, 0s que sugerem apenas a manipulacdo do modelo ja construido e os
gue englobam os dois processos. Pretendemos assim, nesta conjetura, testar uma Unica

hipétese:

Nas PM estudadas no Secundario existem poucas situagdes abertas que requerem
um trabalho simultaneo de construcéo e manipulacdo de um modelo.

Quadro 2 — Hipo6tese especifica para o sistema de ensino portugués (LUCAS, 2010)

Analisamos diversos temas nos manuais escolares portugueses (derivada,
percentagens, funcdes polinomiais e funcgdes definidas por ramos) e contamos 0s problemas
que incluem a fase de construcdo e/ou manipulacdo do modelo. Na tabela seguinte

registramos os resultados:

Tabela 6 — Resultados da conjetura 5 em Portugal - Fonte: Lucas (2010)
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N.° de Problemas | ndo inclui nao.
inclui
Derivadas 96 51 20 127 96 51
Percentagens 69 1 69 1 69 1
Fungoes 27 55 24 58 49 33
polinomiais
Fungaes por 12 5 3 14 12 5
ramos

Percentagem de problemas

De todos os temas analisados observou-se,

a excegdo das fungGes polinomiais, um maior 122;

nimero de problemas que ndo incluem a | 80%
70%
construcdo do modelo do que os que incluem essa | so0%
50%

tarefa. E interessante salientar a grande diferenca 0%

71,52%

64,56%

de resultados nos temas Derivadas e | 30%
20%

Percentagens. Note-se que dos 147 problemas | 10%
0%

sobre derivadas apenas 20 nédo incluem uma tarefa manipulagio construgdo  construgdio +
manipulagdo
O ndo incluem @ incluem

de modelagem. Esse grande nimero de problemas Grafico 1 — Comparagdo da percentagem de

tarefas que incluem apenas a construcdo de
modelos com a percentagem das que incluem

problemas de otimizag&o. Assim, concluimos que a 2Penas a sua manipulagdo (LUCAS, 2010).

com derivadas refere-se, essencialmente, a

maioria dos problemas que incluem alguma etapa de modelacdo, essa corresponde a
manipulacdo do modelo. Dos 316 problemas analisados, em 204 problemas ndo esta presente
a tarefa de construir o modelo, apenas incluem a manipulacéo. Os dados'® representados no
Gréfico 1 refletem claramente a diferenca de percentagem de problemas que incluem a
manipulacdo de um modelo j& existente (63,29%) e de problemas que ainda incluem a
construcdo do modelo (28,48%). Concluimos que, globalmente, nos problemas estudados esta
mais presente a tarefa de manipulacdo do modelo do que a tarefa relacionada com a sua

construgéo.
5 Conclusdes

Relativamente a primeira conjetura da rigidez da Matemaética no ensino secundario,

observamos que os dados revelam a escassez de exercicios nos livros didaticos que permitam

10 Resultantes da reuni&o de todos os dados relativos aos quatro temas.
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que o aluno manipule uma técnica especifica usando nomenclaturas incomuns. Assim,

concluimos que as técnicas matematicas tendem a identificar-se com os objetos ostensivos
(simbolos, palavras e graficos) que se utilizam para descrevé-las e implementa-las. Esta
uniformidade na nomenclatura e a pouca variedade de tarefas relacionadas com uma
determinada organizagdo matematica provocard um grande obstaculo para os alunos de
Matematica no primeiro ano da Universidade. Estes dados sdo coerentes com as respostas
proporcionadas pelos estudantes ao questionario citado (LUCAS, 2010) e elaborado para
detectar a incidéncia de diferentes aspetos da rigidez na atividade matemaética escolar dos
estudantes. A partir dos dados obtidos referentes ao primeiro aspeto da rigidez da Matematica,
concluimos que as técnicas utilizadas no ensino secundario dependem fortemente da
nomenclatura, uma vez que, bastou simplesmente substituir no questionario o simbolo
representativo da incognita por um menos habitual para que o nimero de respostas incorretas
e em branco dos estudantes aumentasse consideravelmente.

A segunda conjetura esta relacionada com o fato de que o conjunto de regras que
regem a reparticdo das responsabilidades entre o professor e os estudantes do secundério, ndo
atribui ao aluno a responsabilidade de interpretar o resultado obtido apds a aplicacdo de uma
técnica matematica. Os dados suportam a hipdtese de que a atividade matematica no
secundario é essencialmente pratico-técnica e raramente atinge o nivel tecnoldgico. Os
resultados do estudo exploratério efetuado nos manuais escolares confirmam que, no
secundario, ndo existem, praticamente, tarefas institucionalizadas que tenham como objetivo
interpretar o funcionamento ou o resultado da aplicacdo de uma técnica. As respostas ao
questionario mencionado (LUCAS, 2010), correspondentes a esta segunda conjetura mostram
qgue os alunos manifestam dificuldades nas tarefas em que intervém o bloco tecnoldgico-
tedrico, em particular, na interpretacdo da atividade matematica.

A terceira conjetura da rigidez das praxeologias resume-se na existéncia de uma
técnica privilegiada associada a cada tarefa matematica do secundario. Significa que o
contrato didatico ndo permite que o aluno tenha a responsabilidade de decidir, do conjunto das
diversas técnicas Uteis para resolver uma tarefa, qual € a mais econémica ou a mais fiavel. Os
dados empiricos extraidos dos manuais permitem explicar por que razdo os estudantes nunca
comparam o custo de duas técnicas diferentes para decidir, em cada caso, qual é a mais
adequada, uma vez que € uma atividade praticamente ausente nos livros didaticos. E,
efetivamente, nas suas respostas as tarefas do questionario (LUCAS, 2010), os alunos

mostram uma forte tendéncia em utilizar para cada tarefa uma técnica privilegiada, mesmo no
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caso em que, 0 uso de uma técnica alternativa pudesse simplificar bastante a realizacdo da
tarefa.

A falta de inversdo das técnicas representa a quarta conjetura da rigidez das
organizagdes matematicas do secundario. Os dados empiricos extraidos dos livros didaticos
mostram que, em geral, a inversdo das tarefas e 0 uso das correspondentes técnicas inversas
sdo atividades relativamente ausentes na Matematica escolar. Explica-se assim, por que razéo
o0s estudantes ndo invertem uma técnica quando Ihes propdem a tarefa inversa e porque basta
alterar, por exemplo, a determinagdo das solu¢des de uma equacao para a determinacédo da
equacdo sabendo as solugbes para que 0 numero de respostas corretas decresca
significativamente tal como se observa na analise das respostas ao questionario (LUCAS,
2010).

Finalmente, observamos a baixa frequéncia de situacdes de modelagem nos manuais,
em particular, questdes que envolvem simultaneamente a construcdo e a manipulacdo de
modelos que traduzem situacdes reais (quinta conjetura). Um dos principais indicadores do
grau de flexibilidade de uma PM local é precisamente a existéncia de tarefas matematicas
abertas de modelagem. A sua importancia como indicador da flexibilidade provém do fato de
gue a existéncia de uma verdadeira atividade de modelagem matemaética (no sentido que se
descreve em BARQUERO, 2009; RUIZ-MUNZON, 2010 e SERRANO, 2013) pressupde um
grau de flexibilidade das técnicas e, ainda mais, pressup8e que as organizacbes matematicas
pontuais atingiram um determinado grau de articulagdo. No entanto, observando os resultados
empiricos provenientes dos livros didaticos, explica-se perfeitamente as dificuldades dos
estudantes quando no questionario citado (LUCAS, 2010) sdo confrontados com tarefas que
envolvem a construcdo e a manipulacdo de modelos que traduzem situacdes reais.

E importante acentuar que os diferentes aspectos da rigidez das PM escolares n&o s&o
independentes entre si. Em particular, a auséncia de uma atividade matematica de construcao
e manipulacdo de modelos matematicos para responder a questdes, que podem surgir tanto em
contextos matematicos como extra-matematicos, longe de ser independente dos restantes
aspectos da rigidez das PM escolares, esta fortemente condicionada por eles. De fato, a
excessiva dependéncia da nomenclatura, o uso cego de tecnicas sem nenhum tipo de
interpretagdo do resultado obtido, a auséncia de questionamento da economia das técnicas
matematicas e do seu dominio de validade e, em particular, a escassissima presenca de
técnicas alternativas para realizar uma determinada tarefa e para realizar as tarefas inversas as
escolarmente habituais, constituem restricbes ecoldgicas que dificultam e, até mesmo,

impedem a vida da modelagem matematica no ensino secundario. Com efeito, formulada uma
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questdo num sistema matematico ou extra-matematico, a modelagem de tal sistema (escolha
das variaveis relevantes que caracterizam o sistema, construcdo de um modelo matematico,
trabalho dentro do mesmo e correta interpretacdo de tal trabalho e dos resultados obtidos,
reformulacdo do modelo para responder a novas questdes, analise do ajuste do modelo ao
sistema, etc.) requer um trabalho com organiza¢6es matematicas flexiveis (no sentido de nédo
rigidas) e articuladas.

Em resumo, podemos concluir em primeiro lugar que a rigidez, e a correspondente
atomizacdo das PM escolares, constitui um fenémeno didatico de carater institucional visto
que, com tonalidades diferentes e em diferentes graus, se evidencia quer nos manuais
escolares espanhois quer nos portugueses e, paralelamente, a atividade matematica dos alunos
é completamente coerente com os dados recolhidos desses manuais. Na verdade, alunos com
diferentes culturas, sociedades, tradicdes e também, diferentes niveis educativos manifestam
um comportamento semelhante ao responder a um questionario relativo a rigidez e
atomizacdo de certas organizacbes matematicas, o que induz-nos a acreditar que, no que se
refere a rigidez e atomizacdo, o tipo de atividade matematica proposta em Portugal e em
Espanha € similar (apesar de algumas diferencas na abordagem) e também tem consequéncias
comparaveis.

A segunda conclusdo que queremos destacar refere-se a uma das principais
consequéncias do fenbmeno da rigidez e consequente atomizacgdo das PM escolares. Trata-se
da escassa presenca da atividade de modelagem matematica nas instituicdes escolares e, em
particular, no ensino secundario. Segundo a TAD, postulamos que as dificuldades objetivas
mais imediatas que atingem qualquer tentativa de implementar, de forma generalizada, a
atividade de modelagem nos sistemas de ensino sao provenientes do fendmeno institucional
de rigidez que descrevemos. Existem muitas outras restricbes que resultam de mais além da
estrutura das praxeologias matematicas escolares tais como: a forma de interpretar a atividade
matematica por parte das instituicbes escolares (0 que denominamos por modelo
epistemologico dominante em tais instituicBes) e, correlativamente, a forma de organizar o
estudo das mesmas, que denominamos por modelo didatico dominante. Os trabalhos de
Barquero (2009), Ruiz-Munzon (2010) e Serrano (2013) analisam detalhadamente estas
restricfes genéricas e a sua incidéncia na vida escolar da modelagem matematica.

Dada a importancia de ensinar as matematicas como ferramenta de modelagem, tal
como tem sido destacado por inUmeras pesquisas em educacdo matematica (KAISER et al.
2006, BLUM et al. 2008), € essencial descrever claramente as condi¢des necessarias para que

este tipo de atividade matematica possa viver com normalidade numa determinada instituicao,
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assim como, as restricdes que atualmente a tornam dificil e até mesmo a impedem. O nosso
trabalho, ao descrever as restricdes mais imediatas ou especificas que sofre a modelagem
matematica, situa-se precisamente neste ponto.

Com base na analise de tais restricdes e como resposta a este problema de grande
alcance, que poderiamos designar por problema didatico da difusdo escolar da modelagem
matematica, pesquisas recentes no ambito da TAD propuseram a utilizacdo de um novo
dispositivo didatico, os percursos de estudo e investigacdo (PEI) (CHEVALLARD, 2005)
para introduzir em sala de aula os processos de modelagem. Considera-se que um PEI vem
gerado pelo estudo de uma questdo viva com um forte poder gerador, capaz de levantar um
grande numero de questdes derivadas. O estudo destas questbes conduz a construcdo, pela
comunidade do estudo, das respostas provisorias que irdo demarcar o mapa dos possiveis
percursos e os seus limites. Os PEI recuperam assim, a verdadeira relacdo entre perguntas e
respostas (dando prioridade as questbes) que estd na origem da construcdo de todo o
conhecimento cientifico.

Dentre as fungdes dos PEI relacionadas com a implantacdo das condi¢Bes necessarias
para que a modelagem matematica possa viver normalmente nas instituicbes escolares,
destacamos as seguintes: (a) os PEI possibilitam que o processo de estudo tenha uma certa
continuidade no tempo e rompa com a atomizacdo das questdes matematicas, e (b) os PEI
situam o questionamento tecnolégico como um motor do processo de estudo ao provocar a
necessidade de reestruturar, modificar, corrigir e interpretar os modelos estudados mediante a
progressiva ampliacdo das hipo6teses sobre o sistema e a correlativa construcdo de outros
modelos mais amplos e complexos.

Por tudo isto, os PEI constituem um dispositivo didatico eficaz para comecar a superar
o fendmeno da rigidez e a atomizacdo da Matematica escolar, instaurando assim as condicdes

minimas para viabilizar a modelagem matemaética.
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