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Resumo

Este artigo tem como objetivo compreender o modo como os alunos desenvolvem a flexibilidade de calculo
multiplicativo num contexto de ensino exploratdrio, pretendendo responder a trés questdes de investigagdo: (i)
Quais as estratégias usadas pelos alunos quando resolvem tarefas de multiplicagdo?; (ii) Como evoluem as
estratégias usadas pelos alunos?; e (iii) Como ¢é que os alunos usam de forma flexivel o calculo multiplicativo? A
investigagdo insere-se no paradigma interpretativo de natureza qualitativa, tendo sido realizada uma experiéncia
de ensino numa turma de 3.° ano. A recolha de dados recorreu as seguintes técnicas: observagdo participante e
recolha documental. O artigo foca apenas um par de alunos. Os resultados revelam que os alunos utilizaram
multiplas estratégias na resolucdo das tarefas envolvendo a multiplicacdo, evoluindo de estratégias aditivas,
associadas a sequéncias de multiplos, para estratégias multiplicativas, estabelecendo relagdes numéricas, e usando
fatos basicos conhecidos e propriedades da multiplicacdo. Esta evolugdo encontra-se associada ao
desenvolvimento da flexibilidade do calculo multiplicativo dos alunos, o qual, inicialmente, se encontra ancorado
na organizacdo dos objetos em partes iguais, evidenciando, no final da experiéncia de ensino, uma conexao clara
entre a ideia de um mesmo produto ser simbolizado por um elevado nimero de decomposigdes multiplicativas, a
operagdo de divisdo e a identificagdo da relag@o proporcional. O estudo evidencia a inexisténcia de um paralelismo
entre o desenvolvimento de estratégias multiplicativas em situagdes de calculo e em situagdes de
proporcionalidade.
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Abstract

This article aims to understand how the students develop the multiplicative calculation flexibility in a context of
exploratory teaching, answering three research questions: (i) What are the strategies used by students when solving
multiplication tasks?; (ii) How do the strategies used by the students evolve?; and (iii) How do the students use
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the multiplicative calculation in a flexible manner? The investigation adopts a qualitative methodology within an
interpretive paradigm having been held a teaching experience in a 3™ grade classroom. The data collection took
place through the following techniques: participant observation and documentary collection. The article focuses
only one pair of students. The results show that students used multiple strategies to solve tasks involving
multiplication, evolving from additive strategies, associated with sequences of multiples, to multiplicative
strategies, establishing numerical relationships, and using known basic multiplication facts and properties. This
evolution is associated to the development of multiplicative calculation flexibility by the students, which is initially
anchored in organizing the objects in equal parts, evidencing, at the end of the teaching experience, a clear
connection between the idea of the same product being symbolized by a high number of multiplicative
decompositions, the operation of division and the identification of the proportional relationship. The study shows
the lack of parallelism between the development of multiplicative strategies in calculation and proportional
situations.

Keywords: Multiplication. Calculation Strategies. Exploratory Teaching. Flexible Calculation.

1 Introducio

A aprendizagem dos niimeros e das operagdes constitui um processo complexo para as
criancas. Assim, ¢ fundamental que elas conhecam e utilizem relagdes numéricas nos calculos
que efetuam (NCTM, 2007). Para Heirdsfield e Cooper (2004), a flexibilidade no calculo
mental ¢ vista como o uso de estratégias eficientes que sdo escolhidas de acordo com as
combinagdes numéricas que inspiram a escolha da estratégia. Threlfall (2009) afirma que a
estratégia ndo € escolhida, defendendo que os alunos chegam a solucgao através de um processo
que envolve uma ligacdo entre o que reparam nos nimeros apresentados numa dada tarefa e o
que eles sabem acerca dos numeros e das operagdes.

Nas ultimas duas décadas, a investigacdo incidente no calculo mental tem focado,
sobretudo, as estratégias de calculo que os alunos utilizam. No entanto, tal como referido por
Brocardo (2014), os alunos podem utilizar estratégias de forma mecanizada, sem analisar o
contexto da tarefa e os numeros envolvidos. Dai que seja de fundamental importancia
desenvolver a flexibilidade de calculo nos alunos de modo a torna-los proficientes
matematicamente (NRC, 2001), sendo que a investigacdo sobre este topico tem merecido,
recentemente, uma aten¢do crescente entre os educadores matemdticos (RATHGEB-
SCHNIERER; GREEN, 2015). Este artigo visa contribuir para o aumento do conhecimento
sobre este topico, que assume especial relevancia, incidindo, em particular, no modo como se
desenvolve a flexibilidade do célculo multiplicativo.

A flexibilidade do calculo multiplicativo € o aspecto central da investigagdo conduzida
pela primeira autora (SANTOS, 2016). Este artigo apresenta parte dessa investiga¢do e tem
como objetivo compreender o modo como alunos do 3.° ano desenvolvem a flexibilidade de
calculo multiplicativo num contexto de ensino exploratorio. Decorrentes deste objetivo,

pretendemos responder as seguintes questdes: i) Quais as estratégias usadas pelos alunos
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quando resolvem tarefas de multiplicagdo?; ii) Como evoluem as estratégias usadas pelos

alunos? e iii) Como ¢ que os alunos usam de forma flexivel o calculo multiplicativo?

2 A flexibilidade de calculo

Segundo Threlfall (2009), o calculo mental flexivel refere-se ao modo como a utilizagao
de uma estratégia na resolu¢ao de um problema especifico pode ser afetada pelas caracteristicas
especificas da tarefa, ou pelas caracteristicas individuais dos alunos ou ainda pelas variaveis
contextuais. Foxman e Beishuizen (2002) mencionam a diferenga existente na taxa de sucesso
dos alunos quando resolvem problemas, distinguindo os problemas envolvendo niimeros em
contexto daqueles que ndo apresentam contexto. Desta forma, concluem que, no segundo caso,
a taxa de sucesso € mais reduzida. Além dos contextos, as autoras referem-se, ainda, as
caracteristicas dos numeros e a estrutura semantica do problema como fatores que podem
influenciar o desempenho dos alunos. Podendo ser equacionados como fatores de sucesso na
aprendizagem, estes aspectos estdo também relacionados com a flexibilidade inerente ao
calculo mental (BUYS, 2001), enquanto calculo pensado que, pelo uso de estratégias variadas
e pessoais, atende as caracteristicas dos nimeros, ou a natureza semantica do contexto, ao serem
estabelecidas relacdes numéricas e aplicadas propriedades operatorias. O calculo mental
assume-se, assim, como um calculo intimamente associado ao sentido de nimero, definido por
MclIntosh, Reys e Reys (1992) como incluindo os conhecimentos sobre os numeros e as
operagdes e sobre o seu uso flexivel na realiza¢do de julgamentos matematicos e na resolugao

de problemas.

Usar estratégias de calculo mental com flexibilidade requer sentido de niimero e, ao
usar uma abordagem de estratégias de célculo, em vez de se focarem em algoritmos
processuais, os alunos tém oportunidades para trabalhar com os niimeros de forma
flexivel, o que por sua vez, oferece oportunidades para melhorar o seu sentido de
nimero (HARTNETT, 2007, p. 345)

Para resolver um problema, usando o calculo mental, os alunos podem: (i) lembrar-se
de, ou 'saber', um fato numérico; (ii) usar um procedimento de contagem simples, em que a
sequéncia numérica € recitada enquanto mantém o controle da contagem; (iii) fazer uma
representacdo mental de um método em que usam 'papel e lapis'; e (iv) construir uma sequéncia
de transformagdes dos numeros envolvidos no problema para chegarem a uma solucao
(THRELFALL, 2002). Também em Threlfall (2009), sdo apresentadas as “estratégias de
abordagem” do calculo mental. Uma estratégia de abordagem em céalculo mental ¢ uma forma

geral de cogni¢cdo matematica utilizada no problema — por exemplo: contar; recordar; aplicar
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um método aprendido; visualizar um processo; ou explorar relacdes conhecidas entre os
nimeros.

A flexibilidade, de acordo com varios autores (HEIRDSFIELD; COOPER, 2004;
STAR; NEWTON, 2009), ¢ o conhecimento de multiplas estratégias e a tendéncia para escolher
a mais eficiente para um dado problema, isto é, a que requer o menor nimero de passos de
calculo intermediarios para chegar ao resultado. Threlfall (2009) apresenta um modelo
alternativo ao de escolha de estratégia: o zeroing-in, processo, nao totalmente consciente, que,
na abordagem ao problema, envolve reparar nos nimeros e, simultaneamente, fazer calculos
exploratdrios parciais, até emergir a estratégia e a solucdo do problema. Tomemos o exemplo
do calculo 12x15 para ilustrar estes dois aspetos, o da abordagem e o da solugao.

Na abordagem ao problema, e dependendo da sua compreensdo conceitual e do seu
conhecimento dos numeros, os alunos podem reparar nos niumeros envolvidos no célculo,
estabelecendo relagdes com outros nimeros: 12 ¢ o dobro de 6; 12 ¢ mais dois do que 10. O
processo de reparar nos nimeros pode conduzir a calculos exploratorios parciais: 6x15; 2x3x15;
2x15; 10x15. Estes calculos parciais sugerem o que fazer a seguir: decompor o nimero 12 num
produto (6x2), ou numa soma, pelas ordens (10+2), de modo a facilitar o célculo.

No que diz respeito a solugdo do problema, os alunos relacionam os numeros ¢ as
operagoes, usando as suas propriedades. Assim, a estratégia da decomposi¢do num produto
associada a relacdo entre 12 e 6 € ao uso da propriedade associativa da multiplicacdo permite
alcangar a solucdo: 6x2x15. E a estratégia da decomposicdo numa soma associada a relagdo
entre 12 e 10 e ao uso da propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a adi¢do sera
construida simultaneamente ao alcangar da solugdo: 10x15+2x15. Na perspetiva de Threlfall
(2009), sendo também a adotada no presente estudo, as estratégias de céalculo ndo sao
selecionadas e aplicadas, mas sim construidas, ao mesmo tempo que os alunos alcangam a
solucdo do problema. Isto ¢, as estratégias sdo emergentes do processo de zeroing-in. A
flexibilidade de calculo encontra-se, pois, associada ao conhecimento dos alunos € ao modo
como as estratégias sdo afetadas pelos nimeros envolvidos nas tarefas e pela rede de relagdes

numeéricas e operatorias estabelecidas.

2.1 A multiplicacgio e as estratégias de calculo

A aprendizagem da multiplicagéo deve ser feita numa perspectiva de desenvolvimento

de sentido de numero (MENDES; BROCARDO; OLIVEIRA, 2013). Tal como o sentido de

numero se desenvolve de forma progressiva, também a aprendizagem da multiplicacdo se
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processa gradualmente para que os alunos construam estratégias cada vez mais sofisticadas na

resolucéo de problemas. Fosnot ¢ Dolk (2001) alegam que as propriedades sdo “grandes ideias”
associadas a multiplicacdo, sendo importante usar estratégias que as mobilizem.

Partilhando desta perspetiva, Mendes et al. (2013) consideram que existem ideias
essenciais associadas a multiplicacdo: o compreender um grupo como uma unidade (unitizing);
a propriedade distributiva da multiplicacdo, em relacéo a adicdo e a subtracdo; a propriedade
comutativa da multiplicacéo; os padrdes de valor de posicdo associados a multiplicacéo por dez
e a propriedade associativa da multiplicagdo. Também a interligacdo entre a multiplicacéo e a
divisdo é um aspeto fundamental que ndo pode ser ignorado. Mclintosh et al. (1992) reiteram
que ter consciéncia da relacdo entre as operacoes, especificamente, entre a multiplicagéo e a
divisdo, € um dos aspetos contemplados no conhecimento e destreza com as operacdes,
componente do sentido de numero.

As estratégias de calculo multiplicativo pressupdem, assim, a mobilizacdo das
propriedades da multiplicagdo e o estabelecimento de relagdes numéricas. Estudos empiricos
incidentes neste dominio t€ém documentado uma extensa categorizagdo de estratégias de calculo
multiplicativo. De acordo com diversos autores (BAEK, 2006; FOXMAN; BEISHUIZEN,
2002; HARTNETT, 2007; MULLIGAN; MITCHELMORE, 1997), os alunos, ao longo da
aprendizagem da multiplicacdo, evidenciam a aplicagdo de diferentes estratégias de calculo,
como por exemplo: (1) contagem envolvendo saltos dos multiplos (por exemplo, 2, 4, 6, 8,
10,...); (i1) adi¢do repetida (adigdo sucessiva do mesmo nimero); (iii) cdlculo da divisdo (como
operacdo inversa da multiplica¢do); (iv) particdo de numeros em produtos/em somas
(decomposi¢ao do multiplicador ou do multiplicando, ou de ambos, estando subjacente o uso
da propriedade associativa, no caso da decomposi¢do em produtos, ou da propriedade
distributiva da multiplicacdo em relacdo a adi¢do, no caso da decomposicdo em somas); (V)
compensagdo com uso de relagoes multiplicativas entre os fatores (de modo que a alteragdo
efetuada num fator seja compensada, de forma inversa, no outro fator, garantindo, assim, a
invariancia do produto; por exemplo, 3x8=24; 6x4=24; 6 ¢ dobro de 3 e 4 ¢ metade de 8); (vi)
uso complexo de dobros (composicdo do multiplicador a partir de dobros sucessivos do
multiplicando usando, implicitamente, as propriedades associativa e distributiva da
multiplicagdo em relacdo a adicdo); e (vii) troca da ordem dos fatores (para obter um produto
parcial que facilite o restante calculo, estando subjacente o uso da propriedade comutativa). O
uso destas estratégias permite aos alunos usarem fatos conhecidos de modo a facilitar o calculo.
As estratégias de contagem e de adigdo repetida sdo de natureza aditiva e precedem, no processo

de aprendizagem, as restantes de natureza multiplicativa.
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No que diz respeito a fase de transi¢do da adicdo para a multiplicagdo, Brocardo,
Kraemer, Mendes e Delgado (2017) consideram que a flexibilidade nessa fase se desenvolve
ao longo de uma sequéncia de etapas: (i) produto como representagdo de alguns numeros de
uma dada quantidade; (i1) o numero de vezes como compara¢do multiplicativa; (ii1) o numero
de vezes como operagdo emergindo de um arranjo retangular; e (iv) a multiplicidade em
conjungdo com a divisibilidade e a relagdo proporcional. Esta sequéncia justifica-se pelo fato
de a flexibilidade requerer a capacidade de operar com produtos € quocientes como objetos
matematicos, usando diferentes simbolismos para o mesmo objeto. Cada uma das etapas
decorre da construg@o cognitiva realizada na etapa anterior.

Como ponto de partida da sequéncia, os alunos organizam os objetos em partes iguais,
estando associado a adigdo repetida ou a subtragdo repetida. Em seguida, os alunos comparam
as quantidades de forma multiplicativa, emergindo o sentido de fator, assim como a relacao
inversa (dizer que a Ana tem o dobro do nimero de cromos do Jodo equivale a afirmar que este
tem metade do numero de cromos da Ana). Na terceira etapa, as situacdes que, nas etapas
anteriores, se restringiam as situagdes modeladas por tabelas com sequéncias de multiplos,
passam a estender-se aos modelos retangulares. A disposicao retangular encontra-se associada
a comutatividade e a distributividade. Na quarta etapa, os alunos ligam os conhecimentos de
natureza fatual, procedimental e conceitual; apds descobrirem modos de agrupar os nimeros
usando modelos retangulares, os alunos descobrem as equivaléncias entre as varias
decomposic¢des dos produtos.

Relacionando esta sequéncia com as estratégias atras categorizadas, podemos afirmar
que a primeira etapa envolve estratégias de natureza aditiva; a segunda etapa, ao focar-se na
ideia de fator e na relacdo inversa, constroi as bases para o uso posterior das estratégias de
calculo da divisdo e de compensacdo com uso de relagdes multiplicativas entre os fatores; a
terceira envolve as estratégias de parti¢do de nimeros em somas e de troca de fatores; e a quarta
etapa pode envolver as estratégias de calculo da divisao, de particdo de nimeros em produtos,
de compensagdao com uso de relagcdes multiplicativas entre os fatores, de uso complexo de
dobros e de troca de fatores. E nesta ultima etapa que os alunos conseguem lidar com os
nimeros como objetos mentais, compondo e decompondo os produtos de muitas maneiras
diferentes, fazendo conexdes com a divisdo e com a relagao proporcional existente nas situagdes
multiplicativas (por exemplo, 16x50=50x16, e este produto estd relacionado com 800:16 e
800:50). Segundo Thompson e Saldanha (2003), a conceitualizagdo da multiplicacdo encerra a
multiplicidade, bem como a proporcionalidade.

Focando, em particular, as situacdes de proporcionalidade presentes nas relagdes
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multiplicativas, Vergnaud (2014) refere que as mesmas correspondem ao isomorfismo de
medidas. Ao lidarem com este tipo de situagdes, os alunos podem usar estratégias de natureza
aditiva (FERNANDEZ; LLINARES; VAN DOOREN; DE BOCK; VERSCHAFFEL, 2012) ou
multiplicativa (CRAMER; POST, 1993). As estratégias aditivas podem estar baseadas na adi¢ao
ou subtracdo repetida no interior de cada uma das varidveis (por exemplo, se 2 cadernos custam
3 euros, 6 cadernos (2+2+2) custam 9 euros (3+3+3)), ou na diferenga constante, sendo que esta
conduz a respostas erradas (por exemplo, se a diferenca entre 6 ¢ 2 cadernos ¢ 4, entdo a
diferenca de precos também ¢ 4: 6 cadernos custam 7 euros (3+4).

Entre as estratégias multiplicativas, é possivel distinguir as estratégias escalares, em que
os alunos estabelecem relagdes entre os valores das mesmas grandezas, e as funcionais, em que
as relacOes sdo estabelecidas entre as duas grandezas distintas (VERGNAUD, 2014). Também
neste tipo de estratégias para resolver problemas com situagcdes de proporcionalidade, as
estratégias aditivas precedem as multiplicativas, tendo Fernandez et al. (2012) verificado, nos
alunos do 4.° para o 6.° ano, um decréscimo de utilizagdo de estratégias aditivas. Os alunos
tendem a usar mais as estratégias escalares do que as funcionais (SINGER; KOHN; RESNICK,
1997). O enfoque aqui ndo sdo as estratégias usadas pelos alunos para efetuar cdlculos
multiplicativos, tal como categorizado atrds, mas sim para resolver problemas proporcionais.
Por exemplo, um aluno pode utilizar uma estratégia funcional e usar diferentes estratégias para

efetuar o calculo multiplicativo em causa.

3 Metodologia de investigacao

Considerando o objetivo de compreender o modo como os alunos desenvolvem a
flexibilidade de calculo multiplicativo num contexto de ensino exploratério, a investigacao
insere-se no paradigma interpretativo de natureza qualitativa (BOGDAN; BIKLEN, 1994).
Trata-se de uma abordagem focada na compreensao dos fendmenos e nos significados dos
processos vivenciados pelos participantes do estudo. A investigacdo seguiu a modalidade de
experiéncia de ensino, a qual teve como objetivo desenvolver, nos alunos, a flexibilidade de

calculo multiplicativo.

3.1 Contexto

A experiéncia de ensino realizou-se numa escola de 1° ciclo da cidade de Lisboa, mais

precisamente numa turma de 3° ano composta por 24 alunos: 15 rapazes e 9 raparigas. O artigo
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foca apenas o trabalho de um par de alunos, Tiago e Anabela, que tinham um desempenho
razoavel a Matematica. Por motivos éticos, esses nomes sao ficticios, de modo a garantir o seu
anonimato.

A professora da turma praticava um ensino exploratdrio, visando a aprendizagem a partir
do trabalho que os alunos realizam, o que promove a constru¢do de conhecimento e o
surgimento de procedimentos matematicos com significado, desenvolvendo diferentes
competéncias matematicas. Para Canavarro (2011), uma aula de tipo exploratorio inclui quatro
fases distintas: a apresentacdo da tarefa, a exploragdo, a discussdo e a sistematizacdo. Na
primeira fase, procede-se a leitura e interpretagdo do enunciado da tarefa. Na segunda, os alunos
trabalham autonomamente em grupos ou em pares. Na fase da discussdo, os alunos apresentam
as estratégias aplicadas com a finalidade de comparar e confrontar as mesmas. Na tltima fase,
o professor institucionaliza novas aprendizagens matematicas que decorreram do trabalho
desenvolvido.

Foi implementada uma sequéncia de seis tarefas, entre 25 de novembro de 2015 e 17 de
fevereiro de 2016, na maioria das vezes, com a periodicidade semanal. Relativamente a sua
natureza, o grau de desafio ¢ elevado e o grau de estrutura ¢ aberto, permitindo vdrias
possibilidades de resolugao (PONTE, 2005). O artigo contempla duas dessas tarefas: a primeira,
As espetadas, € as 1* e 2° partes da ultima tarefa, Pdezinhos I e Pdezinhos Il (em anexo). Estas
tarefas foram selecionadas por: (i) serem ambas ndo convencionais na medida em que estdo
omissos os valores dos fatores envolvidos na operagdo (BROCARDO et al., 2017), com a
apresentagdo exclusiva do valor correspondente ao produto (61 camardes, em As espetadas, €
800 paezinhos, em Pdezinhos I), apresentando, assim, uma estrutura similar, embora com
diferente ordem de grandeza numérica, que potencia a comparabilidade dos resultados; e (ii) se
situarem uma no inicio e outra no final da sequéncia, permitindo avaliar a eventual evolugdo de
estratégias ao longo da experiéncia de ensino e concluir acerca do desenvolvimento da
flexibilidade de calculo. A tarefa Pdezinhos ¢ composta por 4 partes, sendo que a subtarefa
Paezinhos I foi explorada no dia 1 de fevereiro de 2016 e as restantes subtarefas Pdezinhos 11,

111 e IV foram exploradas no dia 17 de fevereiro de 2016.

3.2 Recolha e analise dos dados

Foram usadas as técnicas de observacao participante, com gravagdo video e dudio do

trabalho desenvolvido por dois pares de alunos, bem como da discussao coletiva, e de recolha

documental (producdes dos alunos). Assim, foram colocados um gravador audio € uma camara
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de video, perto de cada um dos pares de alunos, durante a exploragdo das tarefas, de modo a
captar e registar os seus didlogos, agdes e trabalhos realizados na folha de papel. O gravador
audio permitiu cruzar o registo dos didlogos com o registo sonoro dos videos, especialmente
nas partes em que nao se percebia bem o que os alunos diziam na gravagdo em video. Durante
a discussao das tarefas, foi colocada uma camara de video virada para o quadro, onde os alunos
apresentavam as suas resolucgdes. Segundo Yin (2010, p. 92), a observacao participante ¢ “um
modo especial de observagdo na qual o investigador nao ¢ meramente um observador passivo”,
na medida em que participa nas atividades observadas, possibilitando observar e verificar
pormenores detectaveis pela sua interacdo com os participantes da investigacao.

Para proceder a andlise de dados relativa a flexibilidade de célculo, foram usadas
categorias analiticas disjuntas provenientes do quadro teérico de Threlfall (2009) que se
apresentam em seguida (Quadro 1). As respetivas subcategorias estdo relacionadas entre si ja
que os alunos, enquanto reparam nos numeros, poderdo simultaneamente realizar calculos
exploratdrios parciais, e, por outro lado, ao relacionarem as operagdes, poderdo estar

simultaneamente a relacionar os nimeros envolvidos nessas operagdes.

Categorias Subcategorias Descricdo
Reparar nos nimeros e nas relagdes que se podem estabelecer
entre eles.
Os célculos exploratdrios parciais decorrem do conhecimento
pessoal dos alunos acerca dos nimeros e das propriedades das
operagdes quando este é usado para derivar.
O modo de relacionar os nimeros para resolver o problema e
Solugéo do alcancar a solugéo.
problema Métodos/procedimentos | O modo de relacionar as operagfes e usar as suas propriedades
de célculo para resolver o problema e alcangar a solugdo.

Quadro 1 - Categorias analiticas no ambito da flexibilidade de calculo

Fonte: Elaborado pelas autoras

Processo de reparar

Abordagem ao
problema Calculos exploratérios
parciais

Relacdes estabelecidas

Focando, em particular, as estratégias de resolu¢do de situacdes multiplicativas, foram
consideradas categorias analiticas relacionadas com as estratégias usadas em calculos
multiplicativos (BAEK, 2006; FOSNOT; DOLK, 2001; FOXMAN; BEISHUIZEN, 2002;
HARTNETT, 2007, MULLIGAN; MITCHELMORE, 1997) ¢ em situagdes de
proporcionalidade (CRAMER; POST, 1993; FERNANDEZ et al., 2012; VERGNAUD, 2014).

Categorias Subcategorias
Contagem unitaria

Contagem envolvendo saltos dos multiplos
Adicdo repetida

Unitizing

Uso de dobros (ex.: 4+4=8)

Célculo da diviséo

Parti¢do de nimeros em produtos

Parti¢do de nimeros em somas
Compensacao com uso de relagdes multiplicativas
entre os fatores

Estratégias aditivas para resolver calculos
multiplicativos

Estratégias multiplicativas para resolver calculos
multiplicativos

Bolema, Rio Claro (SP), v. 33, n. 64, p. 542-567, ago. 2019 550



@ ISSN 1980-4415
Er DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v33n64a05

Compensacéo no produto ap6s arredondamento de
um fator

Uso complexo de dobros

Troca da ordem dos fatores

Estratégias aditivas para lidar com situagdes de Adicao ou subtracdo repetida
proporcionalidade Diferenca constante
Estratégias multiplicativas para lidar com situagdes de Escalar

proporcionalidade Funcional

Quadro 2 - Categorias analiticas das estratégias de resolugao de situagdes multiplicativas
Fonte: Elaborado pelas autoras

A andlise destas estratégias, segundo a categorizagdo apresentada no Quadro 2, foi
cruzada com as categorias analiticas apresentadas no Quadro 1, pois cada uma pode ser
analisada do ponto de vista da abordagem usada e também do modo de alcangar a solugao. Foi,
ainda, cruzada, com as etapas definidas por Brocardo et al. (2017) no ambito de uma sequéncia

de desenvolvimento da flexibilidade no raciocinio multiplicativo.
4 A exploracio e discussiao das tarefas
4.1 Tarefa “As espetadas”

O par iniciou o seu trabalho, construindo diferentes tabelas, aplicando a estratégia da
contagem envolvendo saltos dos multiplos. Assim, assumindo a sobra de um camarao,
pensaram em divisores de 60, iniciando os saltos a partir de cada um deles, ou seja, iniciaram
as tabelas com niimeros de camardes por pauzinho cuja iteracdo atingia o 60. As tabelas foram

construidas pela seguinte ordem: 5 (Figura 1), 10 (Figura 2), 6 e 4.

Figura 1 - Calculode 5em 5 Figura 2 - Calculo de 10 em 10
Fonte: Producéo dos alunos, 2015. Fonte: Producéo dos alunos, 2015.

Os alunos identificaram relagdes numeéricas, assinalando alguns dobros existentes na
linha inferior da tabela (Figura 1) e nas duas linhas (Figura 2). Seguidamente, o par elaborou
outras tabelas envolvendo um nuimero superior de sobras: de 11 em 11 ("sobram 6"), e de 9 em
9 ("sobraram 7 camardes"). Por fim, realizou a tabela do 30, divisor de 60.

Em determinado momento, os alunos usaram a estratégia da troca da ordem dos fatores.
Os calculos presentes na figura 3 tiveram como ponto de partida a tabela do 30, tendo os alunos

redigido "¢ igual" por cima da tabela e abaixo dos célculos. Esta expressao evidencia o uso da
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propriedade comutativa para gerar mais uma possibilidade: a tabela indicava 2 espetadas com
30 camardes cada (expresso depois por "2x30=60") e a troca dos fatores originou 30 espetadas
com 2 camardes cada ("30x2=60"). Usando a mesma estratégia, os alunos apresentam as
possibilidades correspondentes ao total de 61 camardes, sem sobras, ignorando se esta situagao

faria, ou nao, sentido no contexto real.

7=

Figura 3 - Estratégia da troca da ordem dos fatores
Fonte: Producéo dos alunos, 2015.

A troca dos fatores foi também usada a partir das tabelas do 4 e do 9 e, num caso em
que ndo apresentaram tabela, "7x8=56; 8x7=56; sobraram 5 camardes". Neste momento, os
alunos parecem focar-se nos produtos, distanciando-se da abordagem aditiva inicial. No final,
observaram a relagdo existente entre as tabelas construidas do 5 e do 10, escrevendo a seguinte
conclusdo: “A tabuada do 10 esta relacionada com a tabuada do 5 porque 10 ¢ o dobrode 5 e 5
¢ metade de 10”.

Mais tarde, a professora da turma solicitou aos dois elementos do par que fossem ao
quadro explicar os calculos realizados. Tiago explicou o calculo de 10 em 10 (Figura 4): "Andei
a fazer uma tabela e fiz os dobros e as metades e agora percebi que tenho aqui 6 vezes um 10
que esta aqui e da 60. Fiz 10x6=60" (Gravacao audio-visual, 2015). O aluno fez a leitura de
que 6 pauzinhos com 10 camardes perfazem 60, registando, por cima da tabela, a troca da ordem
dos fatores que gera 10 espetadas com 6 camardes cada. Nesta tabela, Tiago assinalou a relagao
numeérica de dobro tanto na linha superior referente ao nimero de pauzinhos, como na linha

inferior referente ao numero de camaroes.

Figura 4 - Explicitagdo do calculo de 10 em 10, pelo Tiago
Fonte: Arquivo da investigadora, 2015.
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Também Anabela, ao apresentar a tabela do 6, assinalou a relagdo numérica de dobro
entre os niumeros listados em ambas as linhas. A aluna, instada pela professora, relacionou ainda
esta tabela com a do 12 ("Porque 6 é metade de 12”’), concluindo, no final, que "em vez de fazer

a tabela, podia ter usado a multiplicagdo"” (Gravagao audio-visual, 2015).

4.2 Subtarefa “Paezinhos I”

Apos a construgdo de uma tabela com duas colunas: a primeira referente aos tabuleiros
e a segunda aos paezinhos, o Tiago sugeriu a primeira hipotese, tendo chegado a esta através da
estratégia da divisdo como operacao inversa da multiplicacdo, revelando assim um raciocinio
funcional: "800 a dividir por 10? Da 8. Tem de ser 8x100, 800 a dividir por 100" (Gravagao de
video, 2016). Apesar de verbalizar 10, Tiago parece ter pensado sempre em 100 ("800 a dividir
por 100").

Na sua abordagem inicial, os alunos pensaram em multiplas decomposi¢des do 800 em
produtos de dois fatores, sem pensar se as mesmas fariam ou ndo sentido no contexto do
problema: 800x1; 100x8; 400x2; 8x100. Ou seja, pensaram de um modo abstrato. Apos o
comentario da professora chamando a atencdo para o contexto, os alunos apagaram as
possibilidades que ja tinham na tabela e decidiram trocar a ordem dos fatores das mesmas,
colocando tabuleiros que levassem uma grande quantidade de paezinhos — “tem de ser os
numeros mais pequeninos em tabuleiros” (Gravagao audio-visual, 2016) —, atendendo a que
numa padaria existiria a preocupagdo de maximizar a ocupagao do forno.

Tiago descobriu uma nova possibilidade e comunicou-a a colega: "Olha, arranjei outra
conta... 50x16. 50x4 da 200; 50x8 da 400, o que quer dizer 50x16" (Gravacao audio-visual,
2016). Anabela ficou na davida se esta possibilidade estaria correta. O Tiago explicou: "16x50.
Se 8x50 da 400, o dobro de 8 que é 50x16 da 800, porque 8 é metade de 16 e da 400. Quer
dizer que pode" (Gravagao dudio-visual, 2016). O aluno aplicou a estratégia do uso complexo
de dobros, chegando a decomposicao do 800 em 50x16 ou 16x50, através da duplicacao
sucessiva de um fator e do produto. Partindo de um facto bésico por si dominado, 50x4=200,
Tiago estabelece mentalmente uma cadeia com relagdes numéricas, aplicando sucessivamente
o dobro no segundo fator e consequentemente no produto (mantendo o 50 constante), até chegar
ao produto pretendido de 800, obtido com 50x16. Ou seja, o aluno compde o 16 como uma
poténcia de base dois (16=4x2x2). Tiago revela flexibilidade de calculo pelo modo como vai
estabelecendo a relacdo numérica de dobro para obter uma nova decomposicdo do 800,

aplicando intuitivamente a propriedade associativa da multiplicagdo. Durante a explicacao, o
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aluno usou a troca da ordem dos fatores.

Seguidamente, o aluno descobriu uma nova possibilidade de distribui¢ao dos paezinhos:
"Ja arranjei outra. 20 tabuleiros vezes 40 pdezinhos. 20x4 da 80, mais um zero, acrescenta-se
um zero" (Gravagdo audio-visual, 2016). Verifica-se aqui a utilizacdo da estratégia da
compensagdo com uso de relagdes multiplicativas, recorrendo a um fato bésico, visto que o
aluno usou um fato conhecido de multiplicacdo, o 20x4, para encontrar outra possibilidade de
distribuicao dos paezinhos. A regra de acrescentar o zero decorre dos padrdes de valor de
posic¢do associados a multiplica¢ao por dez (4x10), com compensacao no produto.

Os alunos decidiram, depois, aplicar a estratégia da troca da ordem dos fatores em todas
as possibilidades que tinham descoberto. O objetivo do par foi obter uma tabela maior que
contemplasse a exaustao das solugdes matematicas da decomposi¢ao do 800 em produtos de 2
fatores. Nesta fase, o par desligou-se do contexto da tarefa e centrou-se no sentido numérico e
a Anabela deixou de escrever “cada um com” na coluna dos paezinhos (Figura 5). Assim,
registam 800 tabuleiros com 1 pao cada, apesar da chamada de atencdo da professora de que tal
ndo fazia sentido. Seguiu-se uma interven¢ao da investigadora.

Investigadora: Diz-me uma coisa. Tu aqui tens 10 tabuleiros que levam 80. Qual é a metade do
numero de tabuleiros?

Tiago: 5x160.

(Gravagao audio-visual, 2016).

Figura 5 - Tabela da Anabela
Fonte: Producéo dos alunos, 2016.

O par escreveu na tabela, porém a Anabela ficou com davidas se estaria correto. De
forma a mostrar a colega a correcdo desta possibilidade, o Tiago fez o célculo na folha, usando

a estratégia de particdo de numeros (100x5=500; 60x5=300; 500+300=800), envolvendo a
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propriedade distributiva da multiplicagdo em relagdo a adi¢cdo. No entanto, inicialmente ndo foi
essa a estratégia usada, mas sim a compensagdo com uso de relacdes multiplicativas entre os
fatores. Quando a investigadora apela a aplicacdo da relacdo de metade do fator 10, Tiago
imediatamente aplica a relacdo de dobro no outro fator, 80, chegando a 5x160.

Tiago observou a tabela e através da estratégia do uso de dobros e metades entre os
fatores, chegou ao niimero 32 como dobro de 16 e ao numero 25 como metade de 50. Assim, o
aluno usou a estratégia multiplicativa escalar em cada uma das variaveis, usando intuitivamente
um raciocinio proporcional inverso. No entanto, Anabela ndo registou esta possibilidade na sua
tabela.

No momento da discussao coletiva, a professora solicitou ao Tiago que fosse ao quadro.

Figura 6 - Apresentagdo do Tiago
Fonte: Arquivo da investigadora, 2016.

De forma a explicitar a tabela (Figura 6), Tiago assinalou rela¢gdes numéricas de dobro,
explicitando-as, por vezes, de forma aditiva, tanto dentro da variavel (por exemplo: "+10"),
como entre as duas varidveis (por exemplo: "+100"). No entanto, ndo explicitou as relagdes
inversas que foram pensadas e usadas durante a exploracdo da tarefa. Por exemplo, explicitou
0 32 como dobro de 16, mas nao o 25 como metade de 50. As relagdes assinaladas sao
desligadas umas das outras, nao evidenciando o raciocinio mobilizado durante a exploragao.

Tiago explicou a resposta 2 tabuleiros com 400 paezinhos da seguinte forma: "Eu tirei
o zero do 20 e pus no 40, deu-me 400x2" (Gravagao adudio-visual, 2016). Assim, o aluno usou
a compensacao com uso de relagdes multiplicativas entre os fatores, ao aplicar uma regra ja,
por si, dominada, retirando o zero do fator 20 para acrescentar ao fator 40.

Para justificar as possibilidades de 32 tabuleiros com 25 paezinhos e 16 tabuleiros com

50 paezinhos, o aluno usou a particdo de nimeros, decompondo em somas ambos os fatores,
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no caso de 32x25, e apenas o 16, no caso de 16x50 (Figuras 7 e 8).

Figura 7 - Parti¢do de nimeros para 32x25 Figura 8 - Parti¢do de numeros para 16x50
Fonte: Arquivo da investigadora, 2016. Fonte: Arquivo da investigadora, 2016.
Embora Tiago tenha revelado flexibilidade estratégica ao aplicar relagdes escalares de

dobro e metade entre os fatores, ao explicar a turma as possibilidades encontradas, nao
consegue, aparentemente, explicar o raciocinio desenvolvido, optando por comprovar as
possibilidades obtidas com o procedimento mecanizado de partigdo de nimeros. O mesmo
aconteceu quando, na fase da exploracdo, o aluno explicou a colega como chegou a

possibilidade 5x160.

4.3 Subtarefa “Paezinhos I1”

Os alunos comegaram por adicionar o valor das moedas apresentadas no enunciado da
tarefa, percebendo que Bernardo tinha pago 70 céntimos por 5 paezinhos. Seguidamente, o par
calculou 84-70=14, obtendo o pre¢o de cada paozinho, 14 céntimos. Usaram, assim, uma
abordagem de natureza aditiva, baseada na subtragdo repetida.

Mais tarde, Tiago e Anabela optaram por continuar o esquema existente no enunciado
da tarefa (Figura 9): 6 paezinhos custavam 84 céntimos; 5 paezinhos custavam 70 céntimos e
assim sucessivamente, mantendo a abordagem anterior de natureza aditiva no interior de cada
uma das variaveis, ou seja, subtraindo sempre 14, o valor unitario do pre¢o do pao, ao prego
acabado de obter na coluna da direita e subtraindo sempre 1 ao nimero de paezinhos, na coluna
da esquerda. Contudo, os alunos erraram no calculo do preco de 4 paezinhos, o que influenciou

os restantes resultados.
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238
A-2 o 4

Figura 9 - Esquema presente no enunciado a que os alunos deram continuidade
Fonte: Producéo dos alunos, 2016.

A professora interveio, visto que Anabela comentou com Tiago que aquele resultado nao
fazia sentido.

Anabela: Mas isto ndo tem sentido. Se 1 pdozinho custa isto (apontando para o niimero
24), 2 paezinhos so aumenta 14 céntimos. Nao tem sentido nenhum.

Professora: Diz ld, Anabela, diz ld o que tens a dizer.

Anabela: Se este custa 24, porque é que os outros pdezinhos, quando sdo 2, os pdezinhos
custam menos dinheiro cada um?

Professora: Explica la o teu raciocinio.

Anabela: Tém que ter o mesmo numero. Tém de ser todos a 24.

Tiago: Diz mais de 10 céntimos.

Anabela: Mas os outros paezinhos também tém de custar 24 assim.

Tiago: Ndo, ndo pode ser. Tém de custar 14 céntimos (...) Ta [sic] mal entdo.

(Gravagao audio-visual, 2016).

Anabela revela sentido critico face ao resultado obtido com o esquema, 24 céntimos por
cada paozinho; porém, ndo confrontou com a conclusdo alcancada anteriormente de 1 pao custar
14 céntimos e aplicada ao completar o esquema. A aluna questionou a auséncia de
proporcionalidade que existiria com aqueles pregos: “Se I pdozinho custa isto (apontando para
o numero 24), 2 paezinhos sé aumenta 14 céntimos. Nao tem sentido nenhum . Assim, embora
nao tenham identificado o seu erro, concluiram que o esquema nao estava correto mobilizando
um raciocinio proporcional subjacente a situagcdo proposta, o que revela compreensdo de que o
preco de cada paozinho tem de ser constante: “7ém que ter o mesmo numero. Tém de ser todos
a 24”. Tiago conclui que o calculo esta errado, pois parte do célculo inicial conducente ao preco
unitario de 14 céntimos: " Tém de custar 14 céntimos”.

O par decidiu apagar o esquema feito. Tiago recorreu a multiplica¢do para esclarecer a
davida do preco de 1 paozinho. Nesta multiplicacdo, o aluno utiliza uma relacao funcional como
forma de verificar se 1 pao custaria 14 céntimos, tendo aplicado a estratégia da particdo de

nimeros (Figura 10) no célculo 14x6.
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Figura 10 - Esfratégia de particdo de numeros (Tiago)
Fonte: Producdo dos alunos, 2016.

Assim, Tiago confirma que o seu resultado € igual ao indicado no enunciado como preco
de 6 paezinhos, ficando com a certeza de que o prego unitario ¢ 14 e ndo 24. Por conseguinte,
o erro efetuado levou ao abandono da estratégia escalar aditiva para o uso da estratégia
funcional multiplicativa, mais sofisticada do ponto de vista da compreensdo conceitual da
situagdo proposta, conferindo certeza acerca do prego unitario do pao.

Anabela decidiu refazer o esquema, mas desta vez de baixo para cima. Ao partir do
preco de 1 paozinho, voltou a usar uma abordagem aditiva, adicionando sempre 14 de forma
sucessiva (adigdo repetida). A aluna errou no calculo do preco de 3 paezinhos ao obter 32
(Figura 11). O erro foi detetado pelo Tiago. Apds correcdo do esquema (Figura 12), Anabela
usou o calculo da divisdo como operagdo inversa da multiplicacdo (Figura 13) para confirmar

que 1 paozinho custava 14 céntimos.

6 2 {1
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/' » ’1 ('_/n S =i ' ,
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P S R - v i .
B N =) 5 Al
— X AN B - — i
A 24 ¢ 7- . 305 - 4
Figura 11 - Erro de calculo do Figura 12 — Esquema correto Figura 13 — Célculo da divisio
prego de 3 paezinhos (Anabela). Fonte: Producéo dos alunos, 2016. realizado pela Anabela.

Anabela evolui, assim, para uma abordagem de natureza multiplicativa estabelecendo
uma relacdo funcional entre as variaveis, o pre¢o € o nimero de paezinhos, como forma de
verificar a constante da proporcionalidade direta.

A conclusdo, escrita pelos alunos — “um paozinho custa 14 céntimos, porque
multiplicAmos 14 vezes 6 que nos deu 84 e também dividimos™ — apresenta a relacdo externa

funcional entre as varidveis usando ambas as operacdes, multiplicagdo (preco = constante x
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numero de paezinhos) e divisdo (constante = pre¢co + numero de paezinhos). Evidencia também

a mobilizacdo da relacdo inversa entre estas duas operacdes nesta situacao.

4.4 Sintese dos desempenhos nas duas tarefas e evolucao das estratégias utilizadas

Entre as duas tarefas aqui apresentadas, foram implementadas quatro tarefas da
sequéncia nas quais os alunos desenvolveram o conhecimento fatual associado a multiplicagao,
usando a simbologia da operacao de multiplicacdo para modelar as situagdes, bem como a
capacidade de decomporem os nimeros em produtos e em somas de produtos, exprimindo,
neste caso, os produtos através da distributividade, seja em contextos baseados em modelos
retangulares, seja apelando ao contexto monetario.

Ambeas as tarefas, apresentadas no artigo, contém situagdes de proporcionalidade. Na
primeira, o par ndo aplicou estratégias multiplicativas. Assim, a abordagem inicial dos alunos,
ao lidar com este tipo de situagdes, correspondeu a adocao exclusiva da estratégia aditiva,
elaborando tabelas nas quais foram registando os sucessivos resultados da contagem
envolvendo saltos dos multiplos dos diferentes nimeros experimentados.

As tabelas construidas pelo par nao traduzem a proporcionalidade inversa presente na
tarefa, mas sim a proporcionalidade direta correspondente a sua forma de verificar se os
numeros experimentados atingiam o 60, ou se aproximavam dele. Por exemplo, na tabela
correspondente as espetadas com 5 camardes, Tiago e Anabela foram registrando a
proporcionalidade direta da variagdo do niimero de espetadas mantendo o mesmo ntimero de
camardes por espetada: se 1 espetada leva 5 camardes, 2 espetadas levam 10 camardes, ... ¢ 12
espetadas levam um total de 60 camardes.

Embora tenham usado apenas a estratégia aditiva, depois de terem construido as tabelas,
os alunos verificaram relagdes de dobro de natureza escalar, isto €, que se baseiam em relagdes
entre quantidades da mesma natureza/grandeza. Apds a conclusdo das diferentes tabelas, os
alunos exprimem os resultados alcangados através de produtos (expressao funcional da relagdo
de proporcionalidade inversa, k = x y), aplicando a estratégia da troca da ordem dos fatores
para gerar mais possibilidades, e registando também o ntimero de camardes sobrantes: por
exemplo, ao concluir a tabela do 4, o par Tiago e Anabela exprimiu essa possibilidade por
15x4=60, ou seja, 15 espetadas com 4 camardes cada, aplicando logo a situagdo inversa ao
exprimir 4x15=60, ou seja, 4 espetadas com 15 camardes cada.

Relativamente a Uultima tarefa, o par usou sobretudo estratégias de natureza

multiplicativa, recorrendo a célculos aditivos apenas em casos pontuais. Verifica-se a utilizagao
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de estratégias de natureza aditiva e multiplicativa no modo como o par lidou com as situagdes
de proporcionalidade presentes. Os alunos usaram a estratégia aditiva no calculo do prego de 1
paozinho através da diferenca de pregos de 6 € de 5 paezinhos, e na determinagao dos restantes
precos, em Paezinhos I1.

Usaram a estratégia multiplicativa escalar (relagdes numéricas no interior de cada uma
das varidveis) através da aplicagdo do dobro numa variavel e da metade na outra variavel, em
Paezinhos I. A estratégia multiplicativa funcional verifica-se no uso da divisdo como operacao
inversa da multiplicagdo (i) na compreensao implicita da proporcionalidade inversa presente
em Paezinhos I, e (ii) para verificar a correcdo do preco de cada paozinho, na compreensao
implicita da proporcionalidade direta presente em Pdezinhos I1. O par usou também a estratégia
da troca da ordem dos fatores em Pdezinhos I para obter um maior nimero de decomposi¢des
do 800 em produtos de dois fatores.

Nesta ultima tarefa, os alunos evidenciaram usar as propriedades distributiva,
associativa e comutativa, as quais sao designadas por Fosnot ¢ Dolk (2001) de “grandes ideias”
associadas a multiplicagdo. Para resolver os calculos multiplicativos que iam propondo, em
Paezinhos I, no sentido de verificar se os mesmos compunham o 800, e assim irem preenchendo
a tabela, os alunos aplicaram estratégias de natureza multiplicativa: i) particio de nimeros em
somas; 1) compensacao com uso de relacdes multiplicativas entre os fatores; € ii1) uso complexo
de dobros. Os alunos mostraram, ainda, reparar nos numeros (por exemplo, o 16, encarado por
Tiago, como uma poténcia de base dois, ao ser gerado pela sucessiva duplicag¢do do fator 2).

A evolugdo evidenciada pelos alunos ao longo da exploragdo da subtarefa Pdezinhos 11,
marcada pela transi¢do da adocdo de estratégias aditivas para as de natureza multiplicativa
funcional, parece dever-se a0 modo como foi concebida a tarefa e simultaneamente aos erros
de calculo aditivo e subtrativo verificados. O enunciado sugere uma abordagem aditiva, ao
apresentar os pregos de 6 e de 5 paezinhos. O fato de os pregos calculados através dessa
abordagem ndo respeitarem a constante de proporcionalidade levou os alunos a questionarem
criticamente os seus resultados e a evoluirem para uma abordagem multiplicativa funcional,
verificando o preco de cada paozinho. Os alunos revelam, também, conhecer e usar a relagao
existente entre as operacdes de multiplicagdo e divisao.

As espetadas e Pdezinhos I lidam com o mesmo tipo de proporcionalidade, mas
Paezinhos I exige lidar com um niimero com uma ordem de grandeza muito superior. E notoria
a evolucao dos alunos, confrontando o seu desempenho numa e noutra tarefa, para a qual parece
ter contribuido significativamente o trabalho realizado durante a exploracdo das tarefas

intermédias da sequéncia. Em Pdezinhos I, os alunos ja ndo usam a estratégia aditiva, revelando

Bolema, Rio Claro (SP), v. 33, n. 64, p. 542-567, ago. 2019 560



ISSN 1980-4415
Er DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v33n64a05

serem capazes de decompor 800 num elevado niumero de produtos diferentes, através das
relagcdes multiplicativas escalares dentro de cada uma das varidveis, aplicando o dobro numa

variavel e a metade na outra variavel.

5 Conclusao

O estudo aqui apresentado permite concluir que os alunos utilizaram uma grande
diversidade de estratégias, durante a resolugdo de tarefas ndo convencionais, cuja abertura
conduziu-os a explorar um elevado nimero de possibilidades, geradas mais pelo sentido
matematico do que pelo sentido contextual. A comutatividade foi usada pelo par de alunos para
registarem novas possibilidades, a revelia de fazer ou ndo sentido, face ao contexto da tarefa.
Essa comutatividade decorreu do conhecimento dos alunos da propriedade comutativa da
multiplicagdo e, simultaneamente, da consciéncia de que dois pares comutativos correspondem
a situacdes diferenciadas nos contextos das tarefas e que, por isso, tém de ser consideradas.

Confrontando os desempenhos dos alunos nos momentos inicial e final da experiéncia
de ensino, ¢ notoria a transicdo de uma abordagem aditiva (com sequéncias de multiplos) para
uma de natureza multiplicativa, com uma maior proficiéncia no uso de relagdes multiplicativas
entre os fatores, ao explorarem as relagdes escalares, no interior de cada uma das variaveis,
interligando a multiplicagdo, a divisdo e a relagdo proporcional. Diversos autores
(BROCARDO et al., 2017; FOSNOT; DOLK, 2001; MENDES et al., 2013; MULLIGAN;
MITCHELMORE, 1997) indicam que, inicialmente, os modelos construidos pelos alunos para
representar situagdes multiplicativas estdo associados a ideia de multiplicacdo como adigdo
repetida de parcelas iguais, salientando que na aprendizagem da multiplicacio importa
desenvolver a passagem do raciocinio aditivo para um de natureza multiplicativa.

Verifica-se desenvolvimento da flexibilidade do céalculo (THRELFALL, 2009)
multiplicativo, sobretudo, pela transicao da abordagem aditiva para a multiplicativa, parecendo
decorrer da implementacao da sequéncia de tarefas ao longo da experiéncia de ensino, num
contexto de ensino exploratorio, em que os alunos tiveram oportunidade de progredir ao longo
das etapas descritas por Brocardo et al. (2017).

Na primeira tarefa, os alunos elaboraram tabelas listando saltos de multiplos. Com as
tarefas intermédias, os alunos aprenderam a identificar relacdes multiplicativas nas tabelas
elaboradas, incluindo as inversas, e a usar as propriedades distributiva e comutativa da
multiplicagdo. Assim, esse desenvolvimento fica evidenciado pelo modo proficiente como os

alunos atenderam as caracteristicas dos nimeros ¢ estabeleceram diferentes relacdes numéricas
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na ultima tarefa da sequéncia, dado o alargamento do seu conhecimento numérico, conduzindo
a construcdo de multiplas estratégias de calculo, envolvendo niimeros que passam a ser
manipulados como objetos matematicos, ao serem decompostos, compostos, combinados e
simbolizados de muitos modos diferentes.

Em suma, tal como sustentado por Brocardo et al. (2017), esse desenvolvimento fica
marcado pelo modo como a multiplicacdo surge em estreita conexao com a divisdo e a relagao
de proporcionalidade e pela integracdo dos conhecimentos de natureza fatual, procedimental e
conceitual. No entanto, os resultados do presente estudo mostram, em particular, que o modo
como os alunos utilizam a flexibilidade de calculo multiplicativo nesta quarta etapa envolve
uma multiplicidade de estratégias, tanto aditivas como multiplicativas, no que respeita a forma
de lidar com a relacdo de proporcionalidade. Isto ¢, o fato de os alunos utilizarem ja de um
modo consistente e estabilizado estratégias multiplicativas para resolver célculos
multiplicativos ndo implica que as estratégias para lidar com as situa¢des de proporcionalidade
sejam também de natureza multiplicativa. Verificou-se, assim, o uso de estratégias
multiplicativas na forma como lidaram com a proporcionalidade inversa em Pdezinhos I e
aditivas na abordagem a proporcionalidade direta em Pdezinhos II. Contrariamente ao que €
sugerido pela investigacao de Fernandez et al. (2012), ndo existe evidéncia, no presente estudo,
de precedéncia de estratégias aditivas relativamente as multiplicativas, no ambito dos
problemas proporcionais. A natureza destas estratégias parece decorrer do tipo de relagdo
proporcional e das caracteristicas especificas das subtarefas apresentadas.

E a compreensio intuitiva da relagdio proporcional, tanto na situagio de
proporcionalidade inversa como na situagdao de proporcionalidade direta, que leva os alunos a
mobilizarem um raciocinio multiplicativo, gerando novas formas de simbolizar um niimero
através de decomposi¢des multiplicativas, ou a identificarem, por sua iniciativa, erros de
calculo subtrativo, os quais sdo esclarecidos ou verificados através da multiplicacdo ou da
divisdo, numa relag@o funcional entre as varidveis em causa. Assim, a relagdo funcional parece
assumir uma maior ligacdo com a consciéncia, pelos alunos, da relagao entre a multiplicagdo e
a divisdo, comparativamente a rela¢do escalar.

Por outro lado, do presente estudo, emergem questdes que carecem de investigacao
futura. Focando-nos, especificamente, no caso do uso complexo de dobros, pelo Tiago,
verificamos que esta estratégia foi emergindo, tal como descrito por Threlfall (2009), do
processo simultaneo de reparar nos nimeros e dos célculos exploratorios parciais decorrentes
do conhecimento individual de fatos basicos da multiplicagdo, para alcancar a solugdo de um

calculo desconhecido (50x16).
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De acordo com o entendimento de flexibilidade de Threlfall (2009), tal significa que
Tiago possui flexibilidade de célculo, evidenciada aqui pela construcao desta estratégia, bem
como pelas multiplas relagdes multiplicativas estabelecidas. O fato de Tiago, na apresentagao
a turma da sua resolucdao, no momento de discussao, ter optado por justificar as possibilidades
com base no procedimento automatizado de decomposi¢ao dos nimeros em somas, que nao foi
usado durante a exploracdo auténoma da tarefa, ndo verbalizando os seus raciocinios
multiplicativos flexiveis, pode dever-se a sentir-se mais confiante em mostrar aos colegas a
corre¢ao dos céalculos multiplicativos através de um procedimento rotineiro com que os alunos
da turma ja se encontravam bastante familiarizados e cujos resultados estavam legitimados,
independentemente dos nimeros envolvidos.

Assim, estes resultados, em particular, sugerem novas dire¢cdes de investigacdo. Como
garantir a socializacdo na turma de estratégias construidas individualmente de modo flexivel?
Que confianga depositam os alunos nas estratégias que constroem, ao nivel da respetiva
eficiéncia e credibilidade, nos casos em que essas estratégias assumem alguma singularidade
na turma? As dimensoes individual e coletiva do processo de desenvolvimento da flexibilidade

de célculo merecem ser investigadas futuramente.
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As espetadas

... 51,52, 53, 54, 56, 57, 58, 59, 60, 61!

O Vasco faz anos. Para a festa quer fazer espetadas com o mesmo niimero de camardes
A mae comprou um saco com 61 camaroes.

Se estivesses no lugar do Vasco como preparavas as espetadas? Quantas terias de
preparar? Porqué?

Paezinhos I

Todos os sabados, o padeiro da padaria Pdo Bom cozinha 800 paezinhos que dispde em

tabuleiros. Tens uma ideia de quantos tabuleiros precisara? Confirma a tua ideia.

|
|
|
|

1 Concegdo das tarefas As espetadas, P&ezinhos | e I1: Jean Marie Kraemer
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Paezinhos 11

A Beatriz esta na padaria com o seu colega Bernardo. Ela compra seis paezinhos e paga
oitenta e quatro céntimos.

- Entdo — pensou Beatriz — um paozinho custa mais do que 10 céntimos!

O Bernardo paga os seus cinco paezinhos com uma moeda de 50 céntimos e uma de
20 e ndo recebe troco.

- Ah! — exclama Beatriz — ja sei quanto custa cada paozinho!
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