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Resumo

O conhecimento algébrico nos Anos Iniciais tem sido tema de interesse em pesquisas no ambito nacional e
internacional, frente ao desafio que representa a transi¢do do pensamento aritmético para o algébrico. Diante dessa
realidade, o presente artigo discute aspectos tedricos do desenvolvimento do pensamento algébrico, com foco na
formagdo continuada de professores que ensinam Matematica nos Anos Iniciais. A luz da Teoria Historico-
Cultural, apresentamos a concep¢ao de pensamento algébrico como o pensamento teorico mediado por conceitos
algébricos. Nesse percurso, discutimos o conceito de generalizagdo a partir de Davidov e de camadas de
generalidade em Radford. Assumindo que a solu¢do para o problema da algebra nos Anos Iniciais passa pela
formacdo de professores, entendemos que ¢ fundamental que o professor também reconheca, em processos
formativos, o uso de recursos semidticos para comunicar o seu pensamento algébrico. Nesse sentido, analisamos
uma proposta de situagcdo desencadeadora para a formagdo de professores e discutimos suas potencialidades para
o desenvolvimento do pensamento algébrico. Concluimos que acompanhar o movimento da generalizagdo
substancial e o trabalho analitico com quantidades indeterminadas pode trazer importantes contribui¢des para a
organizacdo da atividade pedagdgica que tenha por objetivo superar o pensamento puramente aritmético na
objetivacdo do pensamento algébrico, compreendido como pensamento tedrico mediado por conceitos algébricos
em um especifico sistema semidtico de significagdo cultural.
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Abstract

Early Algebraic knowledge has been a subject of interest in national and international research, facing the
challenge that represents the transition from arithmetic to algebraic thinking. Faced with this reality, this article
discusses the theoretical aspects of the development of algebraic thinking, focusing on the continuing education
of teachers who teach mathematics in the primary grades. In the light of the Historical-Cultural Theory, we present
the conception of algebraic thinking as theoretical thinking mediated by algebraic concepts. In this journey, we
discuss the concept of generalization from Davidov and layers of generality in Radford. Assuming that the solution
to the algebra problem in the early years involves teacher education, we understand that it is essential that the
teacher also recognizes, in formative processes, the use of semiotic resources to communicate his or her algebraic
thinking. In this way, we analyze a proposal for a triggering situation for teacher education and discuss its potential
for the development of algebraic thinking. We conclude that following the movement of substantial generalization
and analytical work with indeterminate quantities can bring important contributions to the organization of
pedagogical activity that aims to overcome purely arithmetic thinking in the development of algebraic thinking,
understood as theoretical thinking mediated by algebraic concepts in a specific semiotic system of cultural
signification.

Keywords: Algebraic Thinking in the Early Years. Generalization. Theoretical Thinking. Historical-Cultural
Theory. Teachers’ Education.

1 Introducao

O interesse sobre o conhecimento algébrico nos Anos Iniciais ndo € recente. J4 na década
de 80, pesquisas apontavam para a dificuldade dos alunos na transicdo do pensamento
aritmético para o pensamento algébrico, estimulando os pesquisadores a estudarem a
possibilidade de desenvolver o pensamento algébrico ja nas séries iniciais (KIERAN et al.,
2016; FILLOY; ROJANO, 1989). Tal discussdo passou a ter implicagdes nacionais ainda na
década de 90, com pesquisas como as de Fiorentini, Miorim e Miguel (1993) que propunham
elementos para se pensar uma educagdo algébrica elementar.

A partir dai varios pesquisadores t€m transitado por essa temadtica a partir de diferentes
embasamentos teoricos (CEDRO; MOURA, 2007; FERREIRA; RIBEIRO; SILVA, 2017;
FIORENTINI; MIORIM; MIGUEL, 1993; LANNER de MOURA; SOUSA, 2008; LINS;
GIMENEZ, 2005). Apesar dessas indicacdes, parece que ainda pouco do trabalho pedagogico
nos Anos Iniciais tem sido dedicado para o desenvolvimento intencional de nogdes algébricas,
uma vez que, tanto nas orientagdes curriculares nacionais (BRASIL, 2013), quanto na analise
das avaliagdes institucionais (IBRAHIM; SILVA; RESENDE, 2013) a tematica do
conhecimento algébrico nos Anos Iniciais pouco aparece. Mais recentemente, com a publicacao
da Base Nacional Comum Curricular — BNCC (BRASIL, 2018), o desenvolvimento do
pensamento algébrico e aspectos do proprio conhecimento algébrico passaram a ter espago de
forma explicita nas discussdes sobre a organizagao curricular da Matematica nos Anos Iniciais,
de modo que pesquisas recentes tém problematizado a necessidade do desenvolvimento do

conhecimento algébrico na formacao de professores que ensinam Matematica em cada etapa da
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escolarizagdo (MAGINA, 2017; OLIVEIRA; CEDRO, 2018; ROSA, 2012; SOUZA,
PANOSSIAN; CEDRO, 2014).

Ainda que tanto as orientagdes curriculares nacionais, quanto a propria BNCC nao sejam
documentos especificamente voltados a formagao de professores, tais documentos colocam esta
formagdo em pauta ao determinarem que os professores dos Anos Iniciais devem propiciar o
desenvolvimento do pensamento algébrico dos alunos. Assim, compreendendo a importancia
do papel do professor nessa mudanga de perspectiva acerca do conhecimento algébrico nos
Anos Iniciais, entendemos ser fundamental aprofundar pesquisas sobre processos de formacao,
inicial ou continuada, de professores potencializadores de praticas pedagogicas que foquem o
conhecimento algébrico dos professores e/ou futuros professores voltadas ao desenvolvimento
do pensamento algébrico dos alunos.

Nesse contexto, o Grupo de Estudos e Pesquisas em Processos Educativos e Perspectiva
Histérico-cultural! (GEPPEDH-MAT) da Universidade Federal de Sdo Paulo tem realizado
pesquisas sobre o desenvolvimento do pensamento algébrico de professores que ensinam
Matematica nos Anos Iniciais, bem como tem desenvolvido estratégias tedricas e
metodoldgicas para a formagdo de professores, a partir do desenvolvimento mediado por
Situagdes Desencadeadoras de Aprendizagem — SDA (MOURA et al., 2010).

Neste artigo, que dialoga com a aprendizagem docente por meio da investigaciao dos
processos de “apropriagdo dos conceitos tedrico-metodologicos sobre o ensino de matematica”
(MORAES; MOURA, 2009), optamos por apresentar uma discussao teorica acerca da
compreensdo de pensamento algébrico, pautada pelo conceito de pensamento tedrico em
Davidov (1988) e pelas proposigoes de Radford (2011, 2018) sobre o movimento do
pensamento algébrico nos Anos Iniciais. Com esse objetivo, ampliamos a discussdo sobre o
conceito de generalizagdo e sobre como a compreensdo em relacdo ao movimento de
generalizagdo traz luzes para reconhecermos possibilidades de desenvolvimento do pensamento
algébrico de professores. Tal discussdo € objetivada por meio de uma Situagcdo Desencadeadora
de Aprendizagem-SDA apresentada a um grupo de professores dos Anos Iniciais em formacao
continuada. A SDA que elaboramos coletivamente, para fins de formagdo de professores, ¢
discutida a partir dos elementos que a compdem e como tais elementos podem se constituir
como desencadeadores do movimento do pensamento algébrico dos professores que ensinam
Matematica nos Anos Iniciais, em relagdo a propria aprendizagem de aspectos da algebra, bem

como das formas pelas quais essa aprendizagem poderia potencializar a organiza¢do do ensino

! Linha de pesquisa Educacio Matematica. Mais informacdes do grupo disponiveis no Diretorio de Grupos de
Pesquisa da CAPES, no enderego http://dgp.cnpq.br/dgp/espelhogrupo/35714.
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desenvolvente do pensamento algébrico de estudantes dos Anos Iniciais.

2 O movimento historico-logico do conhecimento algébrico

Desde a publicagdo do livro al-Hisab al-jabr w’al-mugabala (O livro conciso sobre o
calculo pela conclusdo e pelo equilibrio), por volta do ano 825, pelo matematico arabe al-
Khwarizmi, a linguagem algébrica percorreu um longo caminho histdrico até chegar a atual
compreensdo que inclui conceitos como grupos, anéis e corpos. A abreviacao do titulo do livro
(al-jabr) d4 origem ao termo “algebra”, cuja tradugdo literal se aproxima de algo como “ciéncia
da restauragdo e balanceamento” (ROQUE, 2012), que eram métodos utilizados na resolugao
de equagdes. No seu percurso histdrico, o conhecimento algébrico passa por personagens
histéricos como Diofanto de Alexandria e seus estudos, escribas mesopotamicos e babilonicos
e sua busca pelas generalizacdes de procedimentos, e por Gauss, com a demonstragdo do
Teorema Fundamental da Algebra.

De modo geral, historiadores da Matematica, fundamentados em Nesselmann? (1842
apud RADFORD, 2011; ROQUE, 2012), aceitam considerar os procedimentos descritos por
Diofanto de Alexandria, em sua obra Arithmetica, como representativo de uma algebra
sincopada em um momento histérico de transi¢do entre o que se convencionou chamar de
algebra retorica e algebra simbolica. Nessa compreensdo, a algebra retorica e a algebra
sincopada seriam representativas de uma algebra nao simbdlica, que remetem, respectivamente,
ao uso da linguagem corrente na representacao e resolucdo de equagdes e ao uso de termos
abreviados com a mesma finalidade. Ja a ideia de uma algebra simbolica foi se aproximando
culturalmente do adjetivo “moderna” e passando a abranger conhecimentos que superariam a
mera representacao de equagdes e os métodos de resolugao destas.

No entanto, Radford (2011) destaca o necessario cuidado com essa compreensao, uma
vez que ela poderia constituir um anacronismo histdrico, ja que tende a estabelecer comparacao
direta entre momentos historicos distintos a partir de juizos que remetem a Matematica

conhecida nos dias de hoje.

E importante salientar o fato de que ¢ completamente equivocado colocar o problema
do desenvolvimento do raciocinio algébrico em termos de um empreendimento
epistemolodgico transcultural cuja meta fosse desenvolver uma linguagem simbodlica
abstrata e elaborada. Certamente, linguagem e simbolos desempenham um importante
papel no modo como transmitimos experiéncias cientificas. Contudo, seus usos sdo
sustentados em praticas socioculturais que vdo além do escopo do dominio da
Matematica. Uma abordagem mais adequada no estudo das relagdes entre simbolos e
linguagem, por um lado, e o desenvolvimento do pensamento algébrico, de outro,

2 Nesselman, G. H. F. Versuch einer kritischen geschichte der algebra: 1. Teil. Berlin: G. Reimer, 1842.
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seria analisar a linguagem e o simbolismo em seus proprios contextos semioticos
historicos e culturais (RADFORD, 2011, p. 140).

A comparagdo ingé€nua dos diferentes periodos historicos da algebra poderia indicar que
uma forma de pensar a algebra seria superior a outra, desconsiderando o contexto histdrico e
cultural de produgdo da algebra e das necessidades humanas postas no momento de producao
do conceito. Ou seja, seria um equivoco considerar que a algebra simbolica € superior a algebra
retorica em relacdo ao seu periodo histérico de produgdo. Assim, tanto a definicdo de
“arithmos”, apresentada por Diofanto ¢ compreendida como uma generalidade que pode ser
aplicada a uma grande variedade de situagdes, quanto o uso de palavras como comprimento e
largura de um retangulo para designar incdgnitas, por escribas mesopotamicos a partir de
experiéncias semidticas do cotidiano, devem ser analisadas em seu contexto historico e cultural
(RADFORD, 2011).

O movimento historico da algebra, por sua vez, teve reflexo na organizacdo dos
curriculos escolares, materiais didaticos e na formagdo de professores, culminando na
hierarquizagdo dos conteudos matematicos que pode ser resumida por uma organizagao que
segue uma logica de pré-requisitos ordenada pelos estudos de aritmética — algebra — geometria,
respectivamente (ROSA, 2012).

No Brasil, historicamente o ensino da algebra tem enfatizado o simbolismo logico-
formal mais do que o pensamento algébrico e seu significado historico (PANOSSIAN, 2014).
Entendemos que a énfase do ensino da algebra no seu simbolismo l6gico-formal, pressupondo
a aritmética como pré-requisito para o ensino da algebra, se caracteriza como uma abordagem
tradicional. Tal abordagem tradicional do ensino da algebra da Educacdo Bésica tende a
valorizar mais a memorizac¢do de regras e a reprodu¢do mecanica de algoritmos e técnicas, do
que o desenvolvimento de uma forma de pensamento que reconhecga, por meio da generalizagao,
os padrdes, o movimento, a variacdo de grandezas ¢ as relagdes funcionais.

Tal compreensdo do ensino da algebra, que parece estar desconexa da pratica social
(SOUZA; PANOSSIAN; CEDRO, 2014), pouco contribui para uma Educacdo Matematica que
permita uma formacao cidada na qual o reconhecimento de variagdes e relagdes funcionais
remeta, direta ou indiretamente, a compreensdo da realidade. Uma possibilidade de superar essa
limitacdo ¢ o desenvolvimento de um trabalho conjunto, entre professores e alunos, que
considere a unidade dialética entre aspectos historicos e logicos do conceito, ao convidar os

estudantes a

[...] pensar sobre nexos internos: os conceitos de fluéncia, campos de variagdo e
varidvel, que compdem a natureza da lgebra, os quais contém a logica, a historia, as
abstragoes e as formaliza¢des do nimero e da figura, bem como a interdependéncia e
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a fluéncia [...] (SOUZA; PANOSSIAN; CEDRO, 2014, p. 128).

Tais elementos do movimento histérico-logico da 4lgebra ndo sdo, tradicionalmente,
abordados na formacao inicial de professoras e professores dos Anos Iniciais. Em outras
palavras, de modo geral, poucos cursos de formacao inicial ou continuada de professores que
ensinam Matematica nos Anos Iniciais se debrucam sobre a relacdo entre esses aspectos
nucleares do conceito e as necessidades humanas que moveram sua produgdo, seja a busca por
regularidades, a possibilidade de previsdo ou a representacdo de valores desconhecidos, entre
outras. Assim, concordamos com Kaput (2008), quando afirma que a solugao para o problema
do ensino da algebra passa pela necessaria mudancga na estruturagdo dos curriculos, na avalia¢ao
e, principalmente, na formagao de professores uma vez que explorar tais elementos logico-

historicos implica em ir além do conhecimento algébrico simbolico. De acordo com Radford:

Ontogeneticamente falando, ha espago para uma grande zona conceitual onde os
alunos podem comecar a pensar algebricamente mesmo que ndo estejam recorrendo
(ou pelo menos ndo em grande medida) a signos alfanuméricos. Esta zona, que
podemos denominar de zona de emergéncia do pensamento algébrico, permaneceu
amplamente ignorada, como resultado de nossa obsessdo em reconhecer o algébrico
apenas no simbdlico (RADFORD, 2009, p. 36).

Considerando a zona de emergéncia do pensamento algébrico por meio de camadas de
generalidade (RADFORD, 2018) ¢ possivel desenvolver processos de aprendizagem docente
(MORAES; MOURA, 2009), no contexto dos Anos Iniciais de escolarizagdo, que permitam o

desenvolvimento do pensamento algébrico de professores para além do simbolismo algébrico.

3 Generalizacio e pensamento algébrico

A ideia da generalizacdo parece ser ponto de convergéncia da concepcdo de diferentes
autores (KIERAN et al., 2016; DAVIDOV, 1988; RADFORD, 2014) sobre o que seria o
pensamento algébrico. Nessa linha, a ideia de pensar algebricamente ndo necessariamente
envolveria o reconhecimento de simbolos ou a sua manipulacdo algébrica, mas sim a
compreensdo das relagdes entre as grandezas envolvidas em um fendmeno, o que traz a
possibilidade de abordar-se aspectos relativos ao pensamento algébrico nas praticas de ensino
ja desde os primeiros anos da escolaridade formal (KAPUT, 2008).

Nessa direcdao, Kaput (2008, p. 9) destaca que, embora o raciocinio algébrico seja
“composto por processos de simbolizagao complexos que servem ao proposito da generalizagao
e ao raciocinio intencional com generalizagdes”, no inicio do ensino da algebra os alunos
representam suas conclusdes e generalizagdes das relagdes entre as grandezas por meio de uma

representacao propria usando linguagem natural, desenhos, gestos, ou outros, o que pode nao
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envolver necessariamente simbolos.

Assim, para o autor, o desenvolvimento do raciocinio algébrico ¢ compreendido como
um todo mais amplo que envolve “o processo da atividade algébrica, desde as primeiras
caracteristicas do pensamento algébrico até a utilizagdo de uma linguagem simbolica para
estabelecer generalizagdes” (CYRINO; OLIVEIRA, 2011, p. 103). Baseando-se em estudos de
Kaput, Kieran et al. (2016) sintetizam que, enquanto o pensamento aritmético esta relacionado
aos numeros e suas operagoes, o pensamento algébrico envolve a anélise entre as quantidades,
observacdo da estrutura, padronizagdo, resolucdo de problemas, generalizagdo, modelagem
entre outros aspectos.

A transi¢do entre pensamento aritmético e pensamento algébrico também tém sido
estudada por Radford (2014) ao investigar a generalizagdo de padrdes por meio de tarefas
escolares. Para esse autor, assim como para Kaput (2008), a generalizagao pode ser representada
por gestos, linguagem escrita, falada ou outras representacdes semioticas que, durante o
desenvolvimento do trabalho conjunto em sala de aula entre estudantes e professor, podem
seguir para a representagdo simbolica, o que ressignificaria todas as operagdes numéricas
(RADFORD, 2018).

A generalizacdo também aparece como central nas compreensdes de Davidov (1988)
acerca do ensino da Matematica. Para esse pesquisador, o ensino da Matematica deve seguir
um movimento que parte do geral para o particular, superando o distanciamento entre a
aritmética e a algebra, de modo que compreender a estrutura envolvida na relagdo entre as
grandezas em situagdes matematicas, num contexto geral e analitico, possibilite uma
compreensdo mais substantiva em situacdes particulares aritméticas. No entanto, tanto Davidov,
quanto Radford, entendem que a generalizacdo ndo ¢ sindbnimo do pensamento algébrico, uma
vez que “a generalizacdo ¢ um atributo comum do pensamento humano e ndo pode,
consequentemente, capturar a especificidade do pensamento algébrico” (RADFORD, 2018, p.
7). Apoiando-nos nas compreensdes de Davidov (1988) e Radford (2014; 2018; 2019) sobre o
conceito de generalizagdo, buscamos, a seguir, caracterizar a compreensao de pensamento
algébrico que temos defendido e tomado como referéncia para as pesquisas desenvolvidas no
GEPPEDH-MAT.

Para Davidov (1988), a generalizagdo pode ser empirica ou tedrica, dependendo das
relagdes que o pensamento estabelece com aspectos particulares ou gerais da realidade. Sendo
atributo do pensamento, o tipo de generalizagdo vincula-se com uma forma especifica de pensar
sobre determinado conceito ou fendmeno. Enquanto o pensamento empirico caracteriza-se pelo

movimento baseado na légica-formal, que valoriza relagdes aparentes e externas do objeto
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captadas pela observagdo sensorial, classificagdo de atributos semelhantes, operando por meio
de exemplos concretos, temos que o pensamento tedrico ¢ o pensamento que ¢ mediado por
conceitos tedricos, baseado na logica dialética, em que os aspectos externos e os internos do
objeto estdo em constante relacio.

Assim, a generalizacdo empirica, tipica do pensamento empirico, da-se na reducdo do
concreto ao abstrato, de modo que, a partir de caracteristicas comuns e classificagdes empiricas,
sensoriais e particulares, busca-se abstrair uma lei que generaliza empiricamente outras
situagoes semelhantes. Por exemplo, ao observarmos apenas as caracteristicas externas de uma
baleia - tais como viver no mar, nadar, ter nadadeiras, que sdo caracteristicas comuns aos peixes
- uma generalizacdo empirica nos permitiria assumir que a baleia ¢ um peixe (quando, na
verdade, ¢ um mamifero). No entanto, ndo necessariamente a generalizagdo empirica implica
em erro. Pode apenas refletir uma compreensdo superficial do fendmeno, sem a analise das
relagdes que o compdem. Por exemplo, ao somar “25 + 17 uma crianca pode dizer “vai um” e
chegar ao resultado correto da operagdo, e ndo necessariamente compreender o agrupamento e
o valor posicional caracteristicos do sistema de numeracao decimal indoarabico.

Ja a generalizagdo tedrica, chamada por Davidov de substantiva envolve as relagdes
externas e internas do fendmeno em estudo, superando a aparéncia sensorialmente percebida,
ou seja, permite “descobrir certa sujei¢ao a lei, uma inter-relagdo necessaria dos fenomenos
particulares e singulares com a base geral de certa totalidade, descobrir a lei de formagao da
unidade interna dele” (DAVIDOV, 1988, p. 152). No caso da baleia, uma analise mais
aprofundada, para além da aparéncia, nos permitiria reconhecer que a baleia possui pulmdes e
ndo branquias como os peixes, além de amamentar seus filhotes. A generalizagdo substantiva
(DAVIDOV, 1988) ¢ propria do pensamento teérico e segue um movimento de reducio do
concreto sensorial para o abstrato e depois de ascensdo do abstrato ao concreto pensado, ou
seja, um movimento concreto-abstrato-concreto e esse movimento ¢ mediado pelo proprio
conceito (DAVIDOV, 1988). Ainda no caso da baleia, uma coisa é olharmos suas caracteristicas
externas, outra ¢ investigarmos o animal mediados pelo conceito cientifico de mamifero.

Trazendo essa discussdo para o campo do conhecimento algébrico, podemos
compreender que, ao analisarmos fenomenos que expressem relacdes entre operagdes ou
variacoes entre grandezas de forma mediada por conceitos algébricos, as diferentes
manifestagdes semidticas possiveis, resultantes dessa analise, expressam uma manifestagcdo
objetiva do pensamento tedrico. Assim, entendemos que o pensamento algébrico é o
pensamento teorico mediado por conceitos algébricos.

Para Radford (2014; 2018), a generalizacao caracteristica do pensamento algébrico
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envolve a natureza analitica explicativa para raciocinar algebricamente, de modo que a lei geral

¢ deduzida conscientemente, e ndo “adivinhada” como pode acontecer nas relagdes aritméticas.
Pensar algebricamente ¢ operar com o desconhecido, o que significa operar como se 0
desconhecido fosse sempre conhecido. Assim, segundo Radford (2018), o pensamento
algébrico caracteriza-se por recorrer a quantidades indeterminadas, lidando com elas de forma
analitica e podendo representar tais quantidades indeterminadas e operagdes de modos proprios
e nao necessariamente utilizando um simbolismo alfanumérico, uma vez que, “embora as
quantidades indeterminadas possam ser expressas através de simbolismo alfanumérico, elas
também podem ser expressas através de outros sistemas semioticos, sem prejuizo da natureza
algébrica do pensamento” (RADFORD, 2018, p. 8). Nesse sentido, a compreensao de
generalizacdo algébrica proposta por Radford (2018), se olhada a partir das contribui¢des de
Davidov (1988), parece remeter a um processo mediado por conceitos algébricos e, desta forma,
se aproximaria de um pensar teorico.

Ao investigar a emergéncia do pensamento algébrico em criangas na generalizag¢do de
sequéncias e padroes, Radford (2018) reconhece diferentes estratégias de generalizacdo que o
levam a distinguir a generalizagdo aritmética da generalizagdo algébrica. O ponto crucial que
diferencia essas duas estratégias de pensamento reside na analiticidade, especifica da
generalizacdo algébrica. Radford defende a existéncia de generalizagdes aritméticas
sofisticadas nos Anos Iniciais que podem se manifestar quando o estudante se utiliza de
quantidades indeterminadas e até algum tipo de simbolismo, mas a analiticidade encontra-se
ausente. Assim, por exemplo, quando um problema envolvendo variagdo de grandezas ¢
resolvido por meio de classificagdo ou agrupamento de elementos semelhantes, utilizando
recursos como a “tentativa e erro” ou a indu¢do aritmética, para chegar a uma regra geral,
entendemos que o movimento fica limitado ao campo do pensamento empirico.

Para ilustrar essa situacdo, recorremos a um exemplo proposto a alunos de uma 6 série
(atual sétimo ano), apresentado originalmente na pesquisa de Panossian (2010). Nesse exemplo,
os alunos foram convidados a responder quantos jogos seriam realizados em um campeonato
de futebol, em que cada time jogaria apenas uma vez contra os demais, a medida em que
variasse a quantidade de times participantes. O professor, prevendo alguma dificuldade dos
alunos, forneceu questdes auxiliares e uma tabela a ser preenchida. A Figura 1 mostra a forma

como um estudante preencheu a tabela e apresentou a expressao algébrica simbolica.
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Figura 1 — Procedimento aritmético de generalizacdo
Fonte: PANOSSIAN (2010, p. 129)

Na andlise, que considerou os didlogos entre os alunos e a formadora e as formas de
resolugdo do problema, Panossian (2010) afirma que, embora o estudante tenha chegado ao
registro simbolico alfanumérico da expressdo geral da fun¢do, houve uma generalizacao
empirica (cf. DAVIDOV, 1988). No caso analisado, o estudante chegou a representacio
simbolica alfanumérica a partir da observagdo sensorial que consistiu em subtrair uma unidade
do valor que aparece na primeira coluna. Assim, quando o valor da primeira coluna ¢ “n” ele
escreve “n-1”. De modo andlogo, a observacdo de que o niimero da terceira coluna (que pode
ser encontrado por meio da contagem direta) ¢ o produto das duas primeiras dividido por 2, ele
escreve, na ultima linha, “n(n-1)+2”. Quando ao estudante ¢ perguntado “e se tivéssemos n
times? Qual seria o nimero de jogos (j) necessario?”, ele demonstra ndo ter compreendido que
a “formula” escrita na tabela remete ao numero total de jogos e que o “n” remete a uma
quantidade arbitraria de times. Panossian (2010) conclui que o estudante revela nado
compreender as relagcdes existentes entre as grandezas envolvidas (quantidade de times e
numero de jogos) e que “o que aconteceu na tabela foi apenas uma manipulagdo simbolica e
possivelmente uma substitui¢do de valores pela letra” (PANOSSIAN, 2010, p. 148).

A partir dessa andlise, entendemos que o movimento do aluno apresentado por
Panossian (2010), embora apresente o registro simbolico da generalizacdo, resulta de uma
forma de pensamento que ndo foi analitica, o que, na denominacdo proposta por Radford
(2018), constitui uma generalizagao aritmética e ndo uma generalizagdo algébrica.

Retomamos a pesquisa de Panossian (2010) na analise do exemplo acima porque
entendemos que ela traz importantes contribui¢des para a metodologia de pesquisas que se
propdem a investigar o desenvolvimento do pensamento tedrico ao demonstrar que analise
isolada do registro escrito de uma representacdo simbdlica pode ndo ser suficiente para o
pesquisador inferir se este representa uma generalizagdo aritmética ou algébrica. Isso porque,
mesmo que o estudante chegue a producdo de uma expressao simbolica alfanumérica para uma

funcdo, ndo ¢ possivel afirmar, apenas observando o registro escrito dessa expressao, se ele o
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fez via pensamento aritmético ou pensamento algébrico.

Dai a importancia de investigarmos o sujeito em atividade (LEONTIEV, 1983) por meio
de uma andlise multimodal (linguagem verbal, textos escritos em linguagem materna que
explicitem a forma de resolucdo do problema, gestos etc) que permita ao pesquisador
compreender como o sujeito chegou a representacdo dessa relacdo geral entre as variaveis.
Embora a expressao simbolica tenha um potencial generalizador, como elemento matematico,
para o sujeito que a escreve pode ser simplesmente o resultado de mais um passo na
generalizagdo aritmética, nao equivalendo, necessariamente, a uma manifestacio do
pensamento algébrico. Assim, ao assumir-se a escrita de uma expressao algébrica simbdlica
como condi¢do necessaria e suficiente para a manifestacdo de uma generalizagdo algébrica,
corre-se o risco circunscrever-se o desenvolvimento do pensamento aos limites do pensamento
empirico.

Alguns autores tém entendido que, para se chegar a generalizagdo algébrica, ¢
necessario passar inicialmente pela generalizagdo aritmética (JUNGBLUTH; SILVEIRA;
GRANDO, 2019; PROENCA, 2019; VALE; BARBOSA, 2019). Analisando essa condi¢ao a
partir da compreensao de Radford (2018) acerca da distingdo entre generalizagdo aritmética e
generalizagdo algébrica, ressaltamos a importancia de ndo se tomar a generalizagao algébrica
como equivalente a generalizacdo distante, ou seja, aquela que se da quando hé o registro de
uma expressao algébrica que remete a lei geral de uma funcdo e permite o calculo de quaisquer
outros termos, 0 que caracterizaria o pensamento algébrico. Nessa linha de raciocinio, que
assume a generalizagdo distante como equivalente a generalizagdo algébrica, perde-se o aspecto
essencial da analiticidade. No entanto, entendemos que o fato de uma generaliza¢do ser
algébrica ndo se define por ser proxima ou distante, mas sim por ser marcada pela analiticidade
(RADFORD, 2018).

Assim, embora os movimentos tipicos do pensamento empirico e do pensamento teorico
se iniciem no mesmo ponto — o concreto sensorial, que poderia ser associado a ideia de
generalizacdo proxima — o desenvolvimento da forma desses pensamentos ¢ diferente,
conforme j& descrito. Como vimos, no exemplo de Panossian (2010), ¢ possivel que uma
representacao simbolica alfanumérica resulte de uma generalizacdo empirica. No caso
analisado, tal generalizagdo empirica se deu a partir de uma percepcdo de regularidades
aritmética seguida da troca do valor numérico pela letra n. No entanto, como demostramos, nao
houve a compreensao da relagcdo de dependéncia entre as varidveis do problema, de modo que,
de acordo com os referenciais teoricos de Davidov (1988) nao podemos falar em pensamento

tedrico e, consequentemente, a auséncia de analiticidade ndao permite reconhecer a
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generalizacdo algébrica (RADFORD, 2018).

Entendendo que o pensamento algébrico € o pensamento tedrico mediado por conceitos
algébricos, temos que seu ponto de partida € o concreto sensivel, porém o movimento envolve
a analiticidade dos conceitos algébricos, as suas estruturas, relagdes funcionais, variagdes, indo
para além da generalizacdo aritmética, de forma que o simbolismo alfanumérico seja deduzido
da andlise de relag@o entre varidveis. Uma vez que a generalizagdo algébrica se caracteriza pelo
reconhecimento das caracteristicas comuns de maneira analitica (RADFORD, 2013), o
processo de generalizagdo algébrica ndo envolve, necessariamente, a generalizacdo aritmética,
pois ndo necessita da resolug¢do particular da situagdo, mas sim da andlise geral da sua lei de
formacgao que pode ser expressa por diferentes meios semioticos (gestos, palavras, desenhos,
simbolos, etc.). Radford (2013, 2015) relaciona essas diferentes formas de manifestacao da
generalizagdo algébrica com o que ele chama de camadas de generalidade.

Radford (2015) identifica trés camadas de generalidade algébrica: factual, contextual e
simbodlica, que sdo percebidas de maneira progressiva pelos alunos. Partindo do estudo da
generalizacdo algébrica de padrdes, o autor caracteriza cada uma dessas camadas de
generalidade a partir da analise dos registros semioticos da atividade dos estudantes e, apesar
dessas camadas possuirem suas especificidades, todas elas manifestam algum nivel de
analiticidade. Assim, a camada de generalizagdo factual expressa a compreensdo das relagdes
gerais de um padrdo por meio de palavras, frases, gestos factuais, de modo que “a féormula ¢
expressa através de instancias particulares da variavel” (RADFORD, 2018, p. 14).

A medida que a relagdo entre variaveis e sua generalidade ganha o carater verbal,
desvencilhando-se do caso particular, a generalizagdo avancga para contextual. Segundo Radford
(2018, p. 22), “em generalizacdes contextuais, em contraste, a formula € expressa em um nivel
mais geral; as variaveis e sua relacdo tornam-se explicitas e sdo referidas por meio de elementos
contextuais - divisoes linguisticas espaciais™. Ja a camada simbolica ¢ uma forma sofisticada
de manifestar a forma de pensar sobre um padrio. Nesta camada de generalizacdo, sdo
utilizados os meios semioticos simbolicos que expressam a maneira geral de formagdo de uma
sequéncia. Esse nivel de generalizacdo muda a forma de pensar e ser do sujeito, dentro do
contexto do pensamento algébrico.

Em sintese, a generalizagdo algébrica, que pode se manifestar em diferentes camadas,
revela a analiticidade no trato das relagdes entre grandezas e a mediagdo do conceito teorico.
Por outro lado, os movimentos de adivinhagdo (tentativa e erro), inducao ou analise de
particularidades aritméticas, podem conduzir a uma generalizacdo aritmética que, por sua vez,

nao ¢ desenvolvente do pensamento algébrico.

Bolema, Rio Claro (SP), v. 35, n. 71, p. 1457-1477, dez. 2021 1468



@ () ISSN 1980-4415

E DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v35n71all

A discussdo apresentada até aqui, sobre aspectos do conceito de generalizagdo no
contexto do desenvolvimento do pensamento algébrico, pode auxiliar professores a
reconhecerem estratégias algébricas de solugdo de problemas e potencializarem a organizacao
do ensino desenvolvente do pensamento algébrico de estudantes, desde que essa tematica seja
tomada como objeto na formagdo de professores que ensinam Matematica, em particular, nos
Anos Inicias. Visando contribuir com esse desafio, apresentamos, a seguir, uma Situagao
Desencadeadora de Aprendizagem-SDA (MOURA et al., 2010) que teve como publico
professores em formagao continuada e que busca subsidiar a atividade pedagdgica com vistas
ao desenvolvimento do pensamento algébrico — pensamento tedrico, mediado por conceitos. Na
sequéncia, discutimos a relacdo desta proposta com os nexos conceituais do pensamento
algébrico e suas potencialidades para desencadear o processo de generalizagdo algébrica

caracteristica do pensamento algébrico.

4 Situac¢des Desencadeadoras de Aprendizagem e a generalizacido algébrica

Uma Situagao Desencadeadora de Aprendizagem (SDA), fundamentada nos principios
tedricos e metodologicos da Atividade Orientadora de Ensino (MOURA et al., 2010), busca
colocar os sujeitos em atividade diante da necessidade historica do conceito, de modo que o
Problema Desencadeador de Aprendizagem — PDA (VIRGENS, 2019) permita revelar as
relagdes internas e externas do conceito com vistas ao desenvolvimento do pensamento tedrico.

Considerando o movimento historico-l6gico do conhecimento algébrico, a necessidade
de representar o movimento de grandezas variaveis e suas regularidades (MORETTI, 1998)
objetiva-se nas SDA que visam o desenvolvimento do pensamento algébrico e que devem
proporcionar aos sujeitos que se deparem com aspectos relacionados a alguns nexos
conceituais: movimento, valor desconhecido (incognita); reconhecimento de padrdes e
generalizagdes; variaveis; relacdes entre grandezas variaveis; e relagdo algébrica funcional.

No caso da SDA que apresentaremos, perseguimos o objetivo de colocar aos sujeitos a
necessidade de lidarem com quantidades desconhecidas de forma analitica e focamos, dentre
0s nexos conceituais indicados, na relagdao entre grandezas variaveis e calculo analitico com
quantidades indeterminadas, dando margem para a discussdo e analise do campo de variacao
das grandezas. Apesar desta proposta estar mais atrelada a formagao continuada de professores,
compreendemos que o recurso tedrico metodolégico deva se estender a formacao inicial de
professores que irdo atuar nesta etapa de ensino.

A SDA “E possivel prever o futuro?” apresenta um fendmeno que remete ao controle de
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quantidades variaveis, necessidade que remete a produg¢ao historica do conhecimento algébrico,
e consiste em acompanhar a altura do nivel de 4gua em um recipiente a medida que sdo
colocadas bolinhas de vidro (gude) no mesmo. A necessidade de lidar com as quantidades
desconhecidas como se fossem conhecidas, relacionando grandezas envolvidas no fenémeno, é
suscitada pelo Problema Desencadeador de Aprendizagem que visa prever o limite maximo de
bolinhas que podem ser depositadas no recipiente sem que a agua transborde. Para isso, sdo
disponibilizados os seguintes objetos: recipiente acrilico, uma garrafa contendo agua, um
conjunto de bolinhas de vidro, fita adesiva, barbante, caneta.

Uma vez que essa SDA tem o propo6sito de colocar em evidéncia a necessidade de lidar,
de forma analitica, com quantidades indeterminadas, a quantidade de bolinhas ndo pode ser
suficiente para que a dgua transborde a capacidade, a fim de que o problema nao possa ser
resolvido plenamente pela experimentacdo. Tao pouco podem ser utilizados recursos de
medicao direta (como uma régua graduada, por exemplo). Essas restricdes tém o propdsito de
evitar que os recursos adotados no movimento de resolugdo do PDA sejam meramente
aritméticos (contagem ou medi¢ao direta, tentativa e erro, indu¢do), o que poderia remeter a um
processo de pensamento empirico, como evidenciamos anteriormente.

A partir do concreto sensorial - a observagdo dos elementos aparentes, ¢ possivel
identificar as grandezas presentes na situagdo, para depois analisar: se € como essas grandezas
variam; se ¢ possivel estabelecer alguma dependéncia entre elas; e como representar essa
possivel relacdo. Um primeiro movimento de pensar sobre a situagdo passa por reconhecer
grandezas fixas e grandezas variaveis. Enquanto o volume de cada bolinha® e o volume total do
recipiente e de 4gua ndo variam, temos que a altura do nivel da 4gua e a quantidade de bolinhas
variam. Para chegar a resposta do PDA, ou seja, para saber a quantidade de bolinhas (b)
necessarias para que a agua transborde o recipiente ¢ necessario identificar, inicialmente por
meio da observacao do concreto sensorial, a relacdo de dependéncia entre a altura do espago
sem agua do recipiente (H) e a variacdo da altura da 4gua a cada bolinha colocada no interior

do recipiente (h), conforme Figura 2.

3 Ainda que o volume das bolinhas possa apresentar pequenas variagdes, optamos por indicar que tais variagdes
sdo insignificantes para os propésitos que buscamos alcangar.
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Figura 2 — Variag@o entre a altura sem agua do recipiente e a quantidade de bolinhas
Fonte: MORETTI, VIRGENS; ROMEIRO (2020, p. 2120)

Essa primeira aproximagao com o fendmeno a partir do concreto sensorial, por meio da
analiticidade das grandezas que estdo variando, tem potencial para favorecer um nivel de
generalidade que poderiamos entender como factual. Nesse primeiro momento, as variaveis sao
indicadas por meio de casos particulares ou “fatos” (RADFORD, 2018) podendo ser expressas
no seu movimento a cada variagdo particular e por meio de “uma sofisticada coordenagao
ritmica de gestos, palavras e simbolos” (RADFORD, 2009, p. 34).

No desenvolvimento da atividade coletiva de solugdo mediada da SDA e diante da
necessidade de comunicagdo, a relagdo entre as varidveis que antes era expressa de forma
factual, ganha o carater verbal permeado por termos que remetem a aspectos contextuais, tais
como “aumenta” ou “sobe”, o que caracteriza uma generalizacao contextual. No movimento de
generalizacdo contextual, podem ser identificadas frases que indicam um movimento de
compreensdo analitica da relagdo de dependéncia entre as grandezas variaveis e, desta forma,
se aproximam da explicacdo de uma lei geral que descreve o fendmeno. Assim, podemos ter na
generalizacdo contextual frases como “o nivel da 4gua no recipiente se altera em fun¢do do
numero de bolinhas que sdao depositadas” ou “a cada bolinha depositada, a variagdo da altura
da 4gua ¢ sempre a mesma”. Nesse processo, a manifestacdo da analiticidade e a indicacao de
operagdes com valores desconhecidos permite reconhecer que a posterior indicacdo de uma
expressdo algébrica simbolica ndo representa meramente uma generalizagdo aritmética, ou
proxima, mas remete a uma generalizagao algébrica, propria do pensamento teérico mediado
por conceitos algébricos.

A partir da constatacdo de que a variacdo da altura da dgua ¢ sempre a mesma (um
padrdo decorrente do volume da bolinha) e que a divisdo remete a relacdo entre a altura que
falta para transbordar o recipiente e a altura equivalente ao volume deslocado por cada bolinha
depositada, € possivel a seguinte sintese ou generalizagdo substantiva e contextual: qualquer

que seja a altura do recipiente que falta ser ocupada antes que a dgua transborde, a quantidade
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de bolinhas necessarias para fazé-la transbordar ¢ igual ao quociente da divisdo entre a altura
que falta para transbordar e o nivel de dgua deslocado por cada bolinha colocada no interior. A
partir dessa generalizagdo substantiva, a situagdo concreta assume outra caracteristica, que
supera a limitacao do caso particular e que passa a ser compreendida como parte de um todo.
Essa generalizagdo substantiva e contextual, caracterizada pela compreensdo da relagdo das
grandezas varidveis e seu trato analitico por meio do calculo com quantidades indeterminadas,
pode ser expressa por diferentes meios semidticos € nao implica na representagao simbolica.
Ja a generalizacdo simbolica, que se caracteriza por meio do uso simbolos e signos

abstratos que substituem a linguagem verbal e as referéncias ao aspecto contextual, poderia ser
N H . . . .
expressa pela representacdo simbolica b = > emque b ¢ a quantidade de bolinhas depositadas

no recipiente, H € a altura que falta no recipiente para a dgua transbordar e /4 ¢ a variacao de
altura da dgua a cada bolinha depositada no recipiente. Nesse caso, seria possivel afirmar que a
expressao algébrica objetiva uma generalizagdo algébrica simbdlica, uma vez que deriva de um
processo no qual a analiticidade e o trato com quantidades indeterminadas foram determinantes
do processo de pensamento.

Esse movimento de generalizag¢do substantiva algébrica que descrevemos € objetivado
no retorno ao concreto, em que ndo se busca mais medi¢des particulares ou contagem de
bolinhas para responder ao problema. Na Figura 3, buscamos representar esse movimento de
generalizagdo algébrica, desencadeado pela SDA, de forma que, embora a atividade tenha como
ponto de partida o concreto sensorial (bolinhas, dgua, recipiente), o desenvolvimento do
pensamento algébrico permite que o fendmeno passe a ser compreendido pelo sujeito a partir
das relagdes entre as grandezas varidveis. Desse modo, o novo olhar sobre o concreto se torna
tedrico, um concreto pensado.

Vale destacar que a manifestacio das camadas de generalidade pode se dar por

diferentes meios semidticos, de modo que ndo € esperada somente a generalizagdo simbolica.
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Figura 3 — Relagoes entre a SDA e o processo de Generalizagdo Algébrica
Fonte: Elaborada pelos autores (2021)

Em sintese, entendemos que a SDA, trabalhada na atividade de ensino coletiva e
mediada, pode desencadear um movimento de generalizagdo substantiva atuando na zona de
emergéncia do pensamento algébrico, ao colocar os sujeitos diante das necessidades da
identificacdo de variaveis e suas relagdes e o seu trato de forma analitica, caracteristicas do

movimento historico-logico do conhecimento algébrico.

5 Consideracoes finais

Nesse artigo, partimos da problematica da &lgebra nos Anos Iniciais e das
especificidades do pensamento aritmético e do pensamento algébrico destacadas nas pesquisas
de Kaput (2008) e Kieran et al. (2016) e buscamos ressaltar a importancia de uma formagao de
professores que ensinam Matematica nos Anos Iniciais voltada para organizagdo do ensino que
promova o desenvolvimento do pensamento algébrico ja nos Anos Iniciais do Ensino
Fundamental. Em didlogo com a premissa davidoviana, que indica a necessidade de que as
atividades escolares devam ser desenvolventes do pensamento tedrico, apresentamos nesse
artigo a concepcao de pensamento algébrico como o pensamento tedrico mediado por conceitos

algébricos e, nesse percurso, discutimos a compreensao de generalizacao a partir de Davidov
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(1988) e de Radford (2015; 2018). Tal discussao reflete parte dos estudos tedricos que t€m sido
desenvolvidos junto a0 GEPPEDH-MAT, da UNIFESP, e se objetiva na proposta de SDA “E

possivel prever o futuro?” apresentada e analisada nesse texto.

Compreendendo, como Radford (2018), que a algebra que ¢ um Sistema Semidtico de
Significacao Cultural, ou seja, ¢ um saber que pode ser encontrado e tornar-se objeto da
consciéncia na atividade humana, no trabalho conjunto entre os sujeitos da aprendizagem
(professor e aluno), assumimos que esse encontro nao depende necessariamente de
representacoes simbolicas, e sim de um movimento no qual as possiveis camadas do processo
de generalizacdo se articulam com a observacdo de padrdes, controle de quantidades,
representacdo de varidveis, reconhecimento da relagdo funcional, operagdes com valores
desconhecidos como se fossem conhecidos. A analise desses aspectos na atividade do sujeito,
ao lidar com situagdes potencialmente algébricas, ¢ o que permite caracterizar uma
generalizagdo algébrica que coincida com a generaliza¢do substantiva ou tedrica, propria do
pensamento tedrico (DAVIDOV, 1988). Assim, o pensamento algébrico, entendido como
pensamento tedrico mediado por conceitos algébricos, implica no movimento da generalizagdo
algébrica (RADFORD, 2018), compreendida como uma dimensao da generalizagao teorica de
conceitos (DAVIDOV, 1988).

A Situagdo Desencadeadora de Aprendizagem “E possivel prever o futuro?” coloca aos
sujeitos em formagao - os professores que ensinam Matematica nos Anos Iniciais, a necessidade
de controlar quantidades e estabelecer relagdes entre grandezas varidveis, a partir do problema
desencadeador acerca da previsao do limite maximo de bolinhas que podem ser depositadas no
recipiente sem que a agua transborde. Ao restringir o acesso a recursos que poderiam implicar
em uma generalizagdo aritmética — como a possibilidade de contagem, a medi¢ao direta ou o
uso de técnicas de tentativa e erro ou indugdo, a SDA organiza o ensino de modo que os sujeitos
tenham de operar com valores desconhecidos como se estes estivessem presentes € estabelecer
relacdo entre grandezas variaveis identificdveis no fendomeno, o que exprime a natureza
analitica e explicativa, genuinamente, do pensamento algébrico (RADFORD, 2018).

A busca pela solugdo mediada do problema pode potencializar o movimento da
generalizagao algébrica e suas camadas de generalidade, no processo de desenvolvimento do
pensamento algébrico, ainda que ndo resulte em uma representagao simbolica a qual, como
discutimos ao longo do texto, ndo ¢ condicdo necessaria e nem suficiente para indicar o
desenvolvimento de formas algébricas de pensamento. Assim, apenas a identificagdo do registro
simbolico da expressao alfanumérica pode ser insuficiente para caracterizar o pensamento

algébrico. O olhar sobre o movimento da atividade que resultou em tal registro simbolico ¢ o
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que permite ao pesquisador reconhecer formas algébricas de generalizagdo e acompanhar o
desenvolvimento do pensamento algébrico.

De forma decorrente, professores e professoras dos Anos Iniciais precisariam
reconhecer elementos algébricos essenciais que contribuam para que seus alunos reconhegam
padroes, representem-nos, ainda que de forma nao simbdlica, por meio de gestos, linguagem
escrita, falada ou outras formas de representacdo semiotica, subsidiando a futura representagao
simbolica, que seria importante no processo, mas nao representaria, por si s, formas algébricas
de pensamento. Concordando com Kaput (2008) que a solucao para o problema da algebra nos
Anos Iniciais passa pela formacdo de professores, entendemos que ¢ fundamental que o
professor também reconheca, em processos formativos, o uso de recursos semidticos para
comunicar o seu pensamento algébrico.

Por fim, esperamos que a discussdo e a andlise apresentadas nesse texto possam
contribuir para a superacdo de uma abordagem pedagdgica que priorize o pensamento
puramente aritmético na objetivacdo do pensamento algébrico, entendido como pensamento
teorico mediado por conceitos algébricos. Nesse sentido, acompanhar o movimento da
generalizagdo substancial (DAVIDOV, 1988) e o trabalho analitico com quantidades
indeterminadas (RADFORD, 2018) pode trazer importantes contribuigdes para a organizacao
da atividade pedagogica que tenha por objetivo o desenvolvimento do pensamento algébrico,
compreendido como pensamento tedrico mediado por conceitos algébricos em um especifico

sistema semiotico de significacao cultural.
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