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Resumo

As representacdes figurais assumem importante papel na aprendizagem e compreensdo conceitual da Matematica,
a exemplo do caso de figuras em demonstragdes da geometria. Uma abordagem que tem se popularizado pelo seu
potencial para a resolugdo de problemas utilizando representacdes figurais ¢ o Modelo de Barras de Singapura
(‘Model’ Method). Mobilizados por esses aspectos, realizamos uma revisdo de literatura com o objetivo de
apresentar o Modelo de Barras de Singapura e suas contribui¢des para a aprendizagem da Matematica. O material
empirico do estudo foi constituido mediante uma busca realizada na plataforma Google Scholar. Os resultados dos
trabalhos analisados apontam contribui¢des para a aprendizagem nos seguintes aspectos: protagonismo assumido
pelos alunos na construgdo do conhecimento, aprofundamento de conceitos e relagdes matematicas,
aprimoramento das habilidades de resolug@o de problemas e uso de representagdes mais abstratas, assim como a
antecipag@o da resolugdo de problemas avangados. Nesta perspectiva, o Modelo de Barras tem potencial para
promover mudangas no ensino da Matematica e favorecer a aprendizagem dos alunos.

Palavras-chave: Modelo de Barras de Singapura. Método ‘Modelar’. Diagramas de Barras. Resolucdo de
Problemas. Aprendizagem da Matematica.

Abstract

Figurative representations play a significant role in learning and conceptual understanding of mathematics, for
example, the figures in demonstrations in Geometry. An approach that has become popular for its potential to
solve problems using figural representations is the Singapore Bar Model (‘Model’ Method). Mobilized by these
aspects, we carried out a literature review aiming to present the Singapore Bar Model and its contributions to
mathematics learning. The research empirical material was gathered from a search carried out in the Google
Scholar platform. The results of the analyzed works point to contributions to the learning of mathematics in the
following aspects: protagonism assumed by students in the construction of knowledge, deepening of mathematical
concepts and relationships, enhancing problem-solving skills, and use of more abstract representations, as well as
anticipation of advanced troubleshooting. In this perspective, the Bar Model allows promoting changes in
mathematics teaching and favors student learning.

Keywords: Singapore Bar Model. ‘Model’ Method, Bar Diagrams. Problem-solving. Mathematics Learning.
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1 Introducio

A aprendizagem da Matematica e de seus sistemas de representacdo € objeto de estudo
consolidado em Educacdo Matematica (D’AMORE et al., 2015; DUVAL, 2004, 2006, 2012,
2017; IORI, 2017, 2018; PINO-FAN et al., 2015; RICHIT; PASA; MORETTI, 2015). Estudos
mostram que representacdes figurais podem desempenhar diferentes papéis nos processos de
ensino ¢ aprendizagem, como, por exemplo, a compreensao e¢ o desenvolvimento de
competéncias algébricas e operatorias na resolucao de problemas (ARCAVI, 2003; INTAROS;
INPRASITHA; SRISAWADI, 2014). Uma abordagem que recentemente tem se destacado é o
Modelo de Barras de Singapura (KAUR, 2019; URBANO; FERNANDEZ; FERNANDEZ,
2016). Trata-se de uma abordagem caracterizada pela utilizagdo de figuras pictdricas,
especialmente retangulos, cujos comprimentos representam as relagdes comparativas entre as
quantidades informadas e descritas em enunciados de problemas (HO; LOWRIE, 2014; KAUR,
2019; LEE et al., 2007). Embora seja empregado em tarefas que objetivam o desenvolvimento
de propriedades operatorias em Aritmética (por exemplo, efetuar o produto de fragdes - ver
Lorenzato (2010)), em Algebra (por exemplo, efetuar a diferenga 7a — 2a (KHO; YEO; LIM,
2009), ou problemas de calculo de areas em Geometria (por exemplo, a demonstracao do
Teorema de Pitagoras'), o Modelo de Barras de Singapura tem sido investigado principalmente
como ferramenta de Resolu¢ao de Problemas.

Resultados de pesquisas tém evidenciado contribui¢des distintas, dentre as quais se
destacam estudos dedicados a avaliar o potencial do Modelo de Barras para ensinar alunos com
deficiéncias ou dificuldades de aprendizagem em Matematica (DENNIS; KNIGHT; JERMAN,
2016; MORIN et al., 2017, SHARP; DENNIS, 2017; SHIN; BRYANT, 2017; THOMPSON,
2019?) e para promover o ensino no contexto de classes de linguagem dual (RAMASAMY;
PUTEH, 2018). Além disso, estudos evidenciam o Modelo de Barras como estratégia de
mediacio para introdugdo a Algebra (LOOI; LIM, 2009), desenvolvimento de competéncias e
habilidades operatdrias na resolug¢do de problemas matematicos com maior exigéncia (OSMAN
et al., 2018), bem como ferramenta para resolu¢do de problemas aritméticos desafiadores a
nivel fundamental e em geral somente abordados para alunos de Ensino Médio (CHEONG,

2002).

! Disponivel em: http://www.barmodelhost.com/books/. Acesso em: 24 jan. 2021.

2 Para efeito de esclarecimento, a referéncia Thompson (2019) indicada apresenta um trabalho desenvolvido com
pessoas com transtorno de espectro autista, que, conforme Lei brasileira 12764/2012, sdo entendidas como pessoas
com deficiéncia (PcDs) (BRASIL, 2012).
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Estudos do campo neuroanatdomico apontam que o Modelo de Barras demanda menores
recursos de aten¢do na resolucdo de problemas (LEE et al., 2007). Ao comparar os resultados
da atividade cognitiva de resolucao de problemas algébricos com adultos, utilizando-se tanto
uma abordagem algébrica quanto pelo Modelo de Barras, Lee et al. (2007) mostraram que o
uso de representagdes pictoricas ndo depende de competéncias técnicas dos participantes no uso
da estratégia. Recentemente, Lee ¢ Fong (2009) mostraram, por meio de um estudo de
neuroimagem, que o uso de Algebra Simbélica exige mais recursos da memoria operacional do
que o Modelo de Barras. Estes resultados, complementados pelo potencial de aplicabilidade a
resolugdo de problemas em um amplo espectro de topicos da Matematica escolar (DENNIS;
KNIGHT; JERMAN, 2016; KHO; YEO; LIM, 2009; KHO; YEO; FAN, 2014; KAUR, 2019;
NG; LEE, 2009), corroboram o Modelo de Barras como uma poderosa ferramenta na resolucao
de problemas (CHEONG, 2002).

Embora o Modelo de Barras de Singapura venha ganhando reconhecimento nas
comunidades cientificas devido ao Método de Singapura (Programa Curricular de Matematica),
verifica-se que ainda sdo restritas as producdes que o apresentam e que possam orientar praticas
que o tomem como ferramenta de resolucao de problemas. Nesta perspectiva, nos dedicamos a
apresentar o Modelo de Barras de Singapura ¢ as suas contribuigdes para a aprendizagem da

Matematica, orientados pelas seguintes questoes:

1. O que € o Modelo de Barras de Singapura?

2. Qual ¢ o quadro geral de resultados de pesquisas envolvendo o Modelo de Barras?

Nesta perspectiva, organizamos nosso texto em cinco (5) se¢des principais. A partir
desta secdo inicial de Introducdo, na Se¢do (2) - Metodologia, delineamos a abordagem
empregada para pesquisa bibliografica. Na Secao (3), apresentamos de forma ilustrada o
Modelo de Barras de Singapura, abordando os trés modelos iniciais apresentados por Kho
(1987) e complementados por um modelo apresentado por Kho, Yeo e Fan (2014): Modelo
Parte-Todo (subsecdo 3.1), Modelo de Comparag¢do (subsegao 3.2), Modelo de Modificagdo ou
Antes-Depois (subse¢do 3.3) e Modelo de Razdo (subsecao 3.4). Por esta secao, enderegcamos a
resposta a nossa primeira questdo de pesquisa. Na Secdo (4) apresentamos uma visdo geral
sobre as pesquisas e observacdes envolvendo o Modelo de Barras de forma a responder nossa
segunda questdo de pesquisa. Na Secdo (5) trazemos as consideragdes finais para o nosso

trabalho.
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2 Metodologia

A andlise consiste em uma revisao sistematica da literatura de espectro internacional,
realizada sobre um conjunto de producdes recuperadas na plataforma Google Scholar, com o
objetivo de apresentar o Modelo de Barras de Singapura e as suas contribuicdes para a
aprendizagem da Matematica. Para o levantamento, consideramos artigos relacionados a
tematica, independentemente de critérios de qualificacdo de periddicos ou filtro de busca, pois
nos interessa sistematizar os resultados de trabalhos que contemplam nossas questdes de
analise. Neste sentido, uma nova revisao pode considerar a possibilidade de analisar produgdes
de periodicos reconhecidos na Educagdo Matematica, tendo como referéncia de selecdo os
critérios Qualis.

Na primeira etapa, realizamos a busca por trabalhos envolvendo o Modelo de Barras
Singapura, a partir dos seguintes descritores (em lingua inglesa): Model Method, Bar Model,
Bar Model Method, Bar Diagram e Strips Diagram. Nao foram adotados filtros no processo de
busca em relagdo as datas de publicacdo dos trabalhos ou outro critério uma vez que o
quantitativo de trabalhos ¢ reduzido. Mediante essa busca, quarenta trabalhos, disponiveis em
lingua inglesa e alguns em portugués, foram identificados e compilados, constituindo o material
empirico da nossa revisao.

Complementarmente, realizamos uma busca por trabalhos em lingua portuguesa, em
ambito nacional, sobre o Modelo de Barras de Singapura, adotando os seguintes termos de
busca: Modelo de Barras de Singapura, Método Modelar de Singapura, Diagrama de Barras
de Singapura e os mesmos termos sem o epiteto Singapura. Nessa busca, recuperamos um
artigo e seis trabalhos de pds-graduagao.

Os textos que constituiram o material empirico do estudo foram organizados de modo a
fornecerem elementos para responder as questdes de pesquisa e, a seguir, organizados nas
seguintes tematicas: (a) Modelo de Barras de Singapura e seus diagramas pictdricos padrao e
(b) estudos envolvendo o Modelo de Barras na resolugdo de problemas e a aprendizagem de
Matematica em diferentes contextos e paises. Desse modo, um mesmo trabalho pode subsidiar
igualmente a discussao de cada dimensdo analisada. No Quadro 1, sdo apresentados os trabalhos

que constituiram o corpus da pesquisa e organizados segundo as questdes estabelecidas.

Agrupamento | Se¢do Trabalhos examinados

(a) Modelo de | O Modelo de

Cai, Ng ¢ Moyer (2011), Cheong (2002), Collars et al.

Barras de Barras de (2007), Dennis, Knight e Jerman (2016), Fong (2004), Ho
Singapura e Singapura e Lowrie (2014), Hoven e Garelick (2007), Kaur (2015),
seus Kaur (2019), Kho (1987), Kho, Yeo e Lim (2009), Kho,
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diagramas Yeo e Fan (2014), Lee e Fong (2009), Looi e Lim (2009),

pictdricos Mahoney (2012), Mei e Soo (2014), Morin et al. (2017),

padrio. Ng e Lee (2009), Said e Tengah (2021) e Willyarto, Pane e
Chairiyani (2015).

(b) Estudos | Modelo de | Abreu (2018), Cheong (2002), Dennis, Knight ¢ Jerman
envolvendo o | Barras de (2016), Empson et al. (2006), Hofer (2015), Kaur (2019),
Modelo de | Singapura na Kho, Yeo e Lim (2009), Kho, Yeo e Fan (2014), Koleza
(2015), Lee e Fong (2009), Looi e Lim (2009), Madani,
Tengah e Trahmana (2018), Matzin e Mundia (2020), Men,
Ismail e Abidin (2019), Morin et al. (2017), Naroth e
. Luneta (2015), Rianasari, Budayasa e Patahuddin (2012),
aprendizagem Said e Tengah (2021), Sharp ¢ Dennis (2017), Shin e
de Matematica Bryant (2017), Widyasari ¢ Rosiyanti (2018), Willyarto,
Pane e Chairiyani (2015) e Xin (2019).

Trabalhos em nivel nacional: Baldin (2018), Cintra (2017),
Dotti (2016), Fontes (2019), Gois (2014), Holetz (2019) e
Queiroz (2014).

Quadro 1 — Referéncias analisadas
Fonte: Elaborado pelos autores (2021).

Barras na | Resolugcdo de
resolucdo de | Problemas
problemas e na

Posterior a essa etapa, procedemos a leitura criteriosa dos trabalhos que constituiram o
corpus da pesquisa, complementada pela elaboragdo de fichas de leitura, mediante a qual
buscamos sistematizar aspectos caracterizadores do Modelo de Barras de Singapura e, também,
evidenciar as suas contribuigdes para o ensino da Matematica, especialmente para a Resolugao
de Problemas. Além disso, na tematica (a), incluimos 4 subse¢des correspondentes aos modelos
pictdricos encontrados em nossa revisdo € que compdem o Modelo de Barras de Singapura.
Essa apresentacao estd alinhada, por exemplo, aquelas realizadas em Kaur (2019), Kho, Yeo e

Lim (2009), Ng e Lee (2009) e Urbano, Ferndndez e Fernandez (2016).

3 O Modelo de Barras de Singapura

O ensino da Matematica em Singapura, pais em que o Modelo de Barras ¢ amplamente
empregado, apresenta uma caracteristica distinta. Desde os primeiros anos de escolaridade, as
criancas sdo instigadas a desenvolver o numeramento por meio de recursos concretos, tais como
“ursos de peltcia e outros objetos familiares” (LEE; FONG, 2009, p. 217). Nessa fase, a
aprendizagem de conceitos matematicos caracteriza-se pelo uso de contadores, sejam eles
objetos concretos ou representantes “sugestivos”.

Quando familiarizados com as operagdes aritméticas basicas, os recursos concretos sao
substituidos progressivamente por retangulos (LEE; FONG, 2009), caracterizando a passagem
para uso de representagdes pictoricas das quantidades relatadas nos problemas (COLLARS et

al., 2007). A Figura 1 ilustra essa transicao.
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Figura 1 — Abordagem Concreto-Pictorico-Abstrata baseada em Jerome Bruner. A situagdo mostra o
agrupamento concreto de grupos de quantidades diferentes de petecas (jogo de origem indigena brasileira cujo
termo provem do tupi e significa golpear com a mdo espalmada (NAVARRO, 1998, p. 157), a representacdo
pictérica através de barras e a representacdo simbdlica da etapa abstrata.

Fonte: Elaborado pelos autores (2021).

Estes modelos pictoricos (e.g., Modelo de Barras) sdo entdo sistematicamente
empregados para a abordagem e resolugdo de problemas paralelamente a aquisi¢ao de simbolos
e operagdes com essas mesmas quantidades — estdgio abstrato. Por essa razdo, o Modelo de
Barras de Singapura pode ser referido como uma estratégia para resolu¢do de problemas que
emprega barras pictéricas (URBANO; FERNANDEZ; FERNANDEZ, 2016) e, a despeito da
aparente simplicidade, esconde uma poderosa ferramenta para visualizacdo, mediagdo e
compreensdo de conceitos abstratos em Matemadtica (CHEONG, 2002). Apesar de Kho (1987)
nao ter fornecido consideragdes teoricas em seu trabalho de apresentacao do Modelo de Barras
(KAUR, 2019), essas trés etapas caracterizam uma abordagem construtivista Concreto-
Pictorico-Abstrata (ver ilustracao na Figura 1) que, segundo Kaur (2019), alinha-se aos trés
estagios de desenvolvimento intelectual de Jerome Bruner: representagcdo ativa, icOnica e
abstrata (ver detalhes em Bruner (1973) ou consultar Goi e Santos (2018)). Dessa forma, o
Modelo de Barras funciona como um mediador para ativar a fase iconica de aprendizagem
(KAUR, 2019; KHO; YEO; LIM, 2009; LOOI; LIM, 2009).

Além disso, Kho, Yeo e Fan (2014, p. 276) esclarecem que “o Modelo de Barras ¢
parcialmente baseado nos modelos parte-todo e comparagdo, que sdo formas pictoéricas dos
esquemas parte-parte-todo e comparagio de Greeno® para problemas de adig¢io e subtragdo”, o
que indica que os desenhos do Modelo de Barras nao sao simples ilustragdes (KAUR, 2019).
Assim, para diferentes situacoes-problematicas, os alunos produzem os modelos pictdricos
apropriados, fixam as quantidades do enunciado em diagramas e descobrem qual o tratamento
de dados requerido para resolucdo do problema (KAUR, 2015; KHO; YEO; FAN, 2014; MEI;
SO0, 2014).

3 Para detalhes dos Esquemas de Greeno e Teoria dos Esquemas (Schematas), ver Greeno (1979), Nesher, Greeno
e Riley (1982) e Wolters (1983).
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As subsec¢Oes seguintes apresentam e ilustram, por meio de exemplos, os trés modelos
(Modelo Parte-todo, Comparacdo e Antes-Depois*) propostos inicialmente por Kho (1987) e o
Modelo de Razao (KHO; YEO; FAN, 2014) - empregado para resolugdo de problemas com

taxas, fracdes, razoes e proporgdes; e que compdem o Modelo de Barras de Singapura.

3.1 Modelo Parte-Todo (Part-Whole Model)

Este modelo apoia a resolucdo de problemas que se caracterizam por relagdes entre o
todo e suas partes (KAUR, 2019) e podem ser aditivas, multiplicativas, envolver fragdes e
porcentagens (NG; LEE, 2009), por exemplo. Situagdes problematicas aditivas que envolvem
o todo composto de duas partes podem ser representadas por meio deste modelo, conforme
ilustra a Figura 2, enquanto situacdes problematicas multiplicativas que envolvem o todo
composto por iguais partes sdo ilustrados na Figura 3. No primeiro caso, o Modelo Parte-Todo
representa uma equacao pictorica (FONG, 2004) analoga as situagdes aritméticas representadas
por a + b = x ou aos casos algébricos do tipo x + ¢ = d (NG; LEE, 2009). A versdo aritmética
(Figura 2, esquerda) corresponde a problemas de enunciado: tenho a, tenho b, quanto tenho ao
todo?. Assim, ao desenhar o diagrama, o estudante encontra, de forma visual, a resposta do
problema: a + b. A versao algébrica (Figura 2, direita) modela problemas de enunciado como
em: tenho ao todo d, a parte c, quanto resta? e sdo resolvidos pela subtracao d — ¢, visualizada

através do diagrama produzido para o problema.

? d
Y A\ Y Y A\ Y
| I | I
— N - — N _
~ ~" ~ ~~
a b C ?
x=a+b x+tece=d & x=d—c

Figura 2 — Modelo Parte-Parte-Todo para problemas aditivos: modelo aritmético (esquerda) e modelo algébrico
(direita) - a partir de Ng e Lee (2009)
Fonte: Elaborado pelos autores (2021).

Os problemas parte-todo multiplicativos sao analogos algébricos de problemas x +~n =

p ou nx = g (NG; LEE, 2009). Os primeiros estdo ilustrados na Figura 3 (esquerda) e sdo

4 Nas quatro subsecdes seguintes sdo descritos os modelos pictéricos padrdo do Modelo de Barras de Singapura.
Exemplos ilustrativos sdo remetidos aos anexos, com exce¢do do Modelo Antes-Depois que exige detalhamento
devido ao maior nimero de etapas para a resolucdo dos problemas. Dessa forma, apresentamos problemas cuja
resolugdo pelo Modelo Antes-Depois esta comentada em sua subsecdo descritiva.
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resolvidos por multiplicacdo (n x p). Os segundos, ilustrados na Figura 3 (direita), sdo
resolvidos pela divisdo ¢ ~ n (KAUR, 2019; NG; LEE, 2009). O terceiro caso mostrado na
Figura 3 (inferior) refere-se a situagao em que o todo e o valor de cada parte sdo informados e
para o qual se inquere o nimero de partes. Sdo analogos algebricamente de p X x = g € sua
solugdo ¢ dada pela divisao ¢ + p (KAUR, 2019). Estas duas modalidades (aditiva e
multiplicativa), compdem uma significativa variedade de problemas que envolvem tanto
numeros naturais quando outras situacdes-problematicas (fragdes, porcentagens, decimais)
(DENNIS; KNIGHT; JERMAN, 2016; NG; LEE, 2009; KHO; YEO; FAN, 2014; KHO; YEO;
LIM, 2009; KAUR, 2019). Com o uso do modelo, as quantidades nos problemas sdo
interpretadas e empregadas para produzir as equagdes pictdricas e, a partir delas, as operagdes
necessarias para resolucdo dos problemas sdo descobertas de forma visual (NG; LEE, 2009). A
Figura 11 (Anexo 1) ilustra a resolu¢do de alguns problemas a partir do Modelo Parte-Todo

para diferentes cenarios.

7 (total) ¢ (total)
A e
-~
olelele] . [ele] [I2212] .
~ _
n partes iguais n partes iguais
X—n=p <= x=nxp AXX=¢g & X=qg+n
g (total)
A

lelelelele] . [ele]e]

g

? partes iguais

PXX=4q = X=4g~+p

Figura 3 — Modelo Parte-Todo para problemas multiplicativos a partir da apresentagao feita por Ng e Lee (2009)
e Kaur (2019)
Fonte: Elaborado pelos autores (2021).

3.2 Modelo de Comparacao (Comparision Model)

Relacdes comparativas entre ao menos duas quantidades determinam uma classe
especifica de problemas e envolvem os tipicos termos comparativos a mais do que, a menos do
que, n vezes maior do que e n vezes menor do que (NG; LEE, 2005). Duval, ao estudar
enunciados matematicos, verificou barreiras semanticas na escrita correta das equagdes
algébricas em problemas que envolviam estes termos comparativos (DUVAL, 2004, 2012;
RICHIT; RICHIT, 2022). Por exemplo, os alunos podem simplesmente associar “a mais do

que” com a “adi¢do” e emprega-la para resolver um problema, obtendo uma resposta incorreta
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(KAUR, 2019; SAID; TENGAH, 2021). Uma maneira visual para representacdo dessas
relacdes € empregar o Modelo de Comparagdo. Na Figura 4, o Modelo de Comparagdo é
apresentado para problemas que envolvem comparagdes aditivas entre duas quantidades. A
Figura 5 apresenta o modelo para resolucao de problemas de comparagao multiplicativa, que €
denominado por Ng e Lee (2009) de Modelo de Multiplica¢do e Divisdo. Os problemas com
comparagdes aditivas desta classe sdo analogos as equagdes ¢ = b + dea + b = x e tem
enunciados de problemas que se assemelham aos: Dado b, a tem d a mais do que b, quanto é o
todo? ou Dado a, b tem d a menos do que a, quanto é o todo?. Ambas as situagdes podem ser
representadas por meio do Modelo de Comparagdo (Figura 4, esquerda) e, a seguir, resolvidas
de forma visual (x = a + b). O mesmo modelo (Figura 4, esquerda) pode ser empregado para
representar problemas que mencionam a diferenca entre duas quantidades como em: “A4
diferenca entre a e b (a - b) é d, dado b (ou a), quanto vale o todo?” e € resolvido pora = b +
d(dado bed)ex =a + b. O Modelo da direita (Figura 4) pode ser empregado para representar
problemas algébricos com comparacao aditivas que envolvem solicitar uma das partes (?), dada

a outra parte (b) e o todo (c), correspondendo a equacdo x + b = c e cuja solugdo éx =c — b.

a ?
A A
4 N 4 N
9 c
N / N /
v N
_______ d________ U
— —
b b
x=a+b X+b=c & x=c—->b

Figura 4 — Modelo de Comparagdo para problemas com relagdes aditivas: modelo aritmético (esquerda) e
modelo algébrico (direita), a partir de Ng e Lee (2009)
Fonte: Elaborado pelos autores (2021).

Os comparativos multiplicativos sdo andlogos as equagdes a = nb (a e b multiplos por
n natural) e a + b = x. Estes ultimos sao modelados conforme ilustra a Figura 5 (esquerda).
Nestes problemas, os enunciados estabelecem relagdes do tipo Dado b, a é n vezes maior do
que b, quanto é o todo (E.1)? ou Dado a, b é n vezes menor do que b, quanto é o todo (E.2)?.
A resposta de problemas com enunciado E./ pode ser encontrada calculando-se a (a = nb) e
depois somando-se b, obtendo o total x = a + b (Figura 5, esquerda). Para problemas com

enunciado E.2, basta calcular-se b (b = a + n) e somar a, para obter-se o total x = a + b (figura
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5, esquerda). No caso algébrico (Figura 5, direita) o valor da unidade pictérica® (?) é requerido.
Sendo conhecido o todo ¢ e a relacdo de multiplicidade n, o valor de cada parte (7 = b) ¢é
encontrado por meio da divisdo ¢ ~ (n + ). Na Figura 12 (Anexo 2), problemas com relacdes

comparativas sdo apresentados para ilustrar a resolu¢ao de problemas por meio do Modelo de

Comparacdao.
L 1
\ a é n vezes maior do que b < b é n vezes menor do que a |
a=nxb a=nxb
A A
- ~ ~ ~
b b b b ? ? ? ?
- 5 9 ~ AN,
n vezes (partes iguais) n vezes (partes iguais)
b ?
~—~— ~—~—
b b
a=nb,x=a+b a=nb,c=a+be(n+l)xx=c < x=c=(n+1)

Figura 5 — Modelo de Comparag¢do para problemas com relagdes comparativas multiplicativas naturais - Modelo
de Multiplica¢do e Divisdo em Ng e Lee (2009)
Fonte: Elaborado pelos autores (2021).

3.3 Modelo de Modificacao ou Antes-Depois (Change Model ou Before-After Model)

O Modelo de Modificagdo ilustra a relagdo entre os novos valores de uma quantidade e
seus valores originais dada uma modificacio (KAUR, 2019). Essa modificacdo ocorre por
acréscimos ou decréscimos e pode estar relacionada as mudangas aditivas, multiplicativas, por
porcentagens ou fracionarias. Assim, a partir do valor para o aumento ou redugdo, ¢ possivel
encontrar as quantidades iniciais (originais) pelos novos valores ou vice-versa (KAUR, 2019).
Para enunciados mais simples a sua aplicacdo equivale ao Modelo de Comparagdo ou ao
Modelo Parte-Todo (URBANO; FERNANDEZ; FERNANDEZ, 2016), o que indica que o
Modelo de Modifica¢do ou Modelo Antes-Depois ¢ empregado para resolucdo de problemas
mais desafiadores (KAUR, 2019). Por consequéncia das comparagdes entre as quantidades
ocorrerem em dois estagios (ou mais), as representagdes produzidas seguem o Modelo de

Comparagdo, que € produzido para as duas situagdes: Antes e Depois. Como resultado, este

® Trabalhos como os de Cheong(2002), Ng e Lee (2009) e Kaur (2019) empregam os termos unidade pictorica,
parte unitaria, unidade bésica, retangulo unitario ou bloco unitario para referirem-se as partes iguais que
compdem um todo ou relagBes comparativas envolvendo multiplicidade natural, fragdes ou proporcdes. As
relacBes estabelecidas envolvem quantidades discretas que sdo representadas por retangulos iguais (indicando o
mesmo namero), por exemplo, as ilustradas na Figura 5.
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modelo ndo ¢ apresentado por diagramas-padrdo como nos modelos anteriores, sendo
necessario articula-los. Assim, analogamente a apresentacao feita em Kaur (2019) e Urbano,
Fernandez e Fernandez (2016), incluimos e detalhamos particularmente nessa se¢ao, problemas
com situagdes que envolvem mudancas de quantidades em estdgios e os resolvemos pelo
Modelo Antes-Depois. A seguir, apresentamos a resolu¢do comentada para quatro problemas

cuja resolugdo pelo modelo esta associada a situagdes Antes-Depois.

Problema 1 (PM.1): Solange confeitou 900 docinhos e destes vendeu 3/4. Se ela presenteou

uma amiga com 1/3 dos restantes, quantos docinhos sobraram? (Pelos autores)

O problema ilustra uma circunstancia em duas etapas que envolve uma quantidade: o
nimero de docinhos. Assim, podemos alinhar a etapa Antes, a venda dos docinhos por Solange
e a etapa Depois, a ocasido em que ela oferece os docinhos a amiga. O diagrama para as duas
etapas € mostrado na Figura 6. Na etapa Antes (Figura 6, superior), o diagrama ¢ elaborado para
ter 4 partes iguais. Destas partes, sdo destacadas 3 para representar a quantidade de docinhos
vendidos por Solange. Na etapa Depois (Figura 6, inferior), a quantidade remanescente da
venda ¢ dividida em 3 partes iguais, sendo / das partes indicada para os docinhos que Solange
presenteou sua amiga. O aluno entdo divide o total em 4 partes e obtém o valor da unidade
pictorica na primeira etapa (900 +~ 4 = 225 docinhos). Pela equivaléncia entre a unidade
pictdrica da primeira etapa e o todo da segunda etapa, € possivel calcular a unidade pictorica na
etapa Depois, fazendo 225 + 3 = 75. Dessa forma, o total remanescente ¢ ? =2 x 75 = 150 ou

?=225—75= 150 docinhos.

900 docinhos
A

Vas N
Antes:

N —/|\'- '/I

~" ! T |

docinhos vendidos ' sobra da venda !

| AL :

. - ~
Depois:

N

docinhos dados a amiga (7)

Figura 6 — Resolucdo possivel para o Problema PM.1 pelo Modelo Antes-Depois
Fonte: Elaborado pelos autores (2021).

Problema 2 (PM.2): “André tem 124 bolas de gude e Begonha 473. Begonha da algumas de

suas bolinhas de gude para André, de modo que André fica com o dobro de bolinhas de gude
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de Begonha. Quantas bolinhas de gude André tem agora?” (URBANO; FERNANDEZ;
FERNANDEZ, 2016, p. 33).

O problema ilustra a comparagao entre duas quantidades em duas ocasides consecutivas.
Esse problema ¢ um problema resolvido pelo Modelo Antes-Depois ¢ emprega o Modelo de
Comparagdo para representar pictoricamente a comparagao entre as quantidades de bolinhas
de gude de André e Begonha. Na Figura 7 o Modelo Antes-Depois ¢ empregado, seguindo as
duas etapas. Na primeira (A4ntes), o diagrama comparativo reune as informacdes iniciais: a
quantidade de bolinhas de gude de André (124), de Begonha (473) e destaca uma quantidade
“g?” de bolinhas de gude para representar a quantidade que Begonha passa a André (Figura 7,
esquerda). Na etapa seguinte (Figura 7, direita), apds a modificacdo, as novas informacgdes sdo
representadas por meio da relagdo multiplicativa enunciada no problema. Uma vez que a
quantidade de bolinhas na situago final se conserva, pois houve apenas troca entre os titulares,
o valor de cada unidade “?” pode ser obtido facilmente. Para isso basta calcular 597 + 3 = 199,
o que indica que cada unidade pictodrica (?) na etapa Depois equivale a /99 e, portanto, André

tem agora /99 bolinhas de gude.

Antes: Depois:
124 a
< S - —-- 7 N -
André \ ?
— P 1244473 =597 597
Begonha | 27 | ? ?
N A - A
~ v
473 2a

Figura 7 — Resolucéo possivel para o Problema PM.2 pelo Modelo Antes-Depois
Fonte: Elaborado pelos autores (2021).

Problema 3 (PM.3): “Rolff agora é 7 anos mais velho que Erik. Cinco anos atrds, Rolff tinha
o dobro da idade que Erik tinha. Quantos anos tinha Rolff ha 5 anos?” (Adaptado de Walker
(2010)).

Os dois lapsos de tempo descritos no problema (no presente e 5 anos atrds) estdo
alinhados com os estagios Antes e Depois do modelo. Se fizermos equivaler a ocasido Ad 5 anos
a etapa Antes e 0 momento agora ao estagio Depois, podemos produzir o modelo ilustrado na
Figura 8. A etapa Antes representa a relag@o entre as idades de Erick e Rolff para a ocasido hd

5 anos: Rolff tinha o dobro da idade de Erick (Figura 8, esquerda). Na etapa Depois (que
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equivale ao momento agora no enunciado) as quantidades iniciais sdo acrescidas de 5 anos cada
- indicando o aumento na idade transcorridos 5 anos (Figura 8, direita). A diferenca de idade na
etapa Depois (momento agora) informada no enunciado (7 anos) ¢ anotada no diagrama e pode
entdo ser empregada para determinar o valor de “?”. Essa relagdo ¢ representada na Figura 8
(direita) — etapa Depois. Pelo diagrama, podemos visualizar que ? + 5 =5 + 7, e logo ? = 7.

Dessa forma, como a idade de Rolff ha 5 anos era 2 x?, entdo Rolff tinha 2 x 7 = /4 anos.

Antes (5 anos atras): Depois (correspondendo ao momento agora):
Rolff (idade)
A
-
? 9 ? ? 5
[ 1 ] 1
N~ ——
7 v 5 7
Erick (idade)

Figura 8 — Resolucao possivel para o Problema PM.3 pelo Modelo Antes-Depois
Fonte: Elaborado pelos autores (2021).

Problema 4 (PM.4): “Devi e Minah tém $ 520 no total. Se Devi gastar 2/5 de seu dinheiro e
Minah gastar $ 40, eles terdo a mesma quantia de dinheiro. Quanto Devi tem?” (KHO; YEO,
FAN, 2014, p. 278-279).

Neste problema temos a comparagdo entre duas quantidades: o dinheiro de Devi e
Minah. Além disso, elas sdo comparadas em dois estagios: Antes € Depois. Para resolvé-lo ¢
necessario produzir um diagrama de comparagio pelo Modelo de Comparagdo para os dois
estagios (ver Figura 9). O primeiro deles (4ntes) mostra a comparacao entre as quantidades de
dinheiro de Devi e Minah, indicando o total entre eles, de acordo com o enunciado (Figura 9,
superior). No Modelo de Barras do estagio Depois, as informacgdes apos o gasto feito por Devi
e Minah sdo incorporadas (Figura 9, inferior). A barra que representa o dinheiro de Devi (estagio
Depois) ¢ dividida em 5 partes e 2 sdo destacadas, representando a fragdo do valor que foi gasto.
Da barra correspondente ao dinheiro de Minah, ¢ descontado o valor de $40. Pela informacao
fornecida no enunciado, as partes restantes de Minah equivalem as restantes de Devi. A partir
dessa informagao € possivel fixar uma unidade comum e encontrar o seu valor, uma vez que a
soma total ¢ dada ($520). A Figura 9 ilustra uma representacao possivel pelo Modelo de Barras

e com base nela, essa resolucao é desenvolvida.
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Desenho de Barras: Resolugao:
Antes: i
3520 DEns 8 unidades = $520 — $40;
) | 8 unidades = $480;
Minah $ | 1 unidade = $480 = 8 = $60;
| ! | O dinheiro de Devi esta dividido em 5 unidades,
- b ! entao:
Depois: iR 5 unidades = $60 x 5 = $300.
$520 I‘J Resposta: Devi tem $300.
$40]

Figura 9 — Resolucéo possivel para o Problema PM.4 pelo Modelo Antes-Depois
Fonte: Elaborado pelos autores (2021).

O Modelo Antes-Depois também ¢ empregado para resolver problemas que envolvem
mudangas de propor¢do em duas etapas ou mais. Para a resolucao de problemas comparativos
com razdes, Kho, Yeo e Fan (2014) apresenta o Modelo de Razdo. A apresentagdo deste modelo

¢ o conteudo da subsecdo seguinte.

3.4 Modelo de Razao (Ratio Model)

A partir de Kho, Yeo e Fan (2014), os problemas que envolvem razdes sao abordados
por meio do Modelo de Razdo. Este modelo pode ser produzido de forma andloga ao Modelo
Parte-Todo ou a0 Modelo de Comparagdo, no qual as unidades pictoricas basicas das razdes
sdo fixadas de acordo com o enunciado. O modelo para problemas que envolvem razdes do tipo
‘n:m:o’ € ilustrado na Figura 10 para a razdo 2:3:4. Com base na razdo informada (por exemplo,
‘n:m:o’), as quantidades inqueridas no problema sdo interpretadas e obtidas por meio do
modelo. Se o fotal ¢ informagao dada, pode ser requerido obter o valor da unidade pictorica
(valor de p, Figura 10). Se o problema informa o valor correspondente a parte das unidades
pictdricas, a unidade pictdrica pode ser calculada e assim o fotal ou qualquer fracdo do todo
solicitado pode ser obtido. Na Figura 10, o0 Modelo de Razdo ¢ ilustrado para a razdo 2:3:4 de
forma analoga ao Modelo Parte-Todo (esquerda) e ao Modelo de Comparagdo (direita). Na
Figura 13 (Anexo 3) alguns problemas sdo resolvidos por meio do uso do Modelo de Razdo -

através do analogo Parte-Todo ou Comparagdo, ilustrando sua aplicacao.
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Total (i)\partes) plop
7 N
plelr|p|rplo]lp]lr]|P Total O partes) < I
A 4
. o SN
2 partes 3 partes 4 partes » p P p

Representacao pictdrica para a razdo 2: 3 : 4

Figura 10 — Modelo de Razdo para resolugdo de problemas: apresentacao Parte-Todo (esquerda) e Comparagéo
(direita)
Fonte: Elaborado pelos autores (2021).

Como observado, o Modelo de Barras funciona como um mediador da aprendizagem
durante um processo articulado no uso de representacdes baseado na abordagem Concreto-
Pictorico-Abstrata (Figura 1). Usando o Modelo de Barras, os alunos podem elaborar seus
proprios esquemas pictoricos de forma ndo rotineira para resolver problemas matematicos
algébricos ou aritméticos (KAUR, 2019). Assim, a partir do conhecimento prévio desses
“modelos padrao”, ¢ possivel representar relagdes entre problemas que envolvem comparagao,
modificagao e composi¢ao, por exemplo. Além disso, ao oportunizar o tratamento de problemas
algébricos desde os primeiros anos de escolarizagdo, o Modelo de Barras pode funcionar como
um mediador para o desenvolvimento do pensamento algébrico conforme os objetivos da Base
Curricular Comum Nacional vigente (BRASIL, 2017). E, embora o Modelo de Barras nao
pressuponha a nog¢do de incognitas representadas algebricamente, os seus retdngulos e suas
medidas desconhecidas estabelecem relagdes estreitas com a notagao simbolica de letras (CAI

et al., 2005).

4 Modelo de Barras de Singapura na Resolucio de Problemas

Embora tenham sido reportados poucos resultados a partir da implementagao do Modelo
de Barras em Singapura na década de 1980 (KAUR, 2019), estudos posteriores vém
demonstrando, sob diferentes contextos e perspectivas, o potencial do uso do Modelo de Barras
para resolucao de problemas (KHO; YEO; LIM, 2009), ainda que dificuldades frequentes no
uso da estratégia tenham sido observadas (CHEONG, 2002). Uma abordagem menos discutida,
por exemplo, refere-se ao papel do uso da estratégia para conceituacdo de propriedades
operatorias aritméticas ou algébricas. Entre as investigacOes e pesquisas apresentadas a
comunidade cientifica, estdo a resolucdo de problemas aritméticos que envolvem

principalmente os topicos: Adicao-Subtracao, Multiplicagdo-Divisdo, Fragdes e Porcentagens e
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Acréscimos-Decréscimos (KHO; YEO; FAN, 2014). Neste sentido, pesquisas corroboram a
eficiéncia do Modelo de Barras em dois contextos principais: resolucdo de problemas
aritméticos com numeros naturais e resolu¢ao de problemas com fragdes (KAUR, 2019). De
fato, a resolugdo desses problemas aritméticos por alunos nao familiarizados com a
representacdo algébrica de problemas, tem nas representagdes pictoricas do Modelo de Barras
o recurso visual para verificagdo de relagdes estabelecidas em enunciados de problemas
(CHEONG, 2002). Assim, os alunos podem se beneficiar pelo uso dos diagramas do Modelo
de Barras na resolugdo de problemas antes do letramento algébrico (KHO; YEO; LIM, 2009;
LOOI; LIM, 2009). Estes aspectos evidenciam as contribui¢cdes do Modelo de Barras para o
desenvolvimento e antecipacdo de raciocinios elaborados no processo de resolugdo de
problemas a medida que oportunizam aos alunos explorar novas estratégias, mobilizar recursos
matematicos distintos, resolver problemas mediante a introducdo da nocdo de incognitas
preparando-os para o uso de letras em algebra.

A segunda modalidade de problemas envolve o estudo de fragdes. Uma razdo para o
sucesso do Modelo de Barras neste contexto € que o uso das representagdes pictoricas permite
representar e reforcar o conceito parte-todo associado as fragoes (SHARP; DENNIS, 2017). O
conceito de fracdo (positiva) é um estadgio avancado de numeramento que envolve uma relacao
multiplicativa entre pares de nimeros naturais, muito mais complexo, por exemplo, do que o
numeramento de nimeros naturais (EMPSON et al., 2006). Como estratégia para superar
dificuldades conceituais e de interpretacdo de problemas, o uso do Modelo de Barras em
contextos que envolvem a resolu¢do de problemas com fracdes, taxas, razdes, descontos e
acréscimos tem favorecido praticas escolares (DENNIS; KNIGHT; JERMAN, 2016;
MADANI; TENGAH; TRAHMANA, 2018; RIANASARI; BUDAYASA; PATAHUDDIN,
2012; SHARP; DENNIS, 2017; SHIN; BRYANT, 2017).

Apesar dos resultados promissores relatados em trabalhos realizados em vérios paises,
limitagdes sdo observadas. Em uma pesquisa realizada em Brunei, por exemplo, Matzin e
Mundia (2020) observaram que um pequeno numero de professores declarou empregar o
Modelo de Barras (mesmo que os demais tenham expressado o desejo de emprega-lo
futuramente) e que a experiéncia no seu uso era um dos critérios relevantes para aplicacao
persistente da estratégia em praticas escolares. Embora estudos especificos, como o de
Willyarto, Pane e Chairiyani (2015) na Indonésia, ja tenham demonstrado que empregar o
Modelo de Barras promoveu o aumento significativo do rendimento dos alunos na resolugao
de problemas, outros estudos sugerem que este uso deve receber atengdo por parte dos

professores (CHEONG, 2002; MEN; ISMAIL; ABIDIN, 2019). Por exemplo, Men, Ismail e

Bolema, Rio Claro (SP), v. 36, n.73, p.697-727, ago. 2022 712



ISSN 1980-4415
E DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v36n73a05

Abidin (2019) observaram em uma pesquisa na Maldsia, que empregar o Modelo de Barras
promove aumento de rendimento na resolu¢do de problemas, desde que os alunos sejam
treinados para o uso do Modelo de Barras. Ja as solugdes apresentadas em materiais de ensino,
segundo Cheong (2002), escondem, muitas vezes, a dificuldade que ¢ desenhar de maneira
precisa as relagdes estabelecidas entre as quantidades relatadas nos problemas. Requer-se que
os professores mostrem que a produgdo de uma representacao pictorica € uma atividade nao-
trivial, que comumente requer refinamento e corre¢do (CHEONG, 2002). Em Singapura,
embora pesquisas pioneiras mostrem que os professores muitas vezes se refiram ao uso do
modelo como um processo infantil (LEE; FONG, 2009), ndo é raro encontrar casos de
reclamagdo de pais em relagdo aos professores, pois as vezes eles proprios ndo sabem como
resolver problemas que aparecem em livros didaticos por meio do Modelo de Barras
(CHEONG, 2002). Essa situacdo demonstra um ponto chave: a necessidade de formacao dos
professores para proficiéncia no uso da abordagem.

Por outro lado, pesquisas tém-se dedicado a investigar o papel mediador do uso do
Modelo de Barras na aprendizagem matematica dos alunos. Por exemplo, em Brunei, os autores
Said e Tengah (2021) verificaram um desempenho significativamente melhor em rela¢do ao
pré-teste e em especial para alunos com mais dificuldades, ao examinar o desempenho de alunos
(8° ano, Brunei) resolvendo problemas de razao por meio do Modelo de Barras. Esses autores
aplicaram uma tarefa que consistia da resoluc¢do de problemas com razdes antes do contato dos
alunos com o Modelo de Barras. Na sequéncia, realizaram uma tarefa com o objetivo de
introduzir e aplicar o Modelo de Barras na representagdo de relagdes do tipo razdo e, em
seguida, aplicaram uma nova se¢do de resolucdo de problemas. Os excelentes resultados
obtidos, especialmente com alunos que apresentavam dificuldades, mostraram que o Modelo
de Barras favoreceu a aprendizagem dos conceitos envolvidos e a compreensdo do contetido
de problemas de razdo (SAID; TENGAH, 2021). Embora os alunos tivessem aprendido sobre
o topico de razdo em aulas anteriores ao pré-teste, os autores verificaram que os alunos
preferiam determinar o valor da unidade para calcular as quantidades desconhecidas o que pode
ser verificado visualmente pelo Modelo de Barras (SAID; TENGAH, 2021). Além disso, os
autores também relataram que os alunos permaneceram usando o Modelo de Barras para
representar e resolver problemas com razdes em aulas seguintes (SAID; TENGAH, 2021).

Nos Estados Unidos da América (EUA), Xin (2019) propde um “modelo de caixas” para
resolucdo de problemas com a introdugao de incdgnitas e menciona o uso do Modelo de Barras
como mediador desse processo. Também nos EUA, Morin et al. (2017) descrevem uma

experiéncia bem sucedida no uso sistematico do Modelo de Barras envolvendo problemas
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aditivos e multiplicativos em um contexto de ensino de criangas (8-10 anos) com dificuldades
de aprendizagem. Embora Morin ef al. (2017) apontem o pequeno nimero de participantes (6)
como uma limitagdo desse trabalho, os resultados mostraram que o Modelo de Barras ¢ uma
estratégia eficaz, pois observaram que os alunos aumentaram a precisao na manipulagao das
quantidades fixadas nos enunciados dos problemas ao empregarem o Modelo de Barras. Além
disso, também evidenciaram que os alunos construiram uma base conceitual solida para
resolucao gradativa de problemas mais complexos empregando o Modelo de Barras durante a
sequéncia de aulas (MORIN et al., 2017).

Possivelmente os resultados evidenciados nos estudos sobre esta abordagem tém
motivado a producao e desenvolvimento de materiais a partir da abordagem em diversos paises,
como o relatado por Widyasari e Rosiyanti (2018), na Indonésia, ou mesmo o trabalho de
Naroth e Luneta (2015), que reporta a implementagdo do Programa Curricular da Matematica
de Singapura na Africa do Sul. Nesse sentido, Widyasari ¢ Rosiyanti (2018) evidenciaram,
através do parecer dado pelos proprios alunos (5° ano escolar, Indonésia), que os materiais de
ensino elaborados com a inclusdo do Modelo de Barras se mostraram atrativos e de facil
entendimento, o que revelou uma melhor compreensdo e desempenho na resolucdo de
problemas pelos alunos.

Em Portugal, o Modelo de Barras foi implementado a partir de 2015 no ambito de um
plano integrado de promocgao do sucesso escolar (ProSucesso), no arquipélago dos Acores, com
objetivo de aprimoramento das habilidades em resolucdo de problemas dos alunos (ABREU,
2018). Nesse trabalho, Abreu (2018) descreve uma experiéncia com alunos do primeiro ciclo,
envolvendo uma série de atividades, construcao de materiais pedagdgicos como jogos de cartas,
planilhas de exercicios, recortes e materiais concretos que, baseadas na abordagem Concreto-
Pictorico-Abstrata, empregaram o Modelo de Barras para representagao de fracdes, medidas
de comprimento e capacidade. Embora a experiéncia se baseie no Método de Ensino de
Singapura, o Modelo de Barras foi empregado para aprendizagem dos alunos durante parte do
trabalho realizado. Assim, Abreu (2018) argumenta que a selecdo e elaboracao adequada e
rigorosa de materiais “revelam um elevado potencial na promocdo de aprendizagens
contextualizadas, ativas e significativas” (ABREU, 2018, p. 137) que contribuiram para a
passagem do estagio concreto para o abstrato de aprendizagem dos conceitos abordados.

No Reino Unido, Hofer (2015) relata uma experiéncia na resolucdo de problemas
aditivos com um pequeno grupo de alunos com idade entre 5-6 anos. O autor observou que o
uso da estratégia na modelagem de problemas mediou a visualizagdo de ligacdes especificas

entre a adi¢do e subtracdo, bem como permitiu a algumas criancas identificar padroes,
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aprofundar sua compreensao e desvendar o conteudo de problemas matematicos aditivos. Um
trabalho similar envolvendo problemas multiplicativos, descrito por Koleza (2015), foi
realizado na Grécia com alunos em idade de 8 anos. Nesta experiéncia, os alunos beneficiaram-
se do uso do Modelo de Barras como mediador para conexao entre multiplicacao e divisdo em
um esquema unificado. Embora se tenha observado que os alunos apresentaram mais
dificuldades com problemas inversos (algébricos), também verificou-se que rapidamente
capacitaram-se no uso da estratégia para formular representagdes pictoricas para enunciados de
problemas (Koleza, 2015).

No contexto nacional, trabalhos reportados ainda sdo limitados em namero.
Experiéncias descritas na literatura referem-se basicamente a pesquisas de pos-graduacio.
Destacam-se os trabalhos de Dotti (2016), Gois (2014) e Queiroz (2014) e, mais recentemente,
os trabalhos de Cintra (2017), Fontes (2019) e Holetz (2019).

Dotti (2016) apresenta uma analise de materiais didaticos empregados em escolas de
Singapura e o papel dessas atividades para o desenvolvimento do raciocinio algébrico em
alunos dos primeiros anos do Ensino Fundamental. Nesse sentido, Baldin (2018) complementa
a discussdo do Modelo de Barras para os Anos Iniciais do Ensino Fundamental argumentando
a respeito da necessidade de conhecimento aprofundado pelos professores, tanto relativo aos
significados conceituais como de “metodologias adequadas, diversificadas e sequenciadas para
promover a aprendizagem significativa dos alunos” (BALDIN, 2018, p. 35). Assim, por meio
da andlise de materiais didaticos que empregam o Modelo de Barras em Singapura, Baldin
(2018) conecta o desenvolvimento do pensamento algébrico, o curriculo escolar e competéncias
esperadas a partir da BNCC para os primeiros anos do ensino escolar.

Os autores Cintra (2017), Gois (2014) e Queiroz (2014) abordam topicos do curriculo
do Ensino Fundamental II. Gois (2014) empregou o Modelo de Barras para explorar o conceito
de fragdes equivalentes na perspectiva da rela¢do parte-todo e as operacdes basicas de adigao,
subtra¢do, multiplicacdo e divisdo entre fragdes. Gois (2014) concluiu que os materiais
produzidos e as atividades envolvendo o Modelo de Barras melhoraram a capacidade de
argumentacao de conjecturas dos alunos, que passaram a recorrer ao Modelo de Barras sempre
que necessario quando resolviam problemas com fragdes. Além disso, Gois (2014) evidenciou
uma diferenca significativa na compreensao e abstracdo dos conceitos trabalhados quando
comparadas com experiéncias prévias de trabalho com turmas de 7° ano.

Nesta perspectiva, Cintra (2017) também explora o conceito parte-todo das fracgdes,
fragdes equivalentes e adicdo e subtragdo de fracdes com denominadores iguais e distintos com

alunos do 7° ano. Embora tenha verificado que alunos ja familiarizados com outros métodos (as
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vezes puramente mecanicos) comumente os preferiram ao Modelo de Barras, Cintra (2017)
evidenciou avango na aprendizagem entre os alunos que o empregaram para resolver problemas
e manipular fragdes. O trabalho de Queiroz (2014) reporta uma pesquisa que integrou o Modelo
de Barras e a abordagem de Resolugao de Problemas de Pdlya por meio de um modulo de 6
secdes, com alunos de 6° e 7° anos, na transi¢ao aritmética-algebra. Pela experiéncia, Queiroz
(2014) destaca o papel facilitador do Modelo de Barras na media¢ao ao uso de letras, pois a
metodologia permitiu que os alunos encontrassem significado no uso de simbologias e formulas
em comparacdo com abordagens tradicionais de memorizagdo e repeticdo de técnicas
algébricas.

Em Fontes (2019), encontramos uma analise do Modelo de Barras na Resolugdo de
Problemas Algébricos com objetivo de ilustrar a transigdo da Aritmética para Algebra. Assim,
a partir de sete problemas com nimeros naturais e racionais nao-inteiros, Fontes (2019) discute
teoricamente a implementacdo da abordagem de Resolucdo de Problemas de Pélya e mesmo
que, na selecdo dos problemas apresentados, tenha verificado que grande quantidade deles nao
podiam ser modelados pelo Modelo de Barras, argumenta que a apresentacado feita ¢ favoravel
e eficiente para a aprendizagem dos alunos.

Por fim, Holetz (2019) apresenta uma investigacao com alunos do 5° ano envolvendo a
gamificacdo do Modelo de Barras através da resolugdo de problemas. Neste trabalho, o autor
analisou uma experiéncia envolvendo a experimentacdo, observagdo e aplicagdo para criagdao
de um jogo de cartas baseado no Modelo de Barras para representagdo de relagdes matematicas
em problemas. A partir do desempenho alcangado, Holetz (2019) conclui que o uso do Modelo
de Barras, potencializado pela interacdo colaborativa entre os alunos, desempenhou um papel
facilitador na aprendizagem, pois os exemplos visuais € contextualizados favoreceram a
aprendizagem ou a revisdo de diversos topicos matematicos.

Estas pesquisas iniciais compdem as aproximagdes para utilizacdo do Modelo de Barras
de Singapura no Brasil e, além de revelarem o rendimento superior obtido da sua aplicagdo,
podem subsidiar o trabalho de entusiastas e professores interessados. Por exemplo, uma
apresentacdo em video (em portugués) ilustra de forma dindmica a aplicacdo do Modelo de
Barras na resolucao de problemas envolvendo equagdes do primeiro grau e fragdes e pode ser
acessada nas referéncias Richit e Santos (2021a, 2021b).

As experiéncias apresentadas nessa secdo assinalam as contribui¢des do Modelo de
Barras para o aprofundamento de conceitos, processos e significados matematicos, sobretudo
no que diz respeito a possibilidade de explorar, em contextos de resolu¢do de problemas,

relagdes entre conceitos (a exemplo de fragdes, taxas, razdes), operacoes matematicas (a
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complementaridade entre multiplicagdo e divisdo, por exemplo), propriedades matematicas (a
identificacdo de padrdes nos problemas e nos diagramas produzidos para resolvé-los) e
materiais e recursos (tais como o “modelo de caixas” e a estratégia de gamificagio). E neste
contexto, ao mobilizar e articular distintas representacdes, conceitos, relacdes matematicas,
buscando formalizar os procedimentos usados para resolver problemas e conclusdes, que o
processo de aprendizagem da Matematica se desenvolve (BALDIN, 2018; RICHIT;
TOMKELSKI; RICHIT, 2021).

Como observado nessa se¢do, 0 Modelo de Barras tem sido empregado em diferentes
contextos de ensino da Matematica, nomeadamente na resolu¢ao de problemas aritméticos e
algébricos. Em um panorama geral, o Modelo de Barras é descrito como promotor de um maior
rendimento de estudantes, sobretudo para resolu¢dao de problemas e para o qual tem sido
prioritariamente estudado. As dificuldades relatadas para o uso do Modelo de Barras referem-
se a producdo de diagramas corretos para os problemas - o que pode ser desafiador em muitos
casos, ¢ o que indica a necessidade de preparacdo dos professores e mediagdo para os
estudantes. Assim, considerando que o tempo dedicado ao aprofundamento de aspectos da
Matematica nos cursos de licenciatura ¢ insuficiente (RICHIT, 2005), a realizagao de atividades
formativas ¢ fundamental para o desenvolvimento profissional do professor que ensina
Matematica. Nesta perspectiva, as pesquisas nacionais para a abordagem sao particularmente
relevantes. Elas podem subsidiar reflexdes, ao mesmo tempo em que fornecem os primeiros
materiais cientificamente discutidos e que se constituem como suporte ao planejamento de

préaticas escolares baseadas no Modelo de Barras.

5 Consideracoes finais

Uma vez que o desempenho em Matematica é paralelamente crucial para o
desenvolvimento da sociedade, abordagens favoraveis ao seu ensino sdo fundamentais. Como
demostrado, o Modelo de Barras ¢ uma possibilidade acessivel. De fato, um ponto forte do
Modelo de Barras é que ele ndo requer recursos sofisticados. A sua aplicacdo envolve apenas a
elaboracdo de diagramas e modelos pictéricos que podem ser esbocados no quadro ou no
caderno, sem grandes dificuldades, a partir de uma introdugao prévia.

Pesquisas conduzidas em diferentes contextos t€ém mostrado os beneficios para o ensino
de topicos matematicos e resolucdo de problemas mais exigentes em aulas de Matemadtica
quando incluem o Modelo de Barras.

Uma caracteristica do uso do Modelo de Barras de Singapura ¢ o protagonismo dos
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alunos no processo de aprendizagem. O Modelo de Barras pode ser aplicado de forma que eles
proprios podem desenhar os diagramas mais apropriados ¢ de acordo com o seu processo de
raciocinio. Além disso, ao modelarem pictoricamente problemas matematicos, os alunos tem a
oportunidade de antecipar a articulagao de representagdes mais complexas em Matematica.
Outro beneficio do uso sistematico do Modelo de Barras é o acompanhamento do progresso
em Matematica dos alunos, de forma articulada entre os Anos Iniciais até os Finais do Ensino
Fundamental.

Dessa forma, ao realizarmos uma revisao de literatura para o Modelo de Barras,
enderecamos respostas as nossas duas questdes norteadoras. Na se¢@o 3 apresentamos de forma
ilustrada o Modelo de Barras, respondendo a primeira questdo de pesquisa. Na se¢do 4,
compilamos as contribuicdes relatadas da aplicacdo da abordagem para o contexto escolar em
diferentes paises, respondendo a nossa segunda questdo de pesquisa. Finalmente, além de
apresentar, ilustrar, exemplificar e possibilitar ao leitor o acesso ao material de suporte para
compreensdo das possibilidades que a abordagem oferece, fornecemos um catidlogo de
diagramas pelo Modelo de Barras para as figuras deste texto. Para acesso e altera¢do, com

suporte de editores (La)tex, verificar a referéncia Richit (2021).
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