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Resumo

Este artigo propde uma discussao relativa a abordagem de contetidos da Matematica em atividades de Modelagem
explorando a interlocugdo com a Semiodtica, de modo que se vislumbra uma interface entre Modelagem Matematica
e Semiotica. A construcdo dessa interface ¢ mediada pela analise dirigida ao desenvolvimento de duas atividades,
sendo uma delas desenvolvida por alunos do Ensino Superior e a outra por alunos da Educag@o Basica. Por um
lado, essa interface se vincula a situacdo epistemologica particular dos objetos matematicos que sé se tornam
presentes por meio de signos. Por outro lado, a Modelagem Matematica tem caracteristicas de uma organizagio
pedagodgica que ndo se desvincula de uma variabilidade de signos ¢ de uma eminente atividade semiotica. Neste
sentido, a Modelagem Matematica, seja alinhada com a corrente cientifico humanista, seja em sintonia com a
corrente pragmatica, pode ser um meio para o enfrentamento dos problemas que Bruno D’ Amore caracteriza como
puramente diddticos. Assim, o artigo propde uma perspectiva didatico-semiotica para a Modelagem Matematica
que implica em considerar que, na sala de aula, sua relagdo com a aprendizagem ndo se desvincula de uma interface
em que signos, de diferentes naturezas e provenientes de diferentes sistemas semioticos, se articulam para resolver
um problema cuja origem ndo é, em geral, a propria Matematica.
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Abstract

This article proposes a discussion on the approach of Mathematics contents in mathematical modeling activities
exploring the interlocution with semiotics, so that an interface between mathematical modeling and semiotics is
glimpsed. The construction of this interface is mediated by the analysis aimed at the development of two modeling
activities, one being developed by Higher Education students and the other by Basic Education students. On the
one hand, this interface is linked to the epistemological situation of mathematical objects that only become present
through signs. On the other hand, mathematical modeling has characteristics of a pedagogical organization that is
not disconnected from a variability of signs and an eminent semiotic activity. In this sense, mathematical modeling,
whether in line with the humanist scientific current or in line with the pragmatic current, can be a means of facing
the problems that Bruno D'Amore characterizes as purely didactic. Thus, the article proposes a didactic-semiotic
perspective for mathematical modeling that implies considering that, in the classroom, its relationship with
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learning is not disconnected from an interface in which signs, of different natures and coming from different
semiotics systems, are articulate to solve a problem whose origin is not, in general, Mathematics itself.

Keywords: Mathematical Modeling. Semiotics. Learning. Interface.

1 Uma incursao em aspectos relativos a Matematica e como ela pode ser aprendida

Discussdes relativas a aprendizagem t€m se orientado por diferentes bases
epistemologicas e filosoficas. Segundo Cunha (2007), o significado etimoldgico do verbo
aprender tem origem do latim apprehendere, que diz respeito ao significado de apoderar-se,
tomar posse, agarrar algo e manté-lo preso junto a si. No latim, entretanto, apprehendere remete
tanto a acdo de agarrar as coisas com as maos quanto a de agarrd-las com a mente, de modo
que aprender, na sua origem etimoldgica, incorpora os significados de aprender com o corpo ou
com a mente. Aprender com a mente, ou aprender intelectualmente como se poderia dizer,
equivale a conhecer algo mediante a apreensdo do significado daquilo que est4 sendo aprendido.

Relativamente a aprendizagem em Matematica, D’Amore (2007) pondera que as
condi¢des que podem determinar a aprendizagem estdo vinculadas as praticas pedagdgicas da
sala de aula. Considerando a aprendizagem como um conjunto de modificacdes de
comportamento decorrentes de uma situagao na sala de aula envolvendo professor e alunos, ela
se associa a gestdo de diferentes representagdes, ao uso de diferentes linguagens e a um
repertorio de manifestacdes e argumentacdes relativas a um determinado contetido em
Matematica (D’AMORE, 2007).

Todavia, o que ¢ aprendido em Matemadtica, conforme sugerem Radford, Schubring e
Seeger (2008), refere-se a objetos de natureza simbdlica e cujo acesso se da por signos que se
colocam no lugar desses objetos. Signo, segundo Peirce (2005), ¢ tudo aquilo que representa
alguma coisa para alguém em um determinado contexto. Assim, signos tém carater
representativo e visam tornar presente, estar no lugar de algo, sem, entretanto, ser esse proprio
algo. Portanto, conforme aponta Santaella (2008), o signo tem um papel de mediador entre algo
nao diretamente acessivel e um intérprete.

A mediagao por signos entre objetos matematicos e os alunos (intérpretes) remete a uma
perspectiva semiotica para o ensino e a aprendizagem da Matematica nos diferentes contextos
educacionais. Duval (2011), neste sentido, pondera que os problemas especificos que os alunos
enfrentam em relacdo a aprendizagem da Matematica “t€ém sua origem também na situacao
epistemoldgica particular do conhecimento matematico e ndo somente na questdo da

organizagdo pedagogica das atividades na sala de aula” (DUVAL, 2011, p. 11).
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Otte e Barros (2015) propdem uma discussao relativa a necessidade da transicdo de uma
interpretagdo ontologica para uma interpretacao semiotica da Matemadtica. Particularmente, os
autores sugerem uma reflexao sobre a questao: em que sentido os objetos matematicos existem?
Relativamente a essa questao, os autores argumentam que, se, por um lado, a operacdo com 0s
conceitos abstratos em Matematica foi considerada inadequada e incerta, por outro lado, os
signos tém a funcdo semiotica de torné-los presentes em nossa experiéncia sem, entretanto,
fazer reivindicagdes existenciais, como pondera Peirce (2005).

Hoffmann (2006) aponta que a atividade matematica, seja na sala de aula ou fora dela,
¢ realizada por meio da construgdo, transformagao e interpretagao de signos. Assim, considerar
a aprendizagem em Matematica sob uma perspectiva semidtica implica em dirigir a atengo
para os signos como meios de pensamento, de raciocinio, de significacdo, conforme sugerem
D’Amore, Pinilla e Iori (2015). Nesta perspectiva semidtica a aprendizagem diz respeito ao
desenvolvimento da competéncia do aluno para se expressar por meio de representacoes’
apropriadas. O termo apropriadas, segundo Hoffmann (2006), ndo se refere apenas ao uso de
representacdes convencionadas no ambito da Matematica, mas, sobretudo ao entendimento de
relacdes entre estas representagdes € o objeto matematico representado.

Nessa linha de pensamento, Santi e Sbaragli (2008) se referem ao processo adaptativo
com que os alunos precisam lidar para aprender determinado conteido em Matematica,
considerando que as relagdes entre objetos e signos que funcionaram bem em uma situacao
poderdo ser ampliadas ou revistas em outra.

Esta problematica pode gerar o que Erlwanger (1975) caracteriza como misconcepgoes.
Uma misconcepgdo, para esse autor, ¢ entendida como um conceito equivocado e, conforme
afirma Nesher (1987, p, 35), a “nog¢do de misconcepgdo denota uma linha de pensamento que
causa erros resultantes de uma premissa incorreta”. Para Erlwanger (1975), uma misconcepgao
¢ uma estrutura do conhecimento que pode ser ativada em uma variedade de situagdes e pode
ser resistente a mudangas, podendo até competir com o conhecimento correto relativamente a
algum conteudo especifico. Por exemplo, ao ser introduzida a regra de derivada de uma funcdo
polinomial f{x)=x" (n#0) como sendo f”(x) = n.x""!, alguns alunos passam a usar que se f{x)=x"
entdo /(x) = x.x*"!, o que é um equivoco.

D’Amore (2007) sugere que desfazer uma misconcepcao € um passo que os alunos

! Para Peirce (2005), representar algo ¢ uma fung@o do signo de modo que esse autor caracteriza assim a relagao
entre signo e representacao: quando se deseja distinguir entre aquilo que representa (representar no sentido de estar
no lugar do objeto) e o meio usado para ter acesso aquilo que se representa, pode-se denominar o primeiro de
‘signo’ e o ultimo de ‘representacdo’. Ou seja, aquilo que estd no lugar do objeto é o signo; aquilo que usamos
para ter acesso ao signo que esta no lugar do objeto € a representagao.
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podem dar apoiados em uma organizagdo pedagdgica que inclui situagdes didaticas que lhes
permitem aprender. Assim, para o caso da derivada, por exemplo, o professor precisa estruturar
uma nova situagao para a sala de aula para que este equivoco seja transponivel e a derivada da
funcio fx) = g(x)"®, que inclui o caso da funcdo f{x)=x", seja aprendida.

Neste contexto ganha destaque uma organizagdo pedagogica que inclui situacdes
didaticas que proporcionem a produg¢ao, a a¢do e a interpretacao de signos e representacdes que
oportunizem ao aluno lidar com o objeto matematico em diferentes situacdes e ultrapassar
possiveis misconcepgoes.

No presente artigo dirigimos nossa atengao as possibilidades viabilizadas por atividades
de Modelagem Matematica para a produgdo e interpretacdo de uma variabilidade de signos e
representacdes visando a interpretacdo ou a investigacdo de uma situagdo da realidade. Neste
sentido, conforme defendem Brito e Almeida (2021), atividades de Modelagem Matematica
podem intermediar a aprendizagem, favorecendo condi¢des para sua ocorréncia.
Particularmente, o objetivo do artigo consiste em discutir como alguns conceitos da Matematica
podem ser abordados na sala de aula em atividades de Modelagem, explorando a interlocucao
com a Semiotica, de modo que se pode-se construir uma interface entre Modelagem Matematica
e Semiotica. A construcao dessa interface ¢ mediada pela analise dirigida ao desenvolvimento

de duas atividades de Modelagem Matematica.

2 Modelagem Matematica

Em termos gerais, a Modelagem Matematica se refere a obtengdo de uma solugdo para
um problema identificado em uma situagdo da realidade e inclui a construcao e validagdo de
um modelo matematico (ALMEIDA, 2018; BLUM, 2015; ARAUJO, 2021; MEYER, 2020;
POLLAK, 2015, entre outros).

A constru¢do e o uso de modelos - modelos matematicos — para explicar, entender,
interpretar ou fazer previsdes para situagdes da realidade usando Matematica ¢, portanto,
elemento central em atividades de Modelagem Matemadtica. Um atributo inerente a um modelo
matematico ¢ que ele, de alguma maneira, articula elementos de dois dominios que, de modo
geral, tém linguagens distintas: o dominio da situacdo da realidade (R) e o dominio da
Matematica (M). A articulagdo desses dominios ndo € um processo automatico, mas ¢ realizada
por alguém, um modelador (no ambito da area de Educacdo Matematica ¢ um professor, um
aluno ou um grupo de alunos), que seleciona aspectos do dominio R e do dominio M e os

articula por meio de um ato intencional, que aqui denotamos por A.
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Considerando os elementos dos dois dominios bem como o ato intencional, a0 modelo
matematico se associa uma tripla (R, A, M), como indicam Niss e Blum (2020) e Niss (2012).
Segundo estes autores, a definicdo de um modelo matematico se completa com a caracterizagao
dessa tripla. Neste sentido, 0 modelo matematico, para além de uma estrutura matematica (como
uma fun¢do ou uma equacao, por exemplo) ¢ um modelo de algo reconhecido no dominio da
realidade e ¢ construido usando elementos do dominio da Matematica.

Ha, entretanto, diferentes possibilidades para o modelo matematico (R, A, M) assim
definido, considerando que escolhas e decisdes do modelador selecionam os elementos de R e
de M. Este processo de acdes e de escolhas ¢ o que Niss e Blum (2020) caracterizam a
Modelagem Matematica particular de cada individuo ou grupo.

No contexto da sala de aula, as a¢des dos alunos em atividades de modelagem tém
relagdo com o que eles aprendem por meio dessas atividades. Kaiser (2020) e Wess et al. (2021)
sugerem que as reflexdes em relacdo ao que se aprende com essas atividades podem se
categorizar em duas correntes: (a) aquela em que o foco ¢ a formagdo matematica dos alunos
que vai acontecendo na medida em que eles desenvolvem habilidades para criar ou interpretar
relacdes entre Matematica e realidade, denominada cientifica humanista, e vem respaldada no
pensamento de Hans Freudenthal; (b) aquela em que se da énfase as habilidades dos alunos para
usar a Matematica na proposi¢ado e resolucao de problemas da realidade e ¢ reconhecida como
corrente pragmatica, tendo suas origens nas argumentacdes de Henry Pollak. Todavia, € preciso
reconhecer que, embora no desenvolvimento de atividades de Modelagem possa se dar mais
énfase a um aspecto do que a outro, ¢ indissociavel a aprendizagem relativa a Matematica e
aquela relativa a sua aplicacdo em um problema da realidade.

Swan, et al. (2007) sugerem que a construcdo de modelos matematicos favorece a
aprendizagem da Matematica porque demanda o uso de diferentes tipos de representacdes e
estimula a comunicacéo entre os estudantes com essas representacdes.

Almeida e Silva (2017) apresentam um estudo em que aquilo que os alunos aprenderam
em uma atividade de Modelagem Matematica decorreu do processo de semiose (a acdo dos
signos) e se deu mediante a articulacdo de elementos da situacdo da realidade com contetidos
da Matemaética. Seguindo esta linha de investigagdo, no presente artigo construimos uma

interface entre Semiotica e atividades de Modelagem Matematica.

3 Sobre Semidtica e o uso de signos na Educacio Matematica
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De modo geral, a Semidtica é associada a doutrina geral que trata dos signos. No
decorrer do tempo os focos da Semidética passaram da conceitualizacdo e da natureza do signo
para a investigacao da sua funcdo no pensamento e na interacdo humana.

Para Eco (2003), signo € um substituto significante de algo e, conforme afirma Santaella
(2008, p. 8),

[...] signo pode ser qualquer coisa de qualquer espécie (uma palavra, um livro, uma
biblioteca, um grito, uma pintura, um museu, uma pessoa, uma mancha de tinta, um
video etc.) que representa outra coisa chamada de objeto do signo, e que produz um
efeito interpretativo em uma mente real ou potencial.

Peirce (2005) reconhece o signo como uma unidade triadica e indissociavel composta
por trés elementos: um representamen (a parte material do signo), um objeto (aquilo a que o
representamen remete), interpretante (algum significado que decorre da relagdo entre objeto e
representamen). Whitson (1997), em sua prerrogativa conhecida como cogni¢do como processo
semiotico, ilustra este reconhecimento de signo pelo exemplo: objeto —previsdo de chuva;
representamen —os dados meteorologicos (bardmetro indicando queda da pressdo do ar);
interpretante — levar guarda-chuva ao sair. O interpretante, levar guarda-chuva ao sair, ¢
resultado da significacdo de um intérprete (aquele que vai sair com o guarda-chuva) para os
dados meteorologicos que indicam chuva.

No ambito da Matematica, historicamente Galileu Galilei (1564-1642), e mais
recentemente David Hilbert (1862-1943), embora com concepg¢des distintas, delinearam
aproximacdes entre a semiotica e a Matematica. No decorrer do tempo, todavia, embora os
aspectos essenciais da teoria semidtica ndo variem, ¢ lhes acrescentada outra ordem de
consideragdes, de modo que o foco passa a ser o uso dos signos € o comportamento semidtico.
Conforme afirma Steinbring (2006), os signos usados no contexto da Matemadtica podem ser
vistos como meios para codificar, comunicar e viabilizar a expressdo e a representacdo dos
objetos matematicos.

Radford, Schubring e Seeger (2008) reconhecem que a Educacdo Matematica é uma das
areas em que as repercussdes da Semidtica tém grande relevancia. De fato, ensinar e aprender
Matematica sdo processos subordinados a sistemas de simbolizacdo, abstracdo e generalizagdo
gue envolvem aspectos culturais, sociais e cognitivos.

Segundo Ernest (2006), abordar o ensino e a aprendizagem da Matematica numa
perspectiva semidtica € uma iniciativa promissora por meio da qual se busca compreender
signos e suas regras de producdo. A produgdo e manipulagcdo de signos de naturezas diversas
viabilizam aos alunos novas interpretagdes do que conhecem sem abrir mao do que ja estava

previamente em sua estrutura cognitiva, mas os leva a reconhecer os objetos matematicos em
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diferentes sistemas semioticos. Ainda para Ernest (2006, p. 69), um sistema semiodtico €

caracterizado a partir de trés aspectos:

Primeiro, ha um conjunto de signos, cada um dos quais, possivelmente, possa ser
pronunciado, falado, escrito, desenhado ou codificado eletronicamente [...]. Segundo,
existe um conjunto de regras de producao de signos, para produzir ou proferir signos
atdmicos (unicos) e moleculares (compostos) [...]. Terceiro, hdA um conjunto de
relagdes entre os signos e seus significados incorporados em uma estrutura de
significado subjacente.

Vaérias pesquisas tém se enderecado a uma analise semiotica das a¢fes dos alunos no
ambito de aulas de Matematica (PANERO; ARZARELLO; SABENA, 2016; ALMEIDA e
SILVA, 2015, entre outros). Resultados indicam que a aprendizagem, quando associada a
producdo e acdo de diferentes signos, pode se constituir relativamente a uma variedade de
representacdes e significados do objeto matematico e, como sugerem D’ Amore, Pinilla e Iori
(2015), ela tem natureza semiotica.

Entretanto, para Eco (2003), por exemplo, a rede de significacbes requerida para que
ocorra a aprendizagem, pode ser bastante variada e complexa, considerando diferentes sistemas
semidticos que podem ser ativados nas situacdes didaticas da sala de aula. No caso da
Matematica, € preciso considerar que diferentes facetas do significado de um objeto precisam
se articular para a construcdo cognitiva do aluno em relacéo a esse objeto ao invés de considerar
a univocidade que o signo (representamem) pode expressar (D’AMORE; PINILLA; IORI,
2015).

4 Modelagem Matematica e Semiotica: a configuraciio de uma interface

Para discutir como alguns conceitos da Matematica podem ser abordados na sala de aula
em atividades de Modelagem e evidenciar como a interlocu¢ao com a Semiotica pode favorecer
a discussao e a aprendizagem de alguns conceitos da Matematica na sala de aula em atividades
de Modelagem Matemadtica, referimo-nos a dois cendrios didaticos relativos ao
desenvolvimento de duas atividades de Modelagem por grupos distintos de alunos em aulas
ministradas pelos autores do presente artigo, sendo uma no Ensino Superior e outra na Educagao
Bésica.

Para a nossa interpretacdo das acdes e assertivas dos alunos, usamos dados que foram
coletados no decorrer do desenvolvimento dessas atividades fazendo gravacdes das aulas que
incluem dialogos entre alunos e professor, bem como as informagdes que constam em relatorios
das atividades entregues pelos alunos.

A nossa analise segue encaminhamentos de uma pesquisa qualitativa de modo que a
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interpretacdo dos autores em relagdo aos dados coletados ¢ descritiva. A analise que conduz a
essa interpretacdo se fundamenta no quadro teorico relativamente & Modelagem Matematica e

a Semiotica com a finalidade de elucidar o que os dados indicam em relagao ao pesquisado.

4.1 Cenario 1: Revisitando conceitos e ultrapassando uma misconcepcao

Este cenario refere-se a duas aulas da disciplina de Modelagem Matematica na
Perspectiva da Educagdo Matematica para alunos do quarto ano de um curso de Licenciatura
em Matematica. Nestas aulas deu-se o desenvolvimento de uma atividade de Modelagem com
a tematica A temperatura da terra: o aquecimento global. Este tema foi sugerido aos alunos
pela professora e as aulas, devido as restricdes impostas pela pandemia do Covid -19, foram
realizadas em encontros virtuais usando o Google Meet no segundo semestre do ano de 2020.

O interesse inicial dessa tematica se deu a partir de uma reportagem de televisdo em
que, numa discussdo sobre as situagdes climaticas ambientais, foi informado que, 8 medida que
o mundo parava para combater a pandemia do Covid-19, houveram relatos de melhoria na
qualidade do ar em alguns locais. Uma discussdo com os alunos sobre essa situagao da realidade

considerou, entre outros aspectos, aqueles ilustrados na Figura 1.

Os dados mais recentes da Administracdo Nacional Ocednica e Atmosférica dos Estados Unidos
(NOAA) mostram que os niveis globais de diéxido de carbono (CO,) estdo aumentando
acentuadamente. Em abril de 2020, a concentragdo média de CO, na atmosfera era de 416,21 partes
por milhdo (ppm), a mais alta desde o inicio das medigdes, que comegaram em 1958, no Havai, muito
embora inimeros tratados no decorrer dos anos tenham se destinado a discutir i impor medidas de

contengdo da produgdo de CO, conforme indica a figura.
Informagdes do Painel

Enquanto a governanga global discute, a concentragéo de CO2 aumenta Intergovernamental sobre Mudangas
Climaticas (IPCC), previsto para
2021-22:

v 0 mundo provavelmente
excederd 1,52 C entre 2026 e
2042 em cenarios onde as
emissées nao sdao reduzidas
rapidamente, com uma
estimativa central em 2031;

v" O limite 22 C provavelmente
serd excedido entre 2034 e 2052
no cendrio de emissées mais

Mauna Loa Monthly Averages  Curva de Keeling
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340 v" Em um cendrio de mitigacdo
330 modesta — onde as emissdes
il .W, permanecem  proximas  aos
Lkl 1974 = 4 bie Lo\ iveis atuais — o limite 22 C seri
0 vV niveis atuais — o limite 22 C seria

3 bilhdes habitante excedido entre 2038 e 2072,

1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020 com uma mediana em 2052.

Um dos maiores efeitos da alta concentragdo de CO, é o aumento da temperatura global

Figura 1- As informagdes sobre a situagao da realidade
Fonte: Construido pelos autores (2021).

A discussdo com os alunos conduziu a uma estruturagdo para a defini¢do do problema:
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Qual serd a temperatura média global no ano de 2052? A partir desse problema, teve inicio a

matematizagdo dessa situacdo visando obter uma resposta a partir dos dados. O

desenvolvimento da atividade se deu conforme indica a Figura 2.

A temperatura da terra: o aquecimento global

Situacao darealidade .
Uma reportagem de televisio relativa as situacio Matematizacio Modeloobiido
climatica sugere que no ano de combate a pandemia do a) A sequéncia de temperaturas no decorrer T(1)=17,34-3,4578 e 0.0412(-1979)
Covid-19 houve melhoria na qualidade do ar. Entretanto, do tempo € uma sequéncia monétona. para 1> 1978
os dados ndo confirmam isso e um dos maiores efeitos Hipotese: Essa sequéncia é limitada. -

do CO, na atmosfera & o aumento da temperatura global. Resposta para o problema: Qual sera a

Construgio do modelo matematico
temperatura global no ano de 2052?

Premissa: Existe relacio entre a concentragio de CO, e a  Usar o método de Ford-Walford para

temperatura global. determinar o valor de estabilidade das T(2052)=17,34-3,4578 ¢ 004122052-1978)
Informacdo: O limite de 2° C provavelmente serd excedido  temperaturas. (Estabilidade decorre da
entre 2034 e 2052 no cenario das emissoes altas. condicdo de que a sequéncia de temperaturas Temperatura global da terra sera de,
Hipétese usada para definir o problema: Vamos ¢ uma sequéncia de Cauchy( I, =T,). aproximadamente, 17.17 °C
considerar que o limite de 450 ppm na concentragdo vai  Interpretacio dos resultados e validagio
ocorrer por volta doano de 2052. Temperatura global em 2020: 14,95 °C; Validago do resultado
Problema: Qual serd a temperatura global no ano de 20522 Temperatura global em 2052: 17, 17 °C O modelo obtido
Variaveis Um aumento de, aproximadamente 2.2 °C pode . Ser
T Temperarlu‘a média global (OC): O que acontecerd com a temperatura média da superficie com a continua emissdo de CO, ‘c:::f;gelag:m a
i: Intervalos de tempo (5 anos) 80 . . . RS da
Informacao sobre as temperaturas g temperatura
g 40 - - global nas
Periodo' | | TQ [ Periodo’ | i7 | T0) e | proximas décadas
1965-1969 | 0 | 13914 |1995-1999 | 6 | 14476 % 20 4 L h e B em um 0f11é1'io
1970-1974 | 1 | 14,002 |2000-2004 | 7 | 14,582 é f—— | ’° i °" daerii RCEZH sem reducio de
: : 3 00 | oousasigut | rj'? co
1975-1979 | 2 | 14026 | 20052009 | 8 | 1479 E: ange forlow Qﬁ\u 3 \
1980-1984 | 3 | 14254 |2010-2014 | 9 | 1489 20 ; ; 2
1900 1950 2000 2050 2100 m( C)
1985-1989 | 4 | 14274 |2015-2019 | 10 | 1499 wiag ™ AT c‘o‘ SRS D)
1990-1994 | 5 | 14316 2020:14,95  2052: 17,17 41617 para 450

Figura 2- A atividade de Modelagem Matematica desenvolvida pelos alunos
Fonte: Construido pelos autores (2021)

A Modelagem Matematica dessa situacao da realidade promoveu e, a0 mesmo tempo
foi mediada, por duas discussdes particularmente interessantes que detalhamos nas duas se¢des

a seguir.

4.1.1 A matematizacio da situacao e o conceito de sequéncia limitada

A matematizacdo da temperatura global se baseia numa hipotese fundamental usada
nessa situagdo: a temperatura global nao sera infinitamente grande. Se as temperaturas médias
da terra (indicadas na tabela que esta na Figura 2) formam uma sequéncia, como ela se relaciona
com essa hipotese?

A sequéncia que deveria ser estudada para proporcionar a obtencao de uma solugdo para
o problema “Qual sera a temperatura global no ano de 2052?” ¢ o objeto matematico que
precisa ser apreendido pelos alunos. Ou seja, como lidar com a sequéncia de temperaturas

(13,914, 14,002 , 14,026 , 14,254 , 14,274 , 14,316, 14,476 , 14,582, 14,79 , 14,89, 14,99, ...)
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para determinar a temperatura global no ano de 2052? A discussdo dessa questdo conduziu a
identificacdo de um ponto importante em torno do qual os alunos demonstrariam o que podemos
referir como uma misconcepgao: o que ¢ uma sequéncia limitada?

Uma discussdo com os alunos encaminhada pela professora revela que, pelo menos
alguns alunos, tinham conceito equivocado do que ¢ uma sequéncia limitada, conforme indica
transcri¢do de parte da aula:

P: Entdo a sequéncia das temperaturas é uma sequéncia limitada. Certo, mas o que é uma

sequéncia limitada?

Al: Sequéncia limitada é a que tem limite, professora!

P: E isso, turma?

A2: Sim, se a sequéncia é limitada entdo ela tem limite, sim professora.

P: E isso mesmo?

Al: Sim, professora, foi o que a gente ja estudou em outra disciplina

(Audio-visual da aula transmitida via Google Meet, 2021).

Este didlogo gerou uma intervencao da professora que, sem interferir na matematizacao
da situagdo da realidade, foi fundamental para que esses alunos sinalizassem que a ideia
equivocada de que sequéncia limitada ¢ aquela que tem limite foi ultrapassada. De fato, a
definicdo de sequéncia limitada é: Uma sequéncia (xn) de niumeros reais ¢ limitada se existem
a e b dois numeros reais tais que a@ < xn < b para todo nimero » natural. Isto quer dizer que todos
os termos da sequéncia pertencem ao intervalo [a,b] (LIMA, 1982).

A professora apresentou aos alunos a defini¢do de sequéncia limitada e o exemplo
(x»)=(-1)" e solicitou que usassem outras representacdes para essa sequéncia. Os alunos entdo

compartilharam na tela o que haviam feito, incluindo representa¢des como aquelas contidas na

Figura 3.
(i) &x,)=C-1)"
(ii) ()=(..-1, 1,-1,1,-1, 1, ...)

(iii) Cada termo x,, da sequéncia corresponde
a um ponto do plano

0 1 2 3 4 ..neN

Figura 3 — Diferentes representagdes da sequéncia
Fonte: Dados da pesquisa (2021).

A partir dessas representacdes, um didlogo foi direcionado pela professora para que os
alunos percebessem o seu equivoco conceitual.

P: Vejam essa sequéncia turma (x,)=(-1)". Ela é uma sequéncia limitada?
Varios alunos responderam. Sim, professora!
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P: Por qué?

A2: Porque da pra achar a e b como pede na defini¢do que a senhora apresentou.

P: Certo. Quais podem ser a e b, por exemplo?

A3: Ah, acho que da pra pegar a=-1,5 e b=1,5, ndo da?

Varios alunos responderam: Da sim, né professora?

P: Isso, a e b atendem a condi¢do de a < x, < b para todo numero n natural. Vejam na
representacdo de vocés, por exemplo, (Figura 3).

P: Mas agora a minha pergunta para vocés é. essa sequéncia tem limite? O que significa uma
sequéncia ter limite? Qual é a defini¢do de limite de uma sequéncia de numeros reais?

Al: Ter limite ndo ¢ ser limitada né?

A2: Professora, acho que tem que falar que ¢ sequéncia convergente, ndo é, se ela tem limite?
P: Muito bem, mas o que é limite de uma sequéncia?

(Audio-visual da aula transmitida via Google Meet, 2021).

Em seguida, parte da aula foi destinada a definicdo de limite de uma sequéncia e, por
consequéncia, sequéncia convergente. Os alunos entdo produziram representacdes para

sequéncia limitada e sequéncia convergente conforme ilustra a Figura 4.

Limitada as<x,<b (x,)=(-1)" Convergente limx, =L limi =0
N =
b=1,5
1, . ° 1
%
0 1 2 3 4 .nenN °| 1 2 3 4 5.nenN
4 ¥ .
a=-1,5

Figura 4 - Sequéncia convergente e sequéncia limitada
Fonte: Dados da pesquisa (2021).

Para retomar a problematica da situacao da realidade em estudo, entretanto, era preciso
retomar a defini¢do de sequéncia limitada e identificar porque uma sequéncia limitada pode ndo
ser convergente. Com esta finalidade foi apresentado o teorema “Toda sequéncia mondtona e
limitada é convergente.” (LIMA, 1982, p. 86).2

O entendimento de que a sequéncia do exemplo (x,)=(-1)" , sendo uma sequéncia
limitada ndo ¢ uma sequéncia convergente e, como o conceito de sequéncia convergente seria
util na matematizagao da situagdo da realidade em estudo, parece ter acontecido no decorrer de
um dialogo entre professora e alunos.

P: Pessoal, vejam, entdo ficou claro que a sequéncia (x,)=(-1)" ¢ limitada, certo?

Varios alunos responderam: Sim

P: Mas ela é convergente? Sim ou ndo? Por qué?

A2: Professora, ela ndo é convergente, e eu acho que é porque ela ndo é mondtona.

A4: Ela é limitada, mas ndo é convergente. Agora, porque ela ndo é convergente, eu sei dizer,
mas acho que ndo lembro como mostra.

P: Isso, muito bem! A sequéncia é limitada, mas ndo é convergente e isso podemos mostrar

2 E preciso observar que o teorema garante que se uma sequéncia é mondtona e limitada, entfo ela é convergente.
Entretanto, existem sequéncias que séo limitadas e ndo sdo mondtonas, mas sdo convergentes. Um exemplo

‘- , (="
classico é %
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usando outro teorema.

[..]

P: Muito bem, entdo o que precisamos concluir aqui é que sequéncia limitada ndo é mesma
coisa que sequéncia convergente. Também, que existem sequéncias que sdo limitadas, mas ndo
sdo convergentes, ou seja, ndo possuem limite. Portanto, sequéncia limitada ndo é aquela que
tem limite. Sequéncia que tem limite é chamada convergente, beleza?
Alguns alunos respondem afirmativamente com um sinal de positivo no chat!
P: Bem agora vamos voltar entdo a nossa situa¢do. Temos uma sequéncia de temperaturas,
certo?
A4: Temos as temperaturas nos diferentes anos.
A2: Essa ¢ monotona professora.

P: Isso mesmo, ela é crescente. Mas e dai, ela é limitada?

(Audiovisual da aula transmitida via Google Meet, 2021).

O que se evidencia nessas discussdes ¢ um entendimento equivocado da palavra
limitada no estudo de sequéncias. Ou seja, um representamem (a palavra limitada) com
significados (interpretantes) distintos. Se fora do contexto da Matemadtica a palavra limitada ¢
associada a existéncia de um limite, na Matematica o significado ¢ sutilmente distinto:
sequéncia limitada (a < x, < b) tem um significado distinto de sequéncia convergente (que tem

um limite limx, =L ). Ter limite e ser limitada ndo sdo coisas equivalentes em Matematica. Ter

n—o0
limitantes (superior ou inferior), como ¢ requerido de uma sequéncia dita /imitada, ndo ¢é
equivalente a ter um limite, que € caracteristica de uma sequéncia convergente. A representagao
(111) dos alunos (Figura 3) indica o que significa sequéncia limitada, mas ndo esclarece o que €
sequéncia convergente. Na representacdo da Figura 4, entretanto, parece se esclarecer para os
alunos o significado de cada palavra.

Destacar esses aspectos semioticos foi relevante para favorecer a aprendizagem dos
alunos e colaborou para que ultrapassassem a misconcepg¢ao gerada pelo uso de uma palavra
em diferentes situagoes.

Considerando que, na situagdo da sequéncia das temperaturas globais, ser limitada ¢é
uma hipotese assumida, foi dado continuidade ao desenvolvimento da atividade de Modelagem

Matematica conforme indica a Figura 2.
4.1.2 A construcio do modelo matematico e o significado de sequéncia de Cauchy
Para a constru¢do do modelo matematico visando determinar a temperatura global no

ano de 20523, a hipotese de que se trata de uma sequéncia limitada de temperaturas, leva ao uso

de dois resultados fundamentais necessarios para determinar essa temperatura: (1) Toda

3 Este é 0 ano em que, segundo as informagdes obtidas sobre a situagdo, a concentragdo de CO; atingira seu limite
maximo se mantidas as condi¢des de emissao de gases (Figura 2).
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sequéncia mondtona e limitada é convergente; (2) Toda sequéncia de numeros reais que ¢é
convergente (no conjunto dos niimeros reais) ¢ também uma sequéncia de Cauchy.

Embora os alunos ja tivessem tido contato com esses conceitos em outra disciplina do
curso, deparar-se com o uso do conceito de sequéncia de Cauchy na atividade de Modelagem
Matematica parecia algo nao esperado por eles, conforme indica transcri¢do de parte da aula:

P: Pessoal, entdo vejam: se a sequéncia de temperaturas é limitada, entdo podemos encontrar
um limitante (superior) que nesse caso refere-se ao valor de estabilidade da temperatura global.
Para isso nos vamos usar o método de Ford-Walford.

Al: Nos ndo estudamos esse método ndo, professora.

P: Exatamente, é isso que vamos fazer agora! O que significa um valor de estabilidade das
temperaturas?

[-]

P: Usando a notagdo da sequéncia de temperaturas, nos podemos escrever que a partir de um
determinado ano i temos Ti+1= T; . Por qué?

A2: A sequéncia é convergente né? Mas isso que a senhora falou é o qué?

P: Eis a pergunta! Podemos dizer que vale T; 1= T;?

Varios alunos: Ahmm!!

P: Vocés entenderam que, na medida em que a temperatura se aproxima do valor de
estabilidade, a diferenga entre as temperaturas de um ano para outro fica menor? Mas, como
podemos ter certeza de que isso acontece para essa sequéncia de temperaturas?

A3, A2: Nao sei mesmo, professora!

P: Mas vocés lembram que estudaram sequéncia de Cauchy? O que é isso?

A2: Acho que nos estudamos, mas ndo lembro bem. Da pra usar isso aqui?

P: Entdo vamos fazer assim: deixo 10min para vocés recorrerem ai ao seu material ou mesmo
a internet para lembrar o que é sequéncia de Cauchy

(Audiovisual da aula transmitida via Google Meet, 2021).

No seguimento da aula era preciso formalizar duas informacdes: (1) a definicdo de
sequéncia de Cauchy (Uma sequéncia (7;) ¢ uma sequéncia de Cauchy se, dado £ >0, existe i,
um numero natural, tal que se m,n > i, entdo |T,»-T,| <¢); (2) o uso do teorema: Toda sequéncia
convergente (no conjunto de nimeros reais) ¢ de Cauchy (LIMA, 1982).

O didlogo com os alunos entdo foi retomado:

P: Qual a relagdo da sequéncia de Cauchy com o nosso problema?

A3: Ah, professora, nunca vimos isso em uma aplicagdo. E esse negécio de uma temperatura
ficar perto da outra? (O aluno parece se referir a Tiri= Tj).

A4: E esse o significado entdo de ponto de estabilidade, da para saber que ele existe porque a
sequéncia é de Cauchy por causa do teorema que a senhora mostrou

(Audiovisual da aula transmitida via Google Meet, 2021).

Esse didlogo foi o meio pelo qual os alunos passaram a entender que, dada a sequéncia
de temperaturas (7;), a existéncia de um ponto de estabilidade ¢ descrita pela condicao 7+~ T;
para i suficientemente grande, de modo que esse valor de estabilidade 7" é dado pela condigdo
Ti+1= T= T". Essa condicdo, portanto, passa a dar significado para a definicdo de sequéncia de
Cauchy. Os sistemas semioticos que abrangem o conceito de sequéncia, de proximidade de

termos da sequéncia e de convergéncia de uma sequéncia se ampliaram para esses alunos. A
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relag@o entre o signo |7T-Tx| <e, ja reconhecido pelos alunos, foi associada nesta atividade de
Modelagem com uma sequéncia de temperaturas em que a diferenca entre elas nos diferentes
anos foi representada por T;+/~ T= T". Neste sentido, a manipulacdo desses signos associados
a um mesmo objeto proporcionou novas interpretacoes.

O modelo matemético (R, A, M), neste caso dado por T(f) =17,34-3,4578 ¢ 0-0412(-1978)
para t > 1978, representa como a situacdo da temperatura global e a Matematica foram
intencionalmente articulados nessa atividade de Modelagem. Ao modelo também se associa
uma representacdo em outro sistema semidtico (Figura 5) em que, o significado de valor de
estabilidade da temperatura da significado ao conceito de assintota, também ja conhecido pelos
alunos de contextos de aprendizagem relativos as disciplinas de Calculo Diferencial e Integral.
Assim, nesta atividade a gestdo de diferentes representacdes para sequéncia de Cauchy, bem
como o seu uso fora de um contexto puramente matematico favoreceu a apreensdo do seu

significado.

Temperatura media global no decorrer do tempo - estabilidade em 17,34 graus Celsius - No ano de 2052 sera de 17,17 graus

ano de 2052

t=73

temperatural17,17

)
17,34

| valordeestgbilidade
15

10

Figura 5- Uma representacdo do modelo construido
Fonte: Dados da Pesquisa (2021).

4.2 Cenario 2: A visualizacdo geométrica em uma atividade de Modelagem Matematica

Os dados para este cenario foram obtidos do desenvolvimento de uma atividade de
Modelagem Matematica por duas turmas do 9° ano do Ensino Fundamental com 35 alunos em
cada turma no decorrer de 5 aulas de 50 minutos ministradas por um dos autores do presente
artigo. Em cada aula os alunos foram organizados em pequenos grupos e orientados a investigar
a situacao, sugerida pelo professor, relativa aos tipos de amarrag¢do de cadar¢o de um ténis.

Nesta situagéo, 0 que se visa é determinar um percurso de comprimento minimo em que

o fio do cadarco, comegando do primeiro furo de um lado, deve percorrer todos os outros furos
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uma unica vez, saindo no primeiro furo do outro lado. Usamos a hipotese simplificadora de que
o calcado tem duas linhas paralelas verticais com seis furos distribuidos com igual distancia.
Além disso, vamos considerar trés tipos de amarracfes de cadarco expressos na Figura 6,
caracterizados em Prentice (2012), e chamados de método americano, europeu e sapataria.
Assim, determinar qual das trés amarragdes gasta menos cadargo significa explicar qual faz o

menor percurso para ir de A até L, passando uma Unica vez por todos os outros furos.

Método americano M¢étodo europeu Método sapataria
A L A L A L
B K B K B K
C J C ] C J
D 1 D \ D |
E H E H B H
F G F G F G

Figura 6- Representagdo de trés métodos para amarrar cadargos
Fonte: Adaptado PRENTICE, 2012.

Uma forma de encaminhamento para a matematizacdo dessa situacdo consiste em
empregar transformacdes geométricas, refletindo a amarracdo do cadarco numa malha
pontilhada. Como no nosso caso consideramos seis pares de furos, a malha tem seis linhas
horizontais e doze linhas verticais de pontos que representam os orificios do cal¢ado por onde
passa o cadarco. A distancia entre as linhas verticais refere-se a distancia entre os pares de furos
do calcado e, aquela entre as linhas horizontais, a distancia entre os furos de um mesmo lado.
As duas primeiras linhas verticais correspondem ao percurso original do cadar¢o na amarragéo.
A segunda e a terceira linha vertical correspondem a primeira reflexdo, a terceira e a quarta
linha vertical correspondem a segunda reflexdo e assim por diante, como ilustra a Figura 7

considerando o método americano.

Figura 7- Malha de pontos que representam os furos do calgado
Fonte: Dados da pesquisa (2018).

Construindo simulagdes de percursos nesta malha € possivel comparar os trés métodos.
Particularmente, comparando os percursos do método europeu e do americano, excluindo os
segmentos da amarra¢do que coincidem, sobram quatro triangulos congruentes entre si. Os dois
lados de cada tridangulo correspondem ao percurso pelo método europeu (A, J, Ce C, H, D) e

um lado pelo método americano (A, K, C e C, I, D) (Figura 8). Assim, usando a chamada
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desigualdade triangular* conclui-se que o percurso do método americano é sempre menor que
o do método europeu. De fato, usando d(x,y) como sendo a distancia entre x e y, para os pontos
da malha da Figura 8 e os lados dos triangulos construidos nessa malha, temos: o comprimento
do cadargo pelo método americano ¢ d(A, C) +d(C,D). J& pelo método europeu o comprimento
do cadarco ¢ [d(A,)) +d(J,C) +d(C,A) +d(H,D)]. Pela desigualdade triangular, d(A,C) < d(A,J)
+d(J,C) e também d(C,D) < d(C,A) +d(H,D).

A oL OA O o o o o o o Ao ol

BO K oB o o o o o o oK
Original Método americano Método europeu
co o Eliminando-se todosos o Co oY
segmentos comuns de
mesmo comprimento,
DO ol ob restam quatro triangulos o Do ol

congruentes.

EQ oH oF

of o o ) o o Fo o®

Figura 8 - Triangulos obtidos eliminando os segmentos coincidentes
Fonte: Dados da pesquisa (2018).

4.2.1 A interlocucdo da Modelagem com a Semiotica identificada nas acoes dos alunos

Na sala de aula com os alunos a atividade se iniciou com a leitura de um texto
(PRENTICE, 2012) que apresenta os trés métodos de amarracdo do cadar¢o (europeu,
americano e sapataria). A partir de uma explicagdo do professor relativamente a construcdo da
malha pontilhada e do significado do teorema relativo a desigualdade triangular, os alunos,
reunidos em grupos, iniciaram o trabalho de busca de uma resposta para o problema: Qual
método de amarragao utiliza menor extensao de cadar¢o?

Dirigimos nosso processo analitico para o uso de signos e suas representagdes
semioticas na construcdo de uma resposta para esse problema. Particularmente, no presente
artigo selecionamos trés momentos especificos do desenvolvimento da atividade de
Modelagem realizado por um grupo, buscando caracterizar, em cada momento, como € quais
representacdes semidticas foram ativadas e como se vinculam a obtengao de uma resposta para
o problema. A escolha para apresentar esses momentos decorre da identificacdo de que para os
alunos desse grupo a apreensdo de conceitos de Geometria, que proporcionaram a constru¢ao
de uma resposta para o problema, parece seguir trés estdgios em que as representacdes

associadas a diferentes sistemas semioticos foram se sofisticando. A seguir descrevemos esses

4 Propriedade geométrica que estabelece que: A soma dos comprimentos de dois lados de um triangulo sempre
excede o comprimento do terceiro lado, a menos que os trés lados estejam alinhados.
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trés momentos.

4.2.2 A compreensdo do problema revelada em um sistema semidético verbal e gestual

Referimo-nos aqui ao momento em que os alunos do grupo utilizaram uma imagem
impressa em uma folha de papel A4 para buscar a explicacdo de qual método de amarracdo
economiza mais cadarco (Figura 9). O momento registra uma conversa em que uma aluna do
grupo recorre a recursos semidticos verbais, gestuais, pictoricos ali disponiveis para explicar ao

professor porque um método € mais econdmico do que outro.

-

Figura 9 - O entedimento do problema expresso em um sitema semiotico particular
Fonte: Dados da pesquisa (2018).

Aluna: Ela d& menos voltas, 6. (indicando com o dedo a amarracdo que gasta menos cadargo
ilustrada na Figura 9). Ai sobra mais cadarco.

Professor: E em qual sobra menos cadargo?

Aluna: E essa aqui (referindo-se ao percurso pelo método europeu).

Professor: E por que vocé acha que ela gasta mais cadarco?

Aluna: E porque ela faz bastante voltas, 6. Ela faz bastante ziguezague, 6. Ela vai prd 1d, ela
volta, ela passa por baixo, 6. Entendeu? (indicando no desenho da Figura 9 o modo como a
amarragao gasta mais cadargo)

(Transcrigdo da gravagao da aula)

Esse momento revela uma identificacao e uma exploracao ingénua do problema em que
se da a observacdo e a descri¢dao informal de cada método de amarragao. Isso remete a um
estagio inicial do processo de visualizagdo geométrica, pois o que caracteriza a agdo da aluna ¢é
o uso de uma descrigdo puramente verbal e gestual para explicar a minimalidade de um percurso
em relagdo a outro num método de amarracao. O uso, por exemplo, da expressao ziguezague
para indicar que o método que realiza mais idas e voltas gasta mais cadar¢o ¢ um modo de
abordar o problema num sistema semiotico que nada tem a ver com a simbolizacdo matematica.
Esse momento, portanto, se caracteriza pela auséncia de representacdes incluidas em um

sistema semiotico-geométrico.

Bolema, Rio Claro (SP), v. 36, n.73, p.777-800, ago. 2022 793



ISSN 1980-4415
E DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v36n73a08

4.2.3 A elaboragdo de uma imagem esquematizada para resolver o problema

Efetuadas as medidas e apresentada uma explicacdo para a questdo de interesse, 0s
alunos foram convidados a fazer simplificacdes e a construir um modelo que simule o percurso
do cadarco em cada método. Utilizando as medidas j& obtidas, construiram, em uma malha de
pontos, uma representacdo plana do percurso do cadar¢co em cada método (Figura 10). O
momento que aqui descrevemos indica como os alunos desse grupo analisaram o percurso de
cada meétodo de amarracao na representacdo feita na malha. A conversa com um aluno revela
que ele mobiliza elementos semioticos da imagem esquematizada (Figura 10) para explicar por

gue um método é mais econdmico do que o outro.

Figura 10 - O uso de uma representagdo — a malha de pontos- para buscar a solu¢do do problema
Fonte: Dados da pesquisa (2018)

Professor: Ah! O que vocé chama de curvinhass sdo esses angulos formados aqui? Entdo
quanto mais angulos, mais longo é o comprimento da amarracao, é isso?

Aluno: E, eu acho que sim, porque 0 mais curto é o que tem menos..

Professor: Quantos desses angulos tém no método americano?

Aluno: S&o dois, ndo sdo? Porque vem... vem... € vem assim na diagonal, depois tem esse
pedacinho aqui na horizontal e volta na diagonal até o fim. Entdo sdo dois s6, mesmo.
(acompanhando sua fala com gestos apontando no desenho da Figura 10).

Professor: E os outros dois métodos, tém quantos desses angulos cada um?

Aluno: [...] (conta os &ngulos no desenhos da Figura 10). O europeu tem 10 e o da sapataria
também tem dez.

Professor: Entdo isso nao vale, ta vendo?

Aluno:Mas assim, por causa dos angulos, o método europeu ndo segue em linha reta, vai
formando triangulos, 6. Enquanto o americano vai direto, nesse lado aqui, 6, do tridngulo, o
método europeu vai por dois lados que esse angulo, aqui, 6. (empregando as palavras reta,
direto, tridngulo, lados e angulo para descrever o0s gestos de apontar e movimentar a méo para
indicar a direcdo do percurso do cadarco).

(Transcrigdo da gravacédo da aula)

Nesse momento os alunos utilizaram uma imagem esquematizada para entender e
explicar o problema de modo que ela lhes permitiu expor o problema verbalmente com a ajuda
de gestos que também fazem referéncia as ideias geométricas subjacentes ao problema. Ele
identifica, por exemplo, que o percurso com mais angulos e que forma mais tridangulos gasta
mais cadar¢o ¢ utiliza termos como diagonal, horizontal e vertical, sinalizando um
entendimento associado a uma representagdo em sistema semiotico que ja inclui informagdes

matematicas. Concluimos que esse momento constitui um estagio intermediario e se caracteriza
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pelo uso de representacdes que sinalizam uma transi¢ao, uma transferéncia de informagdes, da

comunicagdo puramente verbal e gestual para a visualiza¢do de propriedades geométricas.

4.2.4 Uma construcdo que viabiliza a visualizacdo geométrica para a solucao do problema

A partir da analise dos percursos dos cadar¢os na malha de pontos, os alunos passaram
para a atividade de matematizacao propriamente dita do problema, iniciando a investigacao por
meio de métodos experimentais e analiticos para a obtencdo do percurso de comprimento
minimo usando linguagem matematica. O meétodo experimental, nesse caso, consistiu em
efetuar as medidas dos segmentos na malha e relaciona-las aos angulos que esses segmentos
formam entre si. JA& 0 método analitico consiste em eliminar os segmentos coincidentes e
reorganizar os restantes com o objetivo de compara-los, construindo triangulos. Nesse caso, 0s
alunos utilizaram a propriedade geométrica da desigualdade triangular para justificar por que
um método de amarracao é mais econdmico do que outro. O momento aqui apresentado registra
a interpretacdo da solucdo e uma explicacdo de um aluno para o professor do porqué o método
americano gasta menos cadarco na amarracdo do ténis usando as imagens mostradas na Figura
11.

Figura 11- Um aluno explica a minimalidade do método americano utilizando a desigualdade triangular
Fonte: Dados da Pesquisa (2018)

Professor: E por que usando 0 método europeu 0 percurso é maior?

Aluno: Porque esses dois lados (mostrando para a imagem da Figura 10) que é o método
europeu... somando os dois fica maior do que o lado do método americano.

Aluno: E também o método americano é menor porque sempre a reta € o caminho mais curto.
Professor: E, mas explica isso ai com seu desenho.

Aluno: E porque essa reta aqui é o percurso que..., ¢ o tamanho da linha... da amarrag&o
americana como se estivesse estendida assim... e essa linha outra é a amarracéo do europeu
como se estivesse estendida. Entdo da pra ver que esse € maior (indicando com o dedo e com a
caneta o suas afirmativas no desenho da Figura 11).

(Transcrigéo da gravacédo da aula)

Os dados indicam que, nesse momento, os alunos utilizaram explicitamente
representacoes de signos que estdo no lugar de objetos matematicos, como triangulos, e medidas

de lados, visualizando uma propriedade que extrai uma informacgao do problema em estudo. Ou

seja, o que se da nesse momento ¢ uma visualizagdo geométrica da desigualdade triangular e
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que mobiliza representagdes proprias de um sistema semiotico que inclui signos e conceitos
matematicos.

A analise destes trés momentos relativos a agcoes dos alunos na atividade de Modelagem
Matematica sinaliza que a amarragao do cadar¢co de um ténis realizada de modo a restar mais
ou menos cadargo para o laco viabilizou aos alunos realizar transformagdes de representacoes
semidticas. Ou seja, nessa atividade, a construgdo da resposta para o problema passou pela
construgdo e mobilizagdo de representagdes, incluindo a construgdo de imagens esquematizadas
do problema da realidade que permitiram a transi¢do de uma descri¢ao verbal, gestual ou
pictorica para uma visualizagdo geométrica, em que a exploracao de propriedades, conceitos ¢
de um teorema (a desigualdade triangular) ativou um sistema semiotico proprio de um contexto

matematico.

5 Consideracoes finais

A andlise da abordagem de conteudos matemadticos em atividades de Modelagem
Matematica explorando a interlocu¢do com a semidtica nos leva a caracterizar uma interface
didatica entre Modelagem e Semidtica. Por um lado, essa interface se vincula a situagao
epistemologica particular dos objetos matematicos que so6 se tornam presentes por meio de
signos. Por outro lado, a Modelagem Matematica tem caracteristicas de uma organizacao
pedagdgica que nao se desvincula de uma variabilidade de signos e de uma eminente atividade
semidtica.

Se a aprendizagem se manifesta por modos de expressao, como sugere D’ Amore (2007),
0 que os alunos expressam na ativa¢do € no uso de signos e representagdes diversificadas
relativamente aos contelidos matematicos que emergiram nas atividades de Modelagem
Matematica sdo sinais de apreensdo conceitual e procedimental.

No Cenario 1, o significado de sequéncia de Cauchy como aquela que satisfaz a
condi¢do |T,-T»| < & para m, n >ip € como 1Ss0 se associa a construcao da solucdo para o
problema da temperatura global, foi sendo explorado por meio de diferentes representagdes e
interpretagdes que, embora ndo reivindicassem a existéncia de uma sequéncia de Cauchy,
possibilitaram aos alunos usé-la e associa-la a um fato real. Ao mesmo tempo em que esse fato
real — a temperatura média da terra no decorrer do tempo — subsidiou a significacao de sequéncia
de Cauchy, o uso desse conceito foi essencial para que uma solucdo para o problema fosse
construida.

Também no Cenario 1, o processo adaptativo requerido dos alunos para lidar com um
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objeto matematico em situagdes distintas, referido por Santi e Sbaragli (2008), foi requerido
dos alunos na atividade de Modelagem Matematica para superar uma misconcepg¢ao em relacao
ao significado de sequéncia limitada. Neste caso, aprender a diferencga entre sequéncia limitada
e sequéncia convergente foi um processo que se configurou na medida em que os alunos
olharam e lidaram com diferentes representacdes de sequéncias. Desfazer um pensamento
decorrente de uma premissa incorreta de que a sequéncia limitada ¢ sempre aquela que tem
limite, sem usar adequadamente teoremas que estabelecem as condi¢des adequadas para isso,
foi consequéncia da atividade semiodtica dos alunos proporcionada pela Modelagem Matematica
de uma situagado da realidade.

A natureza semioética da aprendizagem em Matematica, sugerida por D’ Amore, Pinilla
e lori (2015), se evidenciou na atividade de Modelagem Matematica relativa ao Cenario 2.
Neste caso, a resolucdo do problema geométrico de minimizar um percurso (o trajeto do cadarco
de um calgado) foi acontecendo por meio de signos e representacdes em diferentes sistemas
semiodticos, de modo que se caracterizaram trés estagios relativos ao uso de signos e sua
associacdo com a construcao da solucdo para o problema: uso de signos de um sistema gestual
e verbal para encaminhar uma solugao; o uso de representagdes que sinalizam uma transi¢ao da
comunicagdo puramente verbal e gestual para a visualizacdo de propriedades geométricas
associadas a solucdo; e, por fim, o uso de um sistema simbolico formal proprio de um contexto
matematico para propor uma solu¢do para o problema.

Assim, as atividades de Modelagem Matematica nos dois cenarios proporcionaram a
ativacdo de diferentes facetas do significado de conceitos mateméaticos de modo que o que pode
ter sido aprendido pelos alunos decorreu da intervencao e da utilizagao de signos. Ou seja, como
sugere Duval (2011), a aprendizagem ¢ sempre semiotica e aprender conceitos, algoritmos,
estratégias e argumentos ndo ¢ independente de lidar com uma diversidade de situagdes em que
aquilo que precisa ser aprendido se torna presente. Neste sentido, a Modelagem Matematica,
seja alinhada com a corrente cientifico humanista, seja em sintonia com a corrente pragmatica,
pode ser um meio para o enfrentamento dos problemas que D’ Amore (2007) caracteriza como
puramente diddticos que precisam ser enfrentados.

Caracterizamos, portanto, uma perspectiva didatico-semiotica para a Modelagem
Matematica que implica em considerar que, na sala de aula, sua relagdo com a aprendizagem
nao se desvincula de uma interface em que signos, de diferentes naturezas e provenientes de
diferentes sistemas semidticos, se articulam para resolver um problema cuja origem nao ¢, em
geral, a propria Matematica.

A caracterizacdo dessa perspectiva didatico-semiotica por um lado, se apoia em
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D’Amore (2007), ao sugerir que algo pode ser didatico se o ensino ¢ objeto de interesse e,
inspirados em Wenger (1998), podemos dizer que o ensino precisa ser estruturado de modo a
provocar aprendizagem. Por outro lado, em atividades de Modelagem Matematica, esta
aprendizagem estd vinculada a investigagao de situagdes da realidade, que, embora agregue
aspectos cognitivos, sociais e culturais e que extrapolam o dominio da Matematica, ndo ¢
independente da manipulagdo e da produgdo de signos que se da no interior de diferentes
sistemas semioticos. De fato, o modelo matematico constituido pela tripla (R, A, M) ndo tem
significado por si s6, mas seu significado para alguém (um aluno ou um professor, por exemplo)
se constitui relativamente a uma situagao da realidade e € resultado de uma atividade semidtica.
Assim, atividades de Modelagem Matematica na sala de aula sob esta perspectiva podem
fomentar condi¢des para a aprendizagem levando em consideragdo a natureza epistemologica

do que precisa ser aprendido.
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