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Resumen

El objetivo de este trabajo es ofrecer un modelo sobre el proceso de construccion de una trayectoria hipotética de
aprendizaje preliminar (THAp) en matematica y que es elaborada, en general, para aplicarla en un primer ciclo de
un experimento de ensefianza. Este modelo surge de la revisién de investigaciones sobre THA en el campo de la
Educacion Matematica. Se ejemplifica dicho modelo a través de la elaboracion de una THAp sobre sistemas de
ecuaciones lineales para el curso de Algebra Lineal en el nivel universitario.
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Abstract

The objective of this work is to offer a model on the construction process of a preliminary hypothetical learning
trajectory (pHLT) in mathematics and which is elaborated, in general, to be applied in the first cycle of a teaching
experiment. This model arises from the review of research on HLT in the field of Mathematics Education. This
model is exemplified through the elaboration of a pHLT on systems of linear equations for the Linear Algebra
course at the university level.

Keywords: Hypothetical learning trajectory. Linear Algebra. System of linear equations. Preliminary hypothetical
learning trajectory. Theoretical-analytical model of trajectory construction.

1 Introduccion

Una THA es un vehiculo para planificar el aprendizaje de conceptos matematicos y su
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disefio se basa en las concepciones previas de los estudiantes involucrados (SIMON; TZUR,
2004). La THA tiene tres componentes: la meta de aprendizaje, las tareas de aprendizaje y el
proceso de aprendizaje hipotético (SIMON, 1995). La THA puede aplicarse a unidades de
instruccion de diferentes longitudes (SIMON, 2014). En la literatura, se puede encontrar que,
en varios estudios, usan la definicion de THA de Simon (1995) o una basada en esta, pero le
designan el nombre de trayectoria de aprendizaje o progresion de aprendizaje.

El docente puede usar una trayectoria hipotética de aprendizaje (THA) para planificar
la ensefnanza, guiar la seleccion de tareas, facilitar la discusion en el aula y emitir juicios sobre
como sus estudiantes pueden diferir en la comprension de conceptos matematicos (CONFREY,
2019). Lo anterior sugiere que la construccion de una THA es una buena herramienta para
iniciar la planificacion de la ensefianza en matematica.

La investigacion sobre THA ha sido de interés para la comunidad cientifica del area de
Educacion Matematica. En el ano 2004, la revista Mathematical Thinking and Learning publico
un numero especial sobre THA (CLEMENTS; SARAMA, 2004). En el afio 2017, se efectud un
foro de investigacion en el 41st Annual Meeting of the International Group for the Psychology
of Mathematics Education (PME41) sobre la investigaciéon y el uso de progresiones de
aprendizaje (trayectorias) en Educacion Matematica (SIEMON et al., 2017).

Ademas, en los ultimos afos, se ha incrementado el disefio de THA para la ensefianza
primaria y, en menor medida, para la ensefianza secundaria y superior. Por ejemplo, algunas
THA para primaria se pueden encontrar en los trabajos de Clements y Sarama (2014), Simon et
al. (2018a) o Confrey, Maloney y Corley (2014). En tanto, ejemplos de THA dirigidas a
secundaria o bachillerato se pueden ver en los estudios de Aranda y Callejo (2010) o Mira
(2016). Finalmente, algunas THA enfocadas en contenidos matemadticos para el nivel
universitario se pueden observar en los trabajos de Andrews-Larson, Wawro y Zandieh (2017),
o Cércamo, Fortuny y Fuentealba (2021).

Ha sido tal la importancia de las THA que se han incorporado en la politica educativa
de algunos paises. Los ejemplos principales se ven en paises como Estados Unidos y Australia.
Estos ejemplos ilustran que el uso de las THA ha crecido significativamente (CONFREY ef al.,
2019).

La THA puede ayudar y orientar a los investigadores, desarrolladores de curriculos y
docentes (ANDREWS-LARSON; WAWRO; ZANDIEH, 2017). Para los investigadores, la
THA ilustra como los estudiantes podrian construir conceptos matematicos. Para los
desarrolladores de curriculos, la THA describe las posibles vias para el disefio curricular. En

tanto, para los docentes, la THA proporciona sugerencias y guias sobre las maneras de ayudar
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a sus estudiantes a construir un concepto matematico (ELLIS; WEBER; LOCKWOOD, 2014).

En resumen, una THA puede guiar la investigacion o la ensefianza porque especifica:
(a) los puntos de partida conceptuales y el objetivo de aprendizaje, (b) el proceso de cambio, es
decir, la transicion a través del proceso de aprendizaje hipotético y (c) las tareas que un docente
puede usar para involucrar a los estudiantes en actividades mentales hipotetizadas para fomentar
el cambio cognitivo previsto (SIMON et al., 2018b).

Las THA ofrecen una forma sistemadtica para que la investigacion se comunique tanto a
los docentes como a otros profesionales, con la finalidad de que la integren en su practica
educativa o donde la requieran. A su vez, las THA brindan una oportunidad para sintetizar la
investigacion existente de toda la comunidad internacional, lo que permite comprender las
diferencias en el aprendizaje de los estudiantes, basadas en diferentes culturas y paises
(CONFREY; MALONEY; CORLEY, 2014).

En la revision de la literatura que hemos efectuado, se presentan variados ejemplos de
THA, tanto preliminares (construidas previas a su aplicacion en el aula) como empiricas
(construidas a partir de la THA preliminar, pero considerando los resultados obtenidos de su
aplicacion en el aula). Sin embargo, en dichos ejemplos no se explicitan los pasos o el proceso
que se siguio para construir la THA preliminar (THAp). En otras palabras, no hemos encontrado
un modelo que explique paso a paso el proceso para construir una THAp para un concepto
matematico especifico.

A partir del contexto expuesto, el objetivo de nuestro trabajo es proponer un modelo
para un proceso de construccion de una THAp y ejemplificarlo, a través de la elaboracion de
una THA para sistemas de ecuaciones lineales (SEL) en un curso de Algebra Lineal dirigido a
estudiantes de primer afio de universidad. Con ello, queremos sistematizar los pasos que hay
detrés de esta construccion y el trabajo que, de acuerdo con Ellis, Weber y Lockwood (2014),
se requiere para identificar las diferentes etapas de transicion de un estudiante para construir un
cierto concepto matematico. De esta manera, pretendemos aportar a quienes estén interesados
en el desarrollo y la investigacion acerca de las THA. Esto porque consideramos que las THA
no solo pueden ser elaboradas por investigadores, sino que, también, por formadores de
docentes, docentes o desarrolladores de curriculos que tengan las herramientas y formacion

necesaria para ello.

2 Fundamentos para la construccion de una THAp

La construccion de una THAp involucra el disefio de sus tres componentes, es decir, el
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objetivo de aprendizaje, las tareas de aprendizaje y el proceso de aprendizaje hipotético.
Consideramos que el modelo a seguir para construir una THAp debe incluir los
siguientes pasos: (1) elegir el enfoque tedrico que orientard la construccion de la THAp, (2)
seleccionar el objetivo de aprendizaje e identificar el concepto matematico que se vincula a la
THADp, (3) revisar estudios de Educacion Matematica relacionados con el concepto matematico
de interés para la THAp y (4) examinar material curricular (especialmente libros de texto) que
incluya el concepto matematico de interés para la THAp. A continuacion, justificamos cada uno
de estos pasos a través de lo sefialado en diferentes investigaciones sobre THA en el campo de

la Educacion Matematica.

2.1 Enfoque tedrico que orienta la construccion de una THAp

La construccion de una THAp requiere de, al menos, un enfoque teorico que guie su
construccion y que puede ser variado. Por ejemplo, Simon ef al. (2004) afirman que el disefio
de una THA demanda el uso de un enfoque sobre el cambio cognitivo para formular hipdtesis
meticulosas de como los estudiantes pueden presentar sus concepciones previas y
transformarlas hasta lograr una concepcion de un nuevo concepto matematico. En tanto, Peck
(2020) considera como fuente para construir una THA, teorias del aprendizaje que describan el
aprendizaje como un proceso cultural en el que los artefactos se reinventan y objetivan.

En la mayoria de los estudios que presentan THA se mencionan variados enfoques
tedricos que guian su construccion. Entre estos enfoques tedricos se encuentran: el
interaccionalismo jerarquico (SARAMA; CLEMENTS, 2009), el mecanismo de reflexion
sobre la relacion actividad-efecto (SIMON; TZUR, 2004), la heuristica de disefio de los
modelos emergentes (GRAVEMEIJER, 1999) y las tres heuristicas de disefio instruccional de
la Educacion Matematica Realista (FREUDENTHAL, 1983). Dichos enfoques teoricos dan
origen a estudios de THA que pueden ser de marcadores o de transicion (TZUR, 2019).

Especificamente, hay investigaciones que describen un enfoque tedrico tanto para la
construccion de las tareas de aprendizaje como para el proceso de aprendizaje hipotético
(CLEMENTS; SARAMA, 2004; ARANDA; CALLEJO, 2010). En tanto, otras sefialan dos
enfoques tedricos para la construccion de estas dos componentes de la THA (CARCAMO;
FORTUNY; FUENTEALBA, 2021; TRIGUEROS; POSSANI, 2013). Por ejemplo, el trabajo
de Aranda y Callejo (2010) describe una THA para construir el concepto de dependencia lineal
y usa como enfoque tedrico el mecanismo de reflexion sobre la relacion actividad-efecto

(SIMON; TZUR, 2004).
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Por su parte, el trabajo de Carcamo, Fortuny y Fuentealba (2021) presenta una THA para
los conceptos de conjunto generador y espacio generado, y utiliza dos enfoques tedricos para
construir esta. Los autores mencionados consideran el mecanismo de reflexion sobre la relacion
actividad-efecto (SIMON et al., 2004) para el disefio del proceso de aprendizaje hipotético y la
heuristica de disefio de los modelos emergentes (GRAVEMEIJER, 1999) para la elaboracion
de las tareas de aprendizaje de su THA.

La seleccion del enfoque teorico que orientara la construccion de la THAp determinara
la naturaleza de las tareas de aprendizaje y el tipo de descripcion del proceso de aprendizaje
hipotético. Por ejemplo, si se consideran teorias socioculturales para su construccion, aspectos
tales como lo social y cultural adquiriran importancia.

Una vez que se ha definido el enfoque tedrico que guiard la construccion de la THAp,
el siguiente paso en el proceso de construccion de la THA, es seleccionar el objetivo de

aprendizaje e identificar el concepto matematico que se vincula con ella.

2.2 El objetivo de aprendizaje y el concepto matematico que se vincula con la THAp

El objetivo de aprendizaje es la primera componente de la THA que se elige o construye
porque proporciona una direccion para la THA que se elaborara (SIMON, 1995). El objetivo de
aprendizaje se puede tomar de una variedad de fuentes que incluyen el programa del curso, los
documentos de normas del National Council of Teachers of Mathematics o los marcos
curriculares estatales (SLEEP, 2009). En particular, el objetivo de aprendizaje ayuda a pensar y
orientar el disefio de las otras dos componentes de la THA, o sea, las tareas de aprendizaje y el
proceso de aprendizaje hipotético (SIMON; TZUR, 2004).

El objetivo de aprendizaje juega un papel fundamental en la construccion de cualquier
base de conocimiento para la ensefianza. Por esta razon, el objetivo de aprendizaje debe ser lo
suficientemente especifico y preciso de tal forma que sugiera los tipos de intervenciones que
pueden ayudar a los estudiantes a alcanzarlo (JANSEN; BARTELL; BERK, 2009). La
especificidad del objetivo de aprendizaje dependera de la profundidad que se quiere alcanzar
en la construccion del concepto matematico y del tiempo que se dispone para lograrlo.

Por otra parte, en el caso de no tener un programa de curso, primero se determina el
concepto matematico de interés para la THAp y, luego, se construye el objetivo de aprendizaje.
En caso contrario, primero se definira el objetivo de aprendizaje.

Una vez precisado el objetivo de aprendizaje de la THAp, y el concepto matematico

involucrado en este, se hace necesario articular la naturaleza del vinculo abstracto que se supone
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que se construird entre la actividad dirigida de los estudiantes hacia sus objetivos y resultados
(SIMON et al., 2004). Para conseguir esta articulacion, consideramos que se requiere conocer
la informacion recopilada de los siguientes pasos de la construccion de la THAp: la revision de
los estudios de Educacion matematica del concepto matematico de interés de la THA, asi como
de la revision de material curricular (especialmente libros de texto) que aporte a conocer los

conceptos matematicos que se vinculan con el concepto matematico de interés de la THA.

2.3 Revision de estudios relacionados con el concepto matematico de interés para la THAp

Una recopilacion, revision y sintesis de la literatura de investigacion relacionada con el
concepto matematico de interés para la THA (CONFREY; MALONEY, 2010; ELLIS et al.,
2016) es necesaria para construir una THA. En concreto, los estudios previos o la investigacion
relevante que hace referencia al concepto matematico de la THA es una de las fuentes
principales para conocer las concepciones previas de los estudiantes y un proceso de
aprendizaje hipotético de como se modificarian estas concepciones para construir otras (TZUR,
2019). Por tanto, consideramos que esta revision de estudios debe informar sobre el concepto
matematico de interés de la THAp, al menos, en los siguientes aspectos: las concepciones
previas que se requieren para su construccion, los conceptos relacionados con este, los métodos
de ensefanza o tareas que favorecen su construccion, las descripciones de como el estudiante
podria construirlo, las dificultades que podria tener con el concepto matematico y los conceptos
o procedimientos involucrados con este.

La informacion recopilada de esta revision de estudios de Educacion Matematica,
servira como insumo para construir tanto las tareas de aprendizaje como el proceso de

aprendizaje hipotético de la THAp.

2.4 Revision de material curricular que incluye el concepto de interés para la THAp

La revision de material curricular (especialmente libros de texto), que incluye el
concepto matematico del objetivo de aprendizaje de la THAp, contribuye a conocer los
conceptos matematicos subyacentes que permiten construir dicho concepto (MORRIS;
HIEBERT; SPITZER, 2009). También, permite saber cémo se relaciona este concepto
matematico que se pretende que construya el estudiante con los que ya sabe (concepciones
previas) y con los que va a construir préximamente (SIMON et al., 2018a).

Por lo tanto, la revision de material curricular informara sobre las concepciones previas
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que se necesitan para construir el concepto matematico de la THAp y el conocimiento que
construiran a partir de este. Ademds, esta revision permitird identificar las formas de
representacion, los conceptos y los procedimientos relevantes del concepto matematico de
interés de la THAp, asi como las relaciones entre ellos. Todo esto servird de insumo para la
construccion de la THAp.

En la revision de los libros de texto de matematica se deben incluir aquellos utilizados
por docentes y estudiantes para apoyar el proceso de ensefianza y aprendizaje del concepto
matematico vinculado al objetivo de aprendizaje de la THAp. Para seleccionarlos, por ejemplo,
se pueden revisar estudios sobre libros de texto asociados al concepto matematico de interés.
En el caso, de contenidos de nivel universitario, se puede examinar la bibliografia sugerida en
el programa del curso (FABIAN, 2017).

Para analizar el concepto matematico de interés de la THAp, en el material curricular,
se puede realizar un analisis de contenido que consiste en identificar y organizar la diversidad
de significados vinculados a un concepto matemético (GOMEZ, 2006). El analisis de contenido
servird para establecer una vision general del concepto matematico de interés de la THAp.

El conocer los conceptos asociados al concepto matematico de interés de la THAp
permite, de acuerdo con Morris, Hiebert y Spitzer (2009), planificar la ensefianza del concepto
matematico atendiendo, adecuadamente, a los conceptos que involucra y tiene el potencial de
mejorar la ensefianza.

En la Figura 1 se resume el modelo del proceso de construccion de una THAp que
proponemos en este trabajo.

5 [ Revision de estudios en
Seleccion del objetivo de % Revision de material

Eleccion del enfoque tedrico ‘
que orienta la construccion ‘[—>

de la THA preliminar

Educacion Matematica
aprendizaje y del concepto | curricular que incluye el

5 relacionados con el .
matematico concepto matematico

concepto matematico

{

Construccion de las componentes de
la THA preliminar

Proceso de aprendizaje

‘ Objetivo de aprendizaje P hipotético

Tareas de aprendizaje }_‘

Figura 1 — Modelo del proceso de construccion de una THAp
Fuente: elaborada por los autores

3 Ejemplo del proceso de construccion de una THAp: Sistema de Ecuaciones Lineales

(SEL) en Algebra Lineal

Con base en lo descrito en la seccién anterior (fundamentos para la construccién de una
THAp), presentamos un ejemplo de como se puede construir una THAp. Para ello, detallamos

cada uno de los pasos descritos en la Figura 1 acerca de la construccion de una THAp sobre
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SEL para el curso de Algebra Lineal en el nivel universitario.

3.1 Eleccion del enfoque teorico que orienta la construccion de la THAp de SEL

Para la construccién de la THAp sobre SEL seleccionamos dos enfoques tedricos: el
mecanismo de reflexion sobre la relacién actividad-efecto (SIMON et al., 2004) y la heuristica
de disefio de los modelos emergentes (GRAVEMEIJER, 1999). EI mecanismo de reflexion
sobre la relacion actividad-efecto (SIMON et al., 2004) lo usamos para la elaboracion del
proceso de aprendizaje hipotético de la THA. En tanto, la heuristica de disefio de los modelos
emergentes (GRAVEMEIER, 1999) lo utilizamos para la elaboracion de las tareas de

aprendizaje.

3.1.1 El mecanismo de reflexion sobre la relacion actividad-efecto

El mecanismo de reflexion sobre la relacion actividad-efecto involucra tres términos:
actividad, meta y efecto. La actividad se refiere a los procesos mentales que generan una accion
(observable o0 no) de los estudiantes y, generalmente, consiste en una secuencia coordinada de
acciones mentales. La persona que observa solo puede inferir la actividad mental sobre la base
de las acciones o a través del lenguaje del estudiante. Por otra parte, la meta se refiere al estado
en gue se espera que los estudiantes inicien una actividad. Esta meta sirve como un estado de
referencia anticipado que estructura el foco de atencién de los estudiantes, es decir, qué efectos
notan, y sirve como base para juzgar hasta qué punto una actividad tuvo éxito (TZUR; SIMON,
2004). Finalmente, el efecto hace referencia a cualquier parte de la experiencia de los
estudiantes que identifican como la que prosigue a su actividad, ya sea como imagenes internas
de objetos fisicos, actividades u otras relaciones de actividad-efecto (TZUR, 2007).

El mecanismo de reflexion sobre la relacion actividad-efecto enfatiza en cémo la
actividad dirigida por la meta de los estudiantes y sus efectos (que percibieron los estudiantes)
sirven como base para la formacion de una nueva concepcién. Para alcanzar sus objetivos, los
estudiantes seleccionan e implementan una actividad (o secuencia de actividades) de las que
tienen disponibles. Al llevar a cabo estas actividades, los sistemas mentales de los estudiantes
permiten el monitoreo continuo, incluida la distincion de los efectos de la actividad que
promueven los objetivos, de los efectos que no los promueven. El sistema mental almacena
registros de cada ejecucidn de la actividad vinculada al efecto de esa ejecucion. A su vez, los

estudiantes reflexionan (no necesariamente de forma consciente) sobre estos registros de
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experiencia e identifican patrones de relacion entre la actividad y sus efectos. Este proceso de
reflexion da como resultado la abstraccion de los estudiantes de una nueva relacion de
actividad-efecto, que constituye la base de una concepcion que es mas avanzada que las
concepciones disponibles desde el principio (TZUR; SIMON, 2004).

El mecanismo de reflexion sobre la relacion actividad-efecto especifica la interrelacion
entre la meta del estudiante, la tarea, la actividad, el efecto y la reflexion sobre los registros de
las actividades y sus efectos. Este mecanismo ofrece una forma de pensar sobre el aprendizaje
de las matematicas, lo que facilita que el docente pueda generar conjeturas Utiles sobre los tipos
de experiencias y los tipos de tareas que puedan contribuir a la construccion de nuevas entidades
conceptuales en esta disciplina (SIMON et al., 2004).

3.1.2 La heuristica de disefio de los modelos emergentes

La heuristica de disefio de los modelos emergentes ayuda a los estudiantes a construir,
por si mismos, una realidad matematica que no existe para ellos (GRAVEMEIJER, 2007) por
medio de un proceso en el que las matematicas formales pasan a primer plano como una
extension natural de la experiencia de los estudiantes (GRAVEMEIJER, 1999).

Los modelos se definen como formas generadas por los estudiantes de organizar su
actividad matematica con herramientas observables y mentales. Las herramientas observables
son cosas de su entorno (graficos, diagramas, definiciones explicitamente definidas, objetos
fisicos etcétera). En tanto, las herramientas mentales se refieren a las formas en que los
estudiantes piensan y razonan en la medida que resuelven problemas (ZANDIEH,;
RASMUSSEN, 2010). Estos modelos se denominan emergentes porque surgen diversas
maneras de crear y usar herramientas con rasgos cada vez mas sofisticados de razonamiento
(RASMUSSEN; BLUMENFELD, 2007).

Inicialmente, los modelos aparecen como modelos especificos del contexto y se refieren
a situaciones concretas que tienen sentido para los estudiantes. En este nivel, el modelo debe
permitir estrategias informales que se correspondan con estrategias de solucion de la situacion
que se define en el problema contextual. A partir de entonces, el papel del modelo comienza a
transformarse. Luego, mientras los estudiantes reinen mas experiencia con problemas
similares, su atencion puede cambiar hacia las relaciones y estrategias matematicas. Como
consecuencia, el modelo obtiene un caracter mas parecido a un objeto y se vuelve importante,
ya que sirve como base para el razonamiento matematico. De esta manera, el modelo comienza

a convertirse en una base referencial para el nivel de matematicas formales. En resumen, un
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modelo de actividad matematica informal se convierte en un modelo para un razonamiento
matematico mas formal (GRAVEMEIER, 2007).

La progresion del modelo de al modelo para se define en términos de cuatro niveles de
actividad que se denominan: situacional, referencial, general y formal. La actividad situacional
implica interpretaciones y soluciones que dependen de la comprension de como actuar en el
escenario que tiene sentido para los estudiantes. La actividad referencial implica modelos de
que hacen referencia a la actividad situacional. La actividad general involucra modelos para
facilitar un enfoque en las interpretaciones y soluciones independientes de imagenes especificas
de la situacion. La actividad formal implica razonar con el simbolismo convencional y ya no

depende del apoyo de los modelos para la actividad matematica (GRAVEMEIJER, 1999).

3.2 Seleccion del objetivo de aprendizaje y del concepto matematico que se vincula con la

THAp de SEL

El objetivo de aprendizaje de la THAp lo elegimos considerando la informacion del
programa del curso de Algebra Lineal de la universidad donde se pretende aplicar. El objetivo
de aprendizaje es que los estudiantes conozcan y resuelvan matricialmente SEL de orden mxn.
En particular, se espera que los estudiantes distingan un SEL de mxn (en sus distintas formas
de representacion), lo resuelvan matricialmente, determinen su cardinalidad y su conjunto

solucion. Ademas, el concepto matematico que se vincula con la THAp es SEL.

3.3 Revision de estudios relacionados con el concepto matematico de interés de la THAp
(SEL)

La revision de estudios sobre SEL contempld examinar articulos publicados tanto en
revistas como en congresos internacionales de Educacion Matematica. Para localizar los
estudios de interés, utilizamos un conjunto de términos de busqueda que incluyeron: sistemas
de ecuaciones lineales, ensefianza de sistemas de ecuaciones lineales, aprendizaje de sistemas
de ecuaciones lineales, sistema de ecuacion lineal, dificultades (errores u obstaculos) con los
sistemas de ecuaciones lineales, secuencia didactica sobre SEL, THA sobre SEL, conceptos
matematicos asociados a SEL, concepciones previas para construir SEL.

Nuestra busqueda sobre estudios de SEL nos llevé a identificar diecinueve articulos.
Para organizar la informacion entregada por estos, utilizamos una hoja de célculo que constd

de los siguientes descriptores: nombre de la revista o el congreso, autores y afio de publicacion,
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titulo del estudio, objetivo de la investigacion, participantes, resultados obtenidos, resultados
en relacion con el concepto de SEL, concepciones previas para construir SEL, conceptos
matematicos asociados con SEL, dificultades (errores u obstaculos) con los SEL, sugerencias
didacticas para ensefiar SEL y otros (se refiere a otra informacion que pueda aportar a la
ensefianza y el aprendizaje de SEL).

De la revision de estudios sobre SEL, consideramos como informacién relevante para
construir las tareas de aprendizaje y el proceso de aprendizaje hipotético de la THA, la
siguiente: las concepciones previas para construir SEL, las dificultades con los SEL y las
sugerencias didacticas para la ensefianza de SEL.

Las concepciones previas que se necesitan para construir SEL, de acuerdo con la
revision de estudios sobre SEL, son: variables y sus diferentes usos (TRIGUEROS; OKTAC;
MANZANERO, 2007; TRIGUEROS et al., 2009), ecuaciones (TRIGUERQOS, 2018), conjunto
(WARREN; TRIGUEROS; URSINI, 2016), solucion de una ecuacion (TRIGUEROS;
OKTAC; MANZANERO, 2007), procedimientos de solucién y conjuntos de soluciones
(TRIGUERQS, 2018), distincion del proceso de solucion de la nocion de conjunto de solucion
(WARREN; TRIGUEROS; URSINI, 2016), SEL 2x2, rango de una matriz, matriz ampliada,
matriz de coeficientes y matriz escalonada por filas para resolver SEL matricialmente
(CARCAMO; FORTUNY; FUENTEALBA, 2019).

Los estudios revisados mencionan que los estudiantes tienen dificultades con los SEL
vinculadas con: la solucion de un SEL (RODRIGUEZ et al., 2019), el conjunto solucion de un
SEL que tiene infinitas soluciones (ANDREWS-LARSON, 2015), los simbolos y la falta de
vocabulario técnico (ARNAWA; NITA, 2019), los simbolos literales como incognitas,
variables o parametros (ANDREWS-LARSON, 2015), el concepto de variable (POSSANI et
al., 2010) y la interpretacién de la forma escalonada reducida por filas de la matriz ampliada
asociada a un SEL (ZANDIEH; ANDREWS-LARSON, 2015).

En relacion con las sugerencias didacticas para la ensefianza de SEL, Andrews-Larson
(2015) recomienda que, inicialmente, el docente les pregunte a sus estudiantes: ¢como
resolvemos un SEL? y ¢qué significa ser una solucién para un SEL? Posteriormente, las
discusiones en el aula podrian enfocarse en cdmo piensan los estudiantes los procesos para
resolver un SEL, es decir, el docente podria plantear a sus estudiantes interrogantes como las
siguientes: ¢como afecta la relacion entre el nimero de incognitas y el numero de ecuaciones a
la solucion de un SEL? o ¢cdmo sabemos, cuando manipulamos un SEL o realizamos
operaciones fila (o0 columna), qué informacion cambia y cuél queda igual? Por otra parte, Oktag

(2018) plantea como sugerencia didactica usar Ox + Oy = 0 en lugar de la expresion 0=0 porque
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es mas facil de interpretar en términos del conjunto de todos los pares ordenados que satisfacen
la ecuacion. De manera similar, propone utilizar Ox + Oy = 8 en lugar de 0 = 8, ya que muestra,

de manera mas clara, que no hay un par ordenado que lo satisfaga.

3.4 Revision de material curricular que incluye el concepto de interés parala THAp (SEL)

Para profundizar en el concepto matematico de SEL, realizamos un analisis de contenido
(GOMEZ, 2006) en cinco libros de texto de Algebra Lineal (GROSSMAN, 2008; LAY, 2012;
LIPSCHUTZ, 1992; POOLE, 2011; STRANG, 2007) que ofrecen, entre sus capitulos, el de
SEL. Seleccionamos estos libros porque son los que se encuentran, con mayor frecuencia, en la
bibliografia de los programas del curso de Algebra Lineal de las universidades del pais en donde
se pretende aplicar esta THAp.

Para el andlisis de contenido contemplamos: la relacion del concepto de SEL con otros
conceptos matematicos, la estructura conceptual de SEL, los sistemas de representacion de SEL
y algunas relaciones entre sistemas de representacion de SEL con un proceso de resolucion de
un SEL mxn de forma matricial. No incluimos analisis fenomenol6gico porque no se muestran
aplicaciones de los SEL en el contexto en donde se pretende aplicar esta THA.

La relacién del concepto de SEL con otros conceptos matematicos se refiere a los
conceptos matematicos que los estudiantes ya saben (ver en la Figura 2 los recuadros sin color)
y los que deben aprender en el curso de Algebra Lineal (ver en la Figura 2 los recuadros de
color verde). Para esto, en cada uno de los libros de texto de Algebra Lineal, identificamos
cémo estructuraban el concepto de SEL y qué conceptos matematicos se involucraban con SEL.
También, consideramos los estudios mencionados en el apartado, revision de estudios en
Educacién Matematica sobre el concepto matematico SEL, que nos informd sobre las

concepciones previas que los estudiantes requieren para construir SEL.
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Fuente: elaborada por los autores

Por otra parte, la estructura conceptual de SEL nos permitié identificar tanto los

conceptos como los procedimientos mas relevantes de SEL y las relaciones entre ellos (Figura

3). Asimismo, en lo que se refiere a los sistemas de representacion de SEL, observamos cinco:

pictérico, geométrico, analitico, matricial y conjuntista. Sin embargo, es importante sefialar que

la representacion pictérica se utiliza, generalmente, en SEL de 2x2 y 3x3. De forma similar, la

representacion geométrica solo puede ser utilizada para algunos SEL, entre ellos, los de 2x2,

2%3, 3x3 0 3x2.
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Analizando los posibles sistemas de representacién de un SEL de mxn, consideramos
que la representacion mas adecuada es la matricial. A partir de ello, en la Figura 4 se presenta
un posible proceso de resolucion que los estudiantes podrian seguir y lineamientos de como el

docente podria ensefiar dicho proceso.
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Una vez realizado el analisis de contenido, examinamos y elegimos la definicién de SEL
que esperamos que los estudiantes construyan. Para ello, analizamos los capitulos
correspondientes a SEL en los cinco libros de texto de Algebra Lineal, ya seleccionados
previamente (GROSSMAN, 2008; LAY, 2012; LIPSCHUTZ, 1992; POOLE, 2011; STRANG,
2007). A partir de nuestro andlisis, observamos que solo tres de estos libros presentan una
definicion explicita de SEL (LAY, 2012; LIPSCHUTZ, 1992; POOLE, 2011), las cuales se
observan en el Cuadro 1. En tanto, los otros dos libros (GROSSMAN, 2008; STRANG, 2007)

solo mencionan el concepto de SEL y describen métodos para resolver estos.

. s
Definicion
Tnsi - - - - : -

n sistema de ecuaciones lineales es un conjunto finito de ecuaciones lineales, cada una
con las mismas variables. Una selucion de un sistema de ecuaciones lineales es un vector
que simultaneamente es una solucion de cada ecuacion en el sistema. El conjunto solucion
de un sistema de ecuaciones lineales es el conjunto de todas las soluciones del sistema. Al
proceso de encontrar el conjunto solucién de un sistema de ecuaciones lineales se le
conocera como “‘resolver el sistema””’ (Poole, 2011, p. 65)

n sistema de ecuaciones lineales (o sistema lineal) es una coleccion de una o mas
haciones lineales que implican las mismas variables, por ejemplo, x1, ..., xo. Un ejemplo

€C
es
2x; —x2+ 1.5x3= 8
X1 4x3 =7

(2)

Un
ec
jen
pa
El
Se
Es
sol

a solucion del sistema es una lista de nlimeros (sy, s2,..., sn) que da validez a cada
acion cuando se utilizan los valores s1,..., sy en lugar de x1,..., x, respectivamente. Por
hplo, (5, 6.5, 3) es una solucion del sistema (2) porque al sustituir estos valores en (2)
a X1, X2, X3, respectivamente, las ecuaciones se simplifican a 8=8 y —7=-7.

conjunto de todas las posibles soluciones se llama conjunto solucién del sistema lineal.
dice que dos sistemas lineales son equivalentes si tienen el mismo conjunto solucion.
decir, cada solucion del primer sistema es una solucion del segundo sistema, y cada
ucion del segundo sistema también es una solucion del primero.” (Lay, 2012, p. 2)
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“Esta secc16n considera un sistema de m ecuaciones lineales, digamos Ly, L...., Ly, con n
incognitas x1, X2,..., Xy que puede ponerse de la forma convencional
anxitapt.tanx, = b
N rHanxXa T, = ba
A X1+ amX 2T X = by,
donde las aj. b; son constantes.

Una solucion (o solucion particular) del sistema anterior es un conjunto de valores de las
incognitas, digamos x=k1, x>=kz,..., x,=k, o un n-pla w=(ky, k»,..., k3) de cosntantes, que es
solucion de cada una de las ecuaciones del sistema. El conjunto de todas las soluciones
tales se denomina conjunto solucidén o la solucién general del sistema.” (Lipschutz, 1992,
p- 8)

Cuadro 1 — Definicion de SEL que presentan los libros de texto

Fuente: elaborado por los autores

De las definiciones de SEL del Cuadro 1, esperamos que los estudiantes construyan la
que se presenta en el libro de LIPSCHUTZ (1992) porque es la Unica que precisa el nimero de
ecuaciones lineales (m) y el numero de incdgnitas (n). Esto ultimo, indicaria que el namero de
ecuaciones del SEL no necesariamente deber ser igual al nimero de incdgnitas. Ademas,

presenta la forma convencional de representar un SEL de manera analitica.

3.5 Construccion de las componentes de la THAp de SEL (tareas de aprendizaje y el

proceso de aprendizaje hipotético)

Teniendo presente el enfoque tedrico que orienta la construccién de la THAp de SEL,
el objetivo de aprendizaje de esta Gltima y la informacién proporcionada sobre el concepto
matematico de SEL, tanto de los estudios acerca de su ensefianza y aprendizaje como de los
libros de texto, procedemos a pensar en el disefio de las tareas de aprendizaje y el proceso de
aprendizaje hipotético de la THA sobre SEL. También, en este momento, tenemos en cuenta:
el papel del docente, el papel del estudiante, la metodologia docente, las estrategias, l0s recursos
0 materiales de aprendizaje y el tiempo disponible para la ensefianza.

El enfoque tedrico de la heuristica de disefio de los modelos emergentes
(GRAVEMEUNER, 1999) nos permitio estructurar la THAp de SEL en cuatros tareas de
aprendizaje, cada una vinculada a los niveles de actividad (situacional, referencial, genera y
formal). En tanto, a través del mecanismo de reflexion sobre la relacion actividad-efecto
(SIMON et al., 2004) describimos el proceso de aprendizaje hipotético de la THAp de SEL en
términos de la actividad, el efecto y la reflexion sobre la actividad-efecto.

A modo de ejemplo, en el Anexo 1, presentamos algunas de las actividades que
conforman las tareas de la THAp. En estas se hace énfasis y se pregunta por la solucion, el

conjunto solucion y los tipos de soluciones tanto de una ecuacién lineal como de un SEL para

Bolema, Rio Claro (SP), v. 37, n. 76, p. 577-601, ago. 2023 592



ISSN 1980-4415
E DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v37n76a10

minimizar las dificultades referentes a estos conceptos mateméticos mencionadas por
Rodriguez et al. (2019) y Andrews-Larson (2015). Por otro lado, el docente usara la notacion
sugerida por Okta¢ (2018), cada vez que ejemplifique la resolucion de un SEL. Por ejemplo,
cuando un SEL de 3x3 tiene infinitas soluciones no anota 0=0 sino que escribe 0x+0y+0z =0 y
en el caso, de un SEL con solucién vacia escribe 0x+0y+0z=22 en vez de 0=22.

En la tarea 1 se espera que los estudiantes activen sus concepciones previas de
ecuaciones lineales lo que implica reconocer la incognita, aplicar un proceso de resolucion e
identificar la solucion. Ademas, los estudiantes deben activar su concepcidn previa de conjunto
(WARREN et al., 2016) para poder representar la solucion de una ecuacion lineal de forma
conjuntista. Después de esta tarea, el docente introducird la definicion de SEL de mxn y
considerara las preguntas sugeridas por Andrews-Larson (2015): ;como resolvemos un SEL?
y ¢qué significa ser una solucion para un SEL?

Con la tarea 2, se pretende que los estudiantes activen su concepcion previa de SEL de
2x2 (CARCAMO et al., 2019) referente a sus sistemas de representacion y los métodos para su
resolucion. Ademas, se espera que ellos comuniquen la cardinalidad que puede tener un
conjunto solucién de un SEL al observar la cardinalidad de conjuntos soluciones de SEL de 2x2
y de 3x2 que ya hayan resuelto.

A continuacion, el docente formalizara los tipos de conjunto solucion y la clasificacion
de los SEL. También, mostrara las posibles formas de representar un SEL, incluyendo la
representacion matricial. Luego, el docente ensefiard un procedimiento para resolver SEL
matricialmente (ver Figura 4) a través de ejemplos con SEL de 2x2, 3x2 y 3x3. Aqui, el docente
tendrd presente las siguientes preguntas mencionadas por Andrews-Larson (2015): ;c6mo
afecta la relacién entre el nimero de incognitas y el nimero de ecuaciones a la solucién de un
SEL?, o ¢como sabemos, cuando manipulamos un SEL o realizamos operaciones fila (o
columna), qué informacién se cambia y cual queda igual?

Con latarea 3 se pretende que los estudiantes activen sus concepciones previas de rango
de una matriz, matriz ampliada, matriz de coeficientes y matriz escalonada por filas con la
finalidad de que sean capaces de resolver SEL de mxm y mxn matricialmente (CARCAMO et
al., 2019). Por otra parte, para minimizar la dificultad que los estudiantes pudieran presentar
con la interpretacion de la forma escalonada reducida por filas de la matriz ampliada asociada
a un SEL (ZANDIEH; ANDREWS-LARSON, 2015), en la tarea 3 se plantea que los
estudiantes resuelvan diversos SEL y que conjeturen la relacion entre el conjunto solucion de
un SEL, el nimero de incognitas, el rango de la matriz de coeficientes A y el rango de la matriz

ampliada A|B. De esta manera, se pretende que los estudiantes construyan, también, el Teorema
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de Rouché-Frobenius. Ademés, con la tarea 3 se espera que los estudiantes resuelvan
matricialmente SEL homogéneos y no homogéneos de forma que identifiquen caracteristicas
de cada uno. Luego, el docente formalizara cuando un SEL es homogéneo y no homogéneo, asi
como el Teorema de Rouché-Frobenius.

Finalmente, con la tarea 4, se espera que los estudiantes sean capaces de resolver
matricialmente SEL de cualquier orden indicando el conjunto solucion en cada caso.

Por otra parte, para disminuir las dificultades que puedan tener los estudiantes con los
simbolos literales como incognitas, variables o pardmetros (ANDREWS-LARSON, 2015;
ARNAWA; NITA, 2019; POSSANI et al., 2010), el docente hara énfasis en cada tarea sobre la
diferencia entre estos simbolos literales y lo que representan en un SEL.

En el Cuadro 2, presentamos un resumen de la THAp sobre SEL construida en este
estudio y las principales intervenciones del docente relacionadas con la estructura conceptual

de SEL (Figura 3) durante su aplicacion el aula.

Objetivo de aprendizaje

Los estudiantes conocen SEL de orden mxn y los resuelven matricialmente. En particular, distinguen un
SEL de mxn (en sus distintas formas de representacion), lo resuelven matricialmente, determinan su
cardinalidad y su conjunto solucién.

Nivel de actividad. Descripcion de Descripcion del proceso de aprendizaje hipotético

la tarea de aprendizaje Actividad Efecto Reflexién
Situacional. Tarea 1. Resuelve las Los estudiantes Los estudiantes Los estudiantes deducen
siguientes ecuaciones lineales y resuelven las obtienen la que la solucion de una
responde: (i) (Qué tipo o tipos de ecuaciones lineales  solucion y el ecuacion lineal se puede
soluciones puede tener una ecuacién haciendo conjunto soluciébn  representar como
lineal? (ii) Para cada ecuacion lineal operaciones basicas. de cada ecuacion  solucion particular o
resuelta, determina el conjunto que lineal. como conjunto. Ademas,
contiene todas las soluciones de esta. los estudiantes abstraen

la idea de que una
ecuacion lineal tiene tres
tipos de soluciones.

Intervencion del docente: Introducir la definicion de SEL de mxn.

Referencial. Tarea 2. (I) Determine  Los estudiantes Los estudiantes Los estudiantes deducen
el conjunto solucion de los resuelven SEL de obtienen el que la cardinalidad del
siguientes sistemas de ecuaciones 2x2 y de 3x2 usando conjunto solucién  conjunto solucion de un
lineales (SEL) de 2x2 que estan el método de de los SEL. SEL puede ser cero, uno
representados de forma geométrica,  sustitucion, o infinita.

analitica y conjuntista. igualacion,

(IT) Determine el conjunto solucién  reduccion o grafico.

de los siguientes SEL de 3x2.

(I1II) ¢ Cual puede ser la cardinalidad

del conjunto solucion de un SEL de

2x2 y de 3x2? En general, ;cual

puede ser la cardinalidad del

conjunto soluciéon de un SEL?

Justifica tu respuesta.

Intervencion del docente: Formalizar los tipos de conjunto solucion de un SEL y clasificacion de los SEL
segun estos. Ademas, mostrar a los estudiantes las posibles formas de representar un SEL, incluyendo la
representacion matricial. Luego, ensefarles a resolver SEL matricialmente a través de ejemplos con SEL de
2x2, 3x2 y 3x3.
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General. Tarea 3. (I) Resuelve Los estudiantes Los estudiantes Los estudiantes deducen
matricialmente los siguientes SEL de resuelven SEL de indican del SEL la relacion entre el tipo
mxm y mxn indicando: el nimero de  mxm y mxn resuelto: el nimero de solucion del SEL y el
incognitas, el conjunto solucion del de incognitas, los  nimero de incognitas, el
SEL y los rangos de la matriz de rangos de la matriz rango de la matriz de
coeficientes 4 y la matriz ampliada de coeficientes 4 y coeficientes y el rango
A|B. (II) De acuerdo con los SEL la matriz ampliada  de la matriz ampliada.
resueltos, conjetura la relacion entre A|B,y el conjunto  Esta relacion
el conjunto solucion de un SEL, el solucion. corresponde a la que se
numero de incognitas, el rango de la seflala formalmente en
matriz de coeficientes 4 y el rango el Teorema de Rouché-
de la matriz ampliada 4|B. Frobenius.
(IIT) Resuelve matricialmente los Ademas, los estudiantes
siguientes SEL de mxm y mxn que infieren que los SEL que
tienen sus términos independientes tienen sus términos
nulos. ;Qué tipo de conjunto independientes nulos
solucion tienen estos SEL? son siempre SEL
determinados.

Intervencion del docente: Formalizar los SEL homogéneo y no homogéneo, asi como el Teorema de
Rouché-Frobenius.

Formal. Tarea 4. (I) Encuentre el Los estudiantes Los estudiantes Los estudiantes abstraen
conjunto solucion de los siguientes  resuelven SEL de obtienen el la idea de que el tipo de
SEL de mxn (4x3, 5x5, 3x4). (II) E1 ~ mxm, mxn y con conjunto soluciéon  solucion de un SEL
siguiente SEL tiene cuatro parametros. de los SEL de mxm cualquiera se puede
incognitas: x, y, z, w; y también dos y mxn. Ademas, determinar relacionando
parametros: a, 3. Determinar los identifican las el nimero de incdgnitas
valores de oy B de modo que el condiciones de los  del SEL con los rangos
sistema tenga: solucion Unica, parametros para de la matriz de
infinitas soluciones y solucion vacia. los tres tipos de coeficientes y de la
soluciones del matriz ampliada.
SEL.

Cuadro 2 — Resumen de la THAp de SEL y las principales intervenciones del docente
Fuente: elaborado por los autores

4 Conclusiones

En este trabajo, hemos propuesto y ejemplificado un modelo que da cuenta de un
proceso detallado para construir una THAp para un curso de matematica. Este tipo de THA es
utilizada, generalmente, en un primer ciclo de experimento de ensefianza. Dicho proceso surgi6
de la exhaustiva revision de investigaciones sobre THA en el campo de la Educacion
Matematica y de la necesidad de sistematizar algunos lineamientos para construir una THAp.
Por esta razon, este proceso entrega un conjunto de pasos que pueden ser considerados al
momento de construir una THAp (Figura 1), los que, en principio, no tienen gque seguirse
linealmente porque puede que, al seguir la secuencia de pasos, se considere necesario regresar
a uno anterior para realizar nuevas observaciones.

Para poner en practica el modelo sobre el proceso de construccién de una THA,
disefiamos una THAp para SEL (Cuadro 2) fundamentada teéricamente. Con ello, constatamos

que existe una diversidad de elementos que se deben considerar cuando se construye una THAp
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y lo importante que es identificar el concepto matematico vinculado al objetivo de aprendizaje
de la THA. Lo anterior, porque la informacion de la THAp que se debe buscar en estudios de
Educacién Matematica y en el material curricular, se encuentra directamente relacionada con
dicho concepto matematico.

La informacion recopilada para disefiar la THAp resulta ser valiosa porque permite
conocer detalles sobre la ensefianza y construccion de un concepto mateméatico como, por
ejemplo: las concepciones previas que necesita un estudiante para iniciar la construccién de un
nuevo concepto matematico, la relacion de concepto matematico con otros conceptos, las
posibles dificultades de los estudiantes con el concepto matematico y las sugerencias didacticas
para ensefiar el concepto matematico. Toda esta informacién, sin duda que puede aportar a la
formacion de los futuros docentes de matematica, en aspectos tales como el conocimiento del
contenido y el conocimiento pedagdgico del contenido (MISHRA; KOEHLER, 2008).

La THAp sobre SEL sugiere un conjunto de tareas de aprendizaje que se pueden adaptar
a diferentes contextos y un proceso de aprendizaje hipotético. Este tltimo, da la posibilidad de
que el docente se pueda imaginar o prever un posible camino que seguira el estudiante para la
construccién de SEL vy, por ende, pueda anticiparse a las posibles dificultades que pudieran
manifestar los estudiantes.

La mayoria de las THA se han fundamentado en enfoques cognitivos que tienen como
principal limitacion que se centran en la mente del estudiante de manera individual. Por esta
razén, creemos que integrar otros enfoques teéricos diversificarian las THA y también, en el
futuro, el desarrollo de THA colectivas. Por ejemplo, si integramos un enfogue cognitivo con
uno sociocultural, la THA a construir consideraria tanto las particularidades cognitivas del
estudiante como su entorno sociocultural, histérico y politico (PLANAS, 2010).

Esperamos que este modelo sobre el proceso de construccion de una THAp sea (til para
quienes estan interesados en aportar y aplicar THA. Asimismo, confiamos en que este trabajo
motive el desarrollo y la aplicacién de THA en el nivel de secundaria porque, de acuerdo con
Confrey (2019), existe un reducido nimero de estudios sobre THA en tdpicos de este nivel.
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