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RESUMO

Neste artigo é proposto, para o0 monitoramento de processos normais bivariados, um gréfico de controle baseado nas variancias amostrais de duas
caracteristicas de qualidade. Os pontos plotados no gréfico correspondem ao valor da maior variancia amostral. O gréfico proposto, denominado
grafico de VMAX, tem um desempenho superior ao do grafico da variancia amostral generalizada |S| e, além disso, tem uma melhor capacidade
de diagndstico, ou seja, com ele é mais facil identificar a variavel que teve sua variabilidade alterada pela ocorréncia da causa especial. Quando a
amostragem dupla estd em uso o gréfico proposto também tem um desempenho superior ao do gréfico de |S|, exceto em alguns casos em que o
tamanho da segunda amostra é muito grande.
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The VMAX control chart for monitoring the
covariance matrix

ABSTRACT

In this paper a control chart based on sample variances from two quality characteristics for monitoring bivariate normal processes is proposed. The points
plotted on the chart are the maximum of the values of these two statistics. The proposed chart (VMAX chart) detects process disturbances faster than the
generalized variance |S| chart and has a better diagnostic feature, that is, with the VMAX chart it is easier to relate an out-of-control signal to the variable
whose variability has moved away from its in-control state. When the double sampling scheme is used the proposed chart has also a better performance,
except in a few cases in which the size of the samples at the second stage is very large.
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1. INTRODUCAO

O grafico de controle tem sido a principal ferramenta
estatistica utilizada no monitoramento de processos, gracas
a sua simplicidade operacional. De acordo com os funda-
mentos de Shewhart, sempre que um ponto é plotado na
regido de agdo do grafico, deve-se ir a procura de possiveis
causas especiais que estejam afetando a qualidade do proces-
so. Entretanto, a simplicidade operacional faz do gréfico de
controle de Shewhart uma ferramenta lenta na detecgdo de
pequenas a moderadas alteragdes no pardmetro do processo
que esta sendo monitorado. Diante disso, ndo tém sido pou-
cas as inovagdes sugeridas ao trabalho original de Shewhart,
como por exemplo, graficos de somas acumuladas (PAGE,
1954; HAWKINS; OLWELL, 1998; REYNOLDS; STOUM-
BOS, 2005), graficos de médias mo-
veis ponderadas exponencialmente
(LUCAS; SACCUCCI, 1990; DO-
MANGUE; PATCH, 1991; CHEN
etal.,2001; COSTA; RAHIM, 2006),
graficos adaptativos (COSTA, 1994,
1999; De MAGALHAES et al., 2002,
2006) e graficos de controle com amostragem dupla (CRO-
ASDALE, 1974; DAUDIN, 1992; IRIANTO; SHINOZAKI,
1998; CAROT etal.,2002; HE et al., 2002; HE; GRIGORYAN,
2002, 2006; COSTA et al., 2005a).

A adogio de graficos de controle com amostragem dupla
para o monitoramento do vetor de médias de processos
multivariados tem sido objeto de pesquisa recente. He e
Grigoryan (2005) avaliaram o desempenho dos gréficos
multivariados com amostragem dupla por meio de simula-
¢do. Alternativamente, Machado (2006) e Costa e Machado
(2007) desenvolveram expressdes para obteng¢do das pro-
priedades dos graficos bivariados com amostragem dupla.

Assim como ¢ importante monitorar o vetor de médias de
um processo, ¢ também importante monitorar a sua matriz
de covariancias (YEH et al., 2003, 2004, 2005; SURTIHADI
et al., 2004; GRIGORYAN; HE, 2005).

O primeiro grafico de controle utilizado no monitora-
mento da matriz de covaridncias X se baseou na estatistica
obtida do teste da razdo de méxima verossimilhanca genera-
lizada (ALT, 1985). Para o caso bivariado, Alt (1985) propds
o uso da varidncia amostral generalizada |S| para controlar a
matriz de covariancias 2. E importante salientar que os testes
estatisticos para igualdade de matrizes de covariancias foram
propostos bem antes de serem utilizados no monitoramento
de processos. Em Anderson (2003), os leitores interessados
encontrardo detalhes destes testes.

Aparisi et al. (1999) estenderam a aplicagdo da estatistica
[S| para o caso em que o nimero de varidveis do processo sob

monitoramento é maior do que dois (p>2) e, considerando
esta mesma estatistica, propuseram um grafico de controle
bivariado com tamanho de amostra varidvel (APARISI et
al.,, 2001). Grigoryan e He (2005) propuseram o grafico de
controle multivariado com amostragem dupla para o moni-
toramento da matriz de covariancias. Uma revisao recente
de graficos de controle para o monitoramento da matriz de
covaridncias foi elaborada por Yeh et al. (2006). Chang e
Zhang (2007) apresentaram uma metodologia para o mo-
nitoramento da variabilidade de processos multivariados
autocorrelacionados.

Neste artigo é proposto, para o monitoramento de proces-
sos bivariados, um grafico de controle baseado nas variancias
amostrais de duas caracteristicas de qualidade. Os pontos
plotados no grafico correspondem ao valor da maior varian-

grafico de controle tem sido a principal ferramenta
estatistica utilizada no monitoramento de
processos, gracas a sua simplicidade operacional.

cia. O grafico proposto, denominado grafico de VMAX, ou
seja, da maior varidncia, tem um desempenho superior ao
do gréfico da variancia amostral generalizada |S|. Além do
grafico de VMAX, também é proposto o grafico de VMAX
com amostragem dupla. Este grafico tem também um
desempenho superior ao do grafico da varidncia amostral
generalizada |S|, exceto em alguns casos em que o tamanho
da segunda amostra é muito grande. Nos Apéndices I e IT sdo
apresentadas as expressdes para a obtencéo das propriedades
dos graficos de VMAX e de VMAX com amostragem dupla,
respectivamente. A principal vantagem do grafico de VMAX
em rela¢do aos graficos de controle multivariados é que ele
possui uma melhor capacidade de diagnostico, ou seja, com
ele é mais facil identificar a varidvel que teve sua variabilidade
alterada pela ocorréncia de uma causa especial.

2. GRAFICOS UNIVARIADOS PARA O
MONITORAMENTO DE PROCESSOS
MULTIVARIADOS

Uma dificuldade encontrada ao se lidar com qualquer
grafico de controle multivariado ¢ a interpretagao pratica de
um sinal de fora de controle. Especificamente, nao se sabe ao
certo qual das varidveis (suponha p variaveis) ou qual sub-
conjunto delas é responsével pelo sinal. Na literatura encon-
tramos muitas maneiras para resolver este problema, desde
métodos graficos até técnicas mais analiticas. A técnica de
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decomposi¢io é uma das de maior sucesso (MASON, YOUNG,
2002). Uma outra alternativa consiste em plotar graficos univa-
riados para controlar cada caracteristica de qualidade de um
processo normal multivariado (SEREL et al., 2000).

Como um exemplo de como controlar diferentes va-
riaveis com graficos de §?, considere duas caracteristicas
de qualidade, representadas pelas varidveis normalmente
distribuidas X e Y. Primeiramente considere o caso em que
as duas caracteristicas sdo independentes e monitoradas
separadamente por dois graficos de §* univariados com
limites de controle de 4 desvios-padrdo. Para amostras de
tamanho cinco, cada ponto amostral tem uma probabilidade
do erro do tipo I igual a 0,004 (ou seja, o =0,004) de exceder
os limites de controle de 4 desvios-padrdo. A probabilidade
de que as varidncias amostrais estejam dentro dos limites
quando o processo estd em controle é igual a (1-0,004)
(1-0,004). Entéo a probabilidade do erro total do tipo I (de-
notada por o), para este caso, é dada por o’ = 1-(1-0,004)
(1-0,004)=1-0,992=0,008. No caso de p caracteristicas de
qualidade estatisticamente independentes, a probabilidade
do erro total do tipo I sera dada por,

a'=1-(1-a)". (1)

Caso se deseje manter controlada a probabilidade do erro
do tipo I para um processo p-variado com variaveis aleatdrias
independentes, a equagédo (1) pode ser utilizada para calcular
a probabilidade do erro do tipo I de cada grafico (MONTGO-
MERY, 2004). Conseqilentemente, obtém-se o coeficiente de
abertura dos limites de controle de cada grafico. E importante
ressaltar que quando se trabalha com um numero grande de
variaveis, a probabilidade do erro do tipo I de cada gréfico se-
paradamente é muito pequena e o fator de abertura dos limites
de controle é muito grande, reduzindo, assim, a sensibilidade
do gréfico de controle em detectar desajustes do processo.

Seasvaridveis sdo dependentes, que é 0 caso mais comum,
a obtencdo dos limites de controle de cada grafico deixa de
ser trivial. Para simplificar, considere o caso bivariado em
que as varidveis seguem uma distribuicdo normal e que a
matriz de covaridncias com o processo em controle é dada

2
O-Ox pO_Oxo-Oy
2
po-OXUOy o-Oy
de correlagdo entre as variaveis X e Y. Se graficos de $* uni-

variados sao utilizados para controlar cada caracteristica de
qualidade, entdo o’ sera dado por:

por ¥ = , onde p é o coeficiente

o =1-Pr[(s? < LCo2 ) (s2 < LCa))] )

Para o célculo do fator de abertura do limite de controle,
LC, foi necessario obter a expressao (A1) do Apéndice L.

224

3. GBAFICO DE CONTROLE DA MAIOR VARIANCIA
(GRAFICO DE VMAX)

Nesta secdo apresenta-se o grafico de controle proposto
para o monitoramento da matriz de covariancias ¥ de um
processo bivariado. Supde-se que o vetor de médias u nio
sofre alteragoes.

A estatistica de monitoramento VMAX=max{S?, 7
corresponde ao maior valor das varidncias amostrais

n 5 u 2
Z(Xi_“x) _Z(Yi_“y)
= eg2=it_ = ,sendo X e Y duas
x n Y n
caracteristicas de qualidade que seguem uma distribuicédo
normal bivariada. Sem perda de generalidade, supde-se que
com o processo em controle a matriz de covariancias é dada

1 o, A
por X = © |, sendo X e X as covaridncias entre
0'w 1 xy yx

X e Y. Na prdtica, o mais comum ¢é encontrar varidveis com
variancias diferentes entre si e ndo necessariamente iguais
a 1. Contudo, a analise de sensibilidade apresentada neste
trabalho permanece valida, uma vez que o efeito da causa
especial, que resulta em aumento da variabilidade, é sempre
expresso em unidades das variancias iniciais de X e Y, isto &,
variancias de X e Y estimadas com o processo em controle.

Outro ponto importante sobre a matriz de covariancias
X, que merece atengdo é a escolha do estimador a ser utili-
zado em sua estimagdo. De acordo com Djauhari (2005) e,
segundo estudos que datam da década de 50 (ANDERSON,
2003), o estimador ‘ §‘ éviesado, sendo S a média das matri-
zes de covaridncias amostrais S;, i = 1,2,...,m, das m amostras
de tamanho # utilizadas na estimagdo de X, Segue que

‘g‘ ~ {‘Eo‘/[m(n— 1)]1'}11![;12,(, onde Z sdo independentes
eZ, ~ xfn(ﬂ_l)_k+1 , k=1,2,..., p. Para eliminar o viés, o esti-

mador |S|deve ser dividido por uma constante b, que é fun-
¢do de m, n e p. E interessante mencionar que Djauhari (2005)
usou a distribuicdo normal como aproximagéo da distribui¢ao
do determinante da matriz de covariancias. Neste artigo, po-
rém, o monitoramento ¢ realizado com base nas variancias
amostrais, as quais tém distribui¢do de Qui-quadrado.
Analogamentea Surtihadietal. (2004), assume-se duas pos-
siveis maneiras de uma causa especial alterar a matriz de co-
a-a ab-o, '
a-b-o, b-b
Uma possibilidade (caso I) supde que a causa especial afeta
somente a varidncia da variavel aleatdria X, isto é,a=ce b=
1, ou somente a varidncia da variavel aleatéria Y, isto é, b = ¢
ea = 1. A outra possibilidade (caso II) supde que a causa es-
pecial altera tanto a varidncia de X como a de Y e, neste caso,
a = b="c, sendo ¢ a magnitude da perturbacio (¢ > 1). Em

varidncias, resultando na matriz ¥, = (
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o,
ambos os casos, a correlagdo entre X e Y, dada por p =——,
oo}

nao ¢é afetada pela causa especial. Da maneira como X, foi
definida, tem-se que %, = X,, = 1 e, conseqlientemente,
P = Oy - O

Quando o grafico de VMAX esta em uso, amostras de
tamanho 7 sio retiradas do processo em intervalos de tem-
po regulares. Duas caracteristicas de qualidade (X}, Y;) das
n unidades da amostra sio medidas e a estatistica
VMAX=max{S?, S;} é calculada, sendo S2 e S} as
variancias amostrais de (X, Y,).

Se a estatistica VMAX for maior do que o limite
de controle LC, o gréfico sinaliza um desajuste do
processo. Aposa ocorréncia do sinal, o usudrio pode
imediatamente examinar as varidncias amostrais de
X e Yparadescobrir quais variaveis sdo responsaveis
pelo desajuste do processo, ou seja, aquelas cujas va-
ridncias amostrais sio maiores que LC. Este diagnéstico deve
ser feito com cautela, pois uma causa especial pode aumentar
avariabilidade de X e Ye, para a amostra que sinaliza, ndo ne-
cessariamente, as variancias amostrais de X e Y serdo maiores
que o limite de controle. O limite de controle LC do grafico de
VMAX ¢ obtido utilizando a expressdo (A1) do ApéndiceI. A
Figura 1 apresenta o grafico proposto.

A eficiéncia de um grafico de controle em detectar uma
altera¢do no processo pode ser medida pelo nimero médio

VMAX

LC

de amostras até o sinal (NMA), ver Costa et al. (2005). Du-
rante o periodo em controle o NMA=1/a e é denominado
NMA,. Quando um processo estd sob controle é desejavel
que o numero médio de amostras retiradas do processo
desde o inicio do monitoramento até o sinal (NMA,) seja
grande, de modo a garantir poucos alarmes falsos. Quando
um processo esta fora de controle é desejavel que o nimero
médio de amostras retiradas desde a ocorréncia de uma

eficiéncia de um grafico de controle em

detectar uma alteragdo no processo pode
ser medida pelo nimero médio de amostras
até o sinal (NMA), ver Costa et al. (2005).

causa especial até o sinal (NMA) seja pequeno, de modo
a garantir uma rapida detec¢do de alteragdes no processo.
No Apéndice I é desenvolvida a expressao para obten¢éo do
NMA para o grafico de VMAX.

O desempenho do grafico proposto é comparado com
o do gréfico da variancia amostral generalizada |S|, onde

12

2(n-1)I8|

2"
graus de liberdade (ALT, 1985). A matriz de covaridncias S é

tem distribuicao de qui-quadrado com 2n - 4

1 2 3 4 5 6 7

9 10 11 12 13

Nudmero da amostra (/)

Figura 1: Grafico de controle de VMAX.
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S, S,
dadaporS = L” 5 } ,sendos, es, asvarianciasamostrais
x w

de X e Yrespectivamente e S,y €S, as covariancias amostrais.
O limite de controle para o gréfico de |S| é dado por:

M ©)
4n-1y

A magnitude da perturbacdo é dada por ¢, onde ¢* ¢ arazao
entre | | e [E,]. Sendo assim, o gréfico de |S| tera o mesmo
poder de detec¢do para qualquer perturbagdo na matriz de
covariancias que resulte no mesmo valor de ¢? independente
da causa especial afetar apenas a varidvel X ouapenas a variavel
Y (caso I), ou ambas (caso II). De acordo com a expressio (4)
do NMA para o grafico de |S|, o desempenho deste grafico
independe da correlagao (APARISI et al., 2001):

LC=

1
Py, >(x2 .. )e)

NMA = (4)

O coeficiente de correlagido p tem uma certa influéncia
nas propriedades do grafico de VMAX, ver Tabela 1. Des-
ta forma, escolheu-se um valor de p intermediario para
a obtencdo das propriedades do grafico de VMAX. De
acordo com a Tabela 2, construida para p=0,5, o grafico de
VMAX ¢é sempre mais eficiente que o grafico da variancia
amostral generalizada |S|. Para uma mesma magnitude de

perturbacio (mesmo valor de ¢?), o grafico de VMAX é mais
sensivel se a perturbagido afetar apenas uma das varidveis
(caso I). Isto se explica pelo fato da estatistica de VMAX
ser o valor da maior varidncia amostral. Para o caso I, o
grafico de VMAX tem um desempenho bem superior ao do
grafico de controle proposto por Alt (1985). Os graficos de
controle em todas as tabelas que seguem foram planejados
com base em um erro do tipo I da ordem de 0,5%, ou seja,
um NMA, = 200,0.

4. DESCRICAO DO GRAFICO DE VMAX COM
AMOSTRAGEM DUPLA

Suponha que o grafico de controle de VMAX com
amostragem dupla seja empregado no monitoramento
da matriz de covaridncias X de duas caracteristicas de
qualidade (X;, Y;), descritas por uma distribui¢do normal
bivariada.

Similarmente ao grafico de controle de Shewhart, amos-
tras de tamanho n = n, + n, sdo retiradas do processo em
intervalos de tempo regulares. A amostragem ¢ realizada
em dois estdgios. No primeiro estagio #, unidades sdo ins-
pecionadas, as duas caracteristicas de qualidade sdo medidas
e a estatistica VMAX =max{S7, S}} é calculada, sendo S7,
e S; as variancias amostrais de (X;, Y;) da subamostra de
tamanho #,.

Tabela 1: Valores de NMA para o grafico de VMAX (n = 5).

caso | caso |l
p p

0,0 0,1 0,5 0,7 0,9 0,0 0,1 0,5 0,7 0,9
c LC 3,677 3,676 3,668 3,646 3,569 3,677 3,676 3,668 3,646 3,569
1,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0
1,1 132,1 132,1 132,5 132,8 132,1 139,1 139,1 139,7 140,5 142,1
1,2 86,5 86,5 86,8 86,8 84,5 101,6 101,7 102,4 103,6 105,8
1,3 58,1 58,1 58,3 58,1 55,5 771 772 78,0 79,3 81,6
1,4 40,6 40,6 40,7 40,4 38,1 60,5 60,5 61,4 62,6 64,9
15 29,5 29,5 29,6 29,3 274 48,7 48,7 49,6 50,8 53,0
2,0 9,62 9,62 9,62 9,50 8,91 21,6 21,7 22,3 23,2 24,8
3,0 3,38 3,38 3,38 3,34 3,21 8,64 8,66 9,09 9,59 10,5
5,0 1,67 1,67 1,67 1,66 1,63 3,73 3,74 3,98 4,25 4,71
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Se VMAX, for menor do que o limite de adverténcia,
LA, a amostragem ¢ interrompida. Se VMAX for maior do
que o limite de controle do primeiro estdgio, LC,, o grafico
de controle sinaliza um desajuste do processo. Se
LA < VMAX <LC,, a amostragem vai para o se-
gundo estagio, onde as n, unidades restantes sdo
inspecionadas e a estatistica VMAX,=max{S}, S;}}
¢ calculada, sendo S e S;, as varidncias amostrais
de (X;, Y)) levando em considerac¢io a amostra de
tamanho n. O grafico também sinaliza um desajuste
do processo quando VMAX, > LC,, sendo LC, o
limite de controle do segundo estagio.

A regido dada por (LA, LC,) corresponde a regido de
adverténcia. A regido acima de LC, ¢ a regido de agdo do
primeiro estagio e a regido acima de LC, ¢ a regido de acdo
do segundo estagio.

Se um ponto cai na regido de agdo com o processo em
controle, isto é, quando X = X, tem-se um alarme falso. Em
outras palavras, o grafico de controle sinaliza erroneamente
a existéncia de uma causa especial. No primeiro estagio a
probabilidade de se ter um alarme falso é dada por o, e, no
segundo estagio, por a,.

Se um ponto cai na regido de agdo apds a ocorréncia da
causa especial, isto é, quando X # L, tem-se um alarme verda-
deiro. No primeiro estagio a probabilidade de se ter um alarme
verdadeiro é dada por p, e, no segundo estagio, por p,.

Deste modo, o= a, + a, é a probabilidade de se ter um
alarme falso quando a amostragem dupla estd em uso e
p=p,tp,éopoder de detecgio do grafico de VMAX.

ara o caso |, o grafico de VMAX tem um
desempenho bem superior ao do grafico
de controle proposto por Alt (1985).

Durante o periodo em controle, o numero médio de itens
inspecionado por amostragem, 71, é dado por

n=n,+n,(1-p,) (5)

onde p, é a probabilidade de que a amostragem seja inter-
rompida no primeiro estagio. Os valores de 1, n, e n,sdo
especificados pelo usudrio, onde n, < 7 < n,. Por exemplo,
sen =5,n=2en,= 10, fazendo-se uso da expressio (5)
tem-se que p, = 0,7, ou seja, com o processo em controle,
70% das vezes a amostragem ¢é interrompida no primeiro
estagio.

A Figura 2 mostra um grafico de VMAX com os valores
de VMAX e VMAX, plotados. O grafico de controle dd um
sinal quando VMAX, > LC, ou quando VMAX_ > LC,. Os

Tabela 2: Valores de NMA para os graficos de VMAX e de [S|.

n
4 5
] VMAX S| VMAX

caso | caso Il caso | caso Il
c? LC 6,134 4,094 4,094 5,375 3,668 3,668
1,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0
11 146,8 136,6 143,0 141,4 132,5 139,7
1,2 112,5 92,4 107,0 104,6 86,8 102,4
1,3 89,1 63,9 82,9 80,5 58,3 78,0
1,4 73,3 45,7 66,1 64,1 40,7 61,4
1,5 60,4 339 54,1 51,9 29,6 49,6
2,0 30,2 11,6 25,4 241 9,62 22,3
3,0 13,6 4,09 10,7 10,2 3,38 9,09
5,0 6,37 1,95 4,77 4,58 1,67 3,98
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pontos amostrais VMAX, ao cairem na regido de advertén-
cia, disparam a inspe¢do de toda a amostra, e, nestes casos,
a estatistica VMAX, € calculada e comparada com LC,. Para
evitar o uso de dois graficos, um para o primeiro estagio e
outro para o segundo estagio, o usudrio pode construir o
grafico de VMAX com duas escalas, uma do lado esquerdo
e uma do lado direito, como ilustrado na Figura 2. Os valores
VMAX, correspondem aos pontos pretos que sio plotados
considerando a escala da esquerda e os valores VMAX,
correspondem aos pontos brancos que sdo plotados consi-
derando a escala da direita.

5. PROPRIEDADES DO GRAFICO DE VMAX COM
AMOSTRAGEM DUPLA

Com a amostragem dupla, a eficiéncia do grafico de
controle em detectar uma alteragdo no processo é medida
também pelo NMA, nimero médio de amostras até o sinal.
A expressao do NMA para o grafico de VMAX com amos-
tragem dupla encontra-se no Apéndice II.

As tabelas desta se¢do foram obtidas fixando LC, = «, ou
seja, o, = 0. Neste caso, o grafico de controle d4 um sinal so-

mente quando VMAX, > LC,. Os pontos amostrais VMAX ,
ao cairem na regido de adverténcia, que para o caso em que
LC, = o corresponde a regido acima de LA, disparam a ins-
pegdo de toda a amostra, e, nestes casos, a estatistica VMAX,
¢ calculada e comparada com LC,. Em geral, o desempenho
do grafico de VMAX tende a piorar sempre que se adotam
valores de a, > 0, ver Tabela 3.

A Tabela 4 compara os graficos de VMAX e de |S| com
amostragem dupla. Os valores da Tabela 4 para o grafico de
|S| com amostragem dupla foram obtidos por Grigoryan
e He (2005) por meio de simulagdes, ver Apéndice III. De
acordo com a Tabela 4, observa-se que quando a amostra-
gem dupla estd em uso o grafico proposto tem, em geral, um
desempenho superior ao do gréfico de |$].

As Tabelas de 5 a7 contém os valores do NMA para o grafi-
co de VMAX com amostragem dupla. Nestas tabelas #, é fixo
enquanto 7, assume diferentes valores. Quando n, aumenta,
o grafico de VMAX se torna mais agil na detecgao de peque-
nas alteragdes; porém, se torna lento na detec¢ao de grandes
alteracoes. Por exemplo, da Tabela 5 observa-se que para ¢*=
1,3 0 NMA diminui de 46,1 para 37,4 quando n, aumenta de
8 para 16 (caso I). Por outro lado, para ¢*= 5, 0 NMA aumenta
de 1,53 para 1,67 quando n, passa de 8 para 16 (caso I).

VMAX, VMAX,
A A
Lc, LC,
LA
>

9 10 11 12 13

Ndmero da amostra (/)

@ Valores de VMAX,

O \Valores de VMAX,

Figura 2: Grafico de controle de VMAX com amostragem dupla.
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O efeito da escolha de 1, na velocidade com que o grafico
de VMAX sinaliza o desajuste pode ser observado compa-
rando os NMAs das Tabelas 6 e 7. Quando n, é pequeno e
n, aumenta de 3 para 4 o grafico de VMAX se mostra mais
agil. Por exemplo, observa-se que para ¢= 1,1 e n, =10, o
NMA diminui de 65,6 para 65,0 quando 7, passa de 3 para
4 (caso I). Para a mesma perturbagio, porém para n, grande
(n,=20), 0 NMA aumenta de 73,8 para 75,3 quando n, pas-
sa de 3 para 4. As Tabelas de 5 a 7 apresentam também os
NMAs para o grafico de |S| com amostragem dupla. Quando
aamostragem dupla esta em uso e apenas umas das varidveis

¢ afetada pela causa especial (caso I), o grafico de VMAX ¢é
sempre mais eficiente na detecgdo da perturbagdo do que o
gréafico de [S|. Porém, se as duas variveis sdo afetadas pela
causa especial (caso II) e o valor de n, é grande, o grafico de
VMAX tem desempenho inferior ao do gréfico de |S|, exceto
para grandes perturbagdes. Vale salientar que nesses casos,
os desempenhos dos dois graficos ndo sdo substancialmente
diferentes e que o grafico de VMAX é bem mais simples de
ser utilizado, pois 0 usudrio estd muito mais familiarizado
com o calculo das varidncias amostrais do que com o do
determinante de uma matriz de covariancias.

Tabela 3: Valores de NMA para o grafico de VMAX (i1 = 4, n,=2,n,=8, p=0,5).

o,=0 o, = 0,001 o, = 0,0025
caso | caso |l caso | caso |l caso | caso |l
LA 1,928 1,928 1,923 1,923 1,917 1,917
LC, 0 0 7593 7593 6,672 6,672
c? LC, 2,571 2,571 2,590 2,590 2,636 2,636
1,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0
11 121,6 130,2 125,5 133,4 132,8 139,8
1,2 73,3 90,1 76,5 93,4 83,2 100,4
1,3 46,1 65,5 48,1 68,2 52,7 74,3
1,4 30,6 49,5 31,8 51,7 34,8 56,7
1,5 21,5 38,7 22,3 40,4 24,2 44.4
2 6,68 15,7 6,88 16,3 717 177
3 2,58 6,01 2,61 6,16 2,65 6,54
5 1,53 2,70 1,53 2,74 1,54 2,83

Tabela 4: Valores de NMA para os graficos de VMAX e de |S| com amostragem dupla ( n = 4, p = 0,5).

VMAX S|

c n, n, LA LC, caso | caso Il

1,1 3 23 3,175 1,701 108,6 118,9 102,0
1,2 3 23 3,175 1,701 59,7 76,9 72,6
1,3 3 23 3,175 1,701 35,6 53,2 49,5
1,5 3 24 3,207 1,678 16,2 29,3 29,4
2 3 19 3,031 1,818 5,62 11,9 14,0
3 3 19 3,031 1,818 2,59 4,85 6,45
5 3 11 2,613 2,193 1,50 2,47 3,59
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Tabela 5: Valores de NMA para os graficos de VMAX e de |S| (7 =4, n,=3, p=0,5).

nZ
8 12 16
S| VMAX S| VMAX ]| VMAX
caso | caso |l caso | caso Il caso | caso Il
LA 1,076 2,363 2,363 1,544 2,680 2,680 1,925 2,901 2,901
c? LC2 2,489 2,450 2,450 2,207 2,127 2,127 2,039 1,923 1,923
1,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0
1,1 131,1 120,3 129,1 126,5 115,7 125,2 119,7 112,5 122,3
1,2 93,8 71,7 88,8 86,0 66,7 84,0 79,1 63,3 80,7
1,3 70,3 447 64,2 62,3 40,6 59,6 55,9 38,0 56,5
1.4 55,2 29,5 48,3 46,3 26,4 442 41,7 24,7 41,6
1,5 439 20,6 376 373 18,4 34,0 32,2 172 31,8
2 19,8 6,38 15,1 16,0 5,81 13,3 13,7 5,62 12,4
3 9,09 2,48 5,76 719 2,43 5,13 6,39 2,50 4,89
5 4,68 1,47 2,60 4,04 1,52 2,46 3,64 1,58 2,48
Tabela 6: Valores de NMA para os graficos de VMAX e de |S| (n =5, n,=3, p=0,5).
nz
10 15 20
S| VMAX S| VMAX S| VMAX
caso | caso Il caso | caso |l caso | caso |l
LA 0,644 1,984 1,984 1,025 2,312 2,312 1,328 2,538 2,538
c LC, 2,326 2,334 2,334 2,064 2,038 2,038 1,922 1,855 1,855
1,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0
11 128,1 115,1 124,9 120,0 109,3 119,9 114,1 105,2 116,4
1,2 89,4 65,6 83,6 79,6 59,6 778 75,6 55,6 73,8
1,3 65,2 39,4 59,1 56,6 34,7 53,7 51,2 31,8 50,1
1.4 50,0 253 43,6 42,3 21,9 38,9 374 20,0 35,9
15 39,9 174 33,4 32,5 14,9 29,4 28,4 13,6 26,9
2 18,0 5,21 12,8 14,0 4,63 10,9 12,1 4,43 9,88
3 787 2,10 4,76 6,48 2,07 4,12 5,71 2,14 3,87
5 4,23 1,34 2,19 3,73 1,40 2,05 3,51 1,46 2,07
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6. EXEMPLO ILUSTRATIVO

Nesta se¢io, considera-se o exemplo citado por Aparisi
et al. (2001) para explicar o uso do grafico de controle com
amostragem dupla baseado na estatistica VMAX ou na es-
tatistica |S|.

A peca da Figura 3 tem duas dimensdes a
serem controladas, X (distAncia entre centros
de dois furos interiores) e Y (distAncia entre
dois centros de furos laterais). As duas carac-
teristicas de qualidade sdo correlacionadas,

Quando o processo estd em controle, o
vetor de médias e a matriz de covariéncias do
processo sao conhecidos:

_(100) 5 _(045 0332
Mo =l105) =0 70332 045 f

Inicialmente foram geradas 10 amostras com o processo
em controle,onden =4, n, =3 en,=38. Aultima amostra foi
gerada sob a condi¢ao do caso I ter ocorrido, em que a cau-
sa especial aumenta somente a variabilidade da primeira

variavel X, sendo ¢* = 3,0. Portanto, X :(

este artigo, considerou-se um grafico de

1,35 0,575
0,575 0,45

controle baseado nas variancias amostrais
sendo p =07 de duas caracteristicas de qualidade.

Na Tabela 8 estio os dados de (X;, Y;) e na Tabela 9 estdo as

variancias amostrais 73,57, S5, e S;} e as estatisticas VMAX

1

VMAX,, |S | e |S,|. E importante salientar que |S,| é o deter-

Tabela 7: Valores de NMA para os graficos de VMAX e de |S| (n =5, n,= 4, p=0,5).

n2
10 15 20
S| VMAX S| VMAX S| VMAX
caso | caso |l caso | caso |l caso | caso |l
LA 1,694 2,319 2,319 2,151 2,574 2,574 2,507 2,750 2,750
c? LC2 2,487 2,240 2,240 2,193 1,963 1,963 2,028 1,787 1,787
1,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0
1,1 1273 114,5 124,4 116,3 109,9 120,4 111,6 106,8 1176
1,2 85,9 65,0 83,0 73,6 60,3 78,4 66,7 574 75,3
1,3 60,3 39,0 58,5 51,0 35,4 54,3 445 33,4 51,5
1,4 44,3 25,0 43,2 36,4 22,5 39,5 31,6 21,2 372
1,5 34,5 172 33,1 276 15,4 29,9 23,8 14,6 28,1
2 13,9 5,17 12,7 10,9 4,83 11,2 8,98 4,79 10,6
3 5,66 2,09 4,71 4,54 2,12 4,30 3,95 2,21 4,21
5 2,92 1,32 2,19 2,54 1,38 2,14 2,35 1,42 2,21
Y (mm) X(cm)
| >
| d) (5 [O)©) (I) 000

Figura 3: Peca do exemplo ilustrativo.
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minante de S considerando uma amostra de tamanho#, e [S,|
de tamanho n, e que os valores plotados no gréfico de |S] sao
os das estatisticas |S,| e |S,| e ndo seus valores padronizados.
Para a obtengdo do limite de controle LC, =1,103 e do limite
de adverténcia LA =1,063 do grafico de VMAX foi utilizada
a expressdo (5) e as expressoes (A2) e (A5) do Apéndice II,
para a = b = 1,0. O limite de controle LC, =0,230 e o limite
de adverténcia LA =0,099 do gréfico de |S| foram obtidos por
simulagdo, de acordo com o esquema de amostragem dupla.
Neste exemplo, adotou-se o =0,005 e LC, = 0.

As Figuras 4 e 5 apresentam os graficos de VMAX e de ||

com amostragem dupla. O grafico de VMAX sinaliza ja na
1* amostra apds a ocorréncia da causa especial. Entretanto,
0 mesmo néo ocorre com o gréfico de [S].

7. CONCLUSOES

Neste artigo, considerou-se um grafico de controle ba-
seado nas varidncias amostrais de duas caracteristicas de
qualidade. Os pontos plotados no grafico correspondem ao
valor da maior variancia. A principal razdo em considerar

Tabela 8: Dados para o exemplo ilustrativo.

# 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
T Xem) 11,009 10,307 9,027 - - - - - - - .
Y(mm) 10,844 10,416 10,093 - - - - - : _ .
2 9,546 9,362 9,857 - - - - - - - -
11,030 9,678 10,577 - - - - - - - -
3 10,850 10,337 10,398 - - - - - - - .
10,440 10,266 11,172 - - - - - - - .
4 10,904 10,003 10,502 - - - - - - - .
10,786 11,028 11,188 - - - - - - - .
5 9,501 10,345 9,571 9591 1033 1055 10751 109 8979 1047 10,705
10,584 11,389 12,08 1061 1024 1054 10585 11,59 9,803 11,43 11324
6 10,840 10,543 10,670 - - - - - - - }
10,181 10917 11,022 - - - - - - - .
7 9,909 10,270 9,395 - - - - - - - -
9,894 10,627 10,111 - - - - - - - -
8 10,509 10,815 11,227 - - - - - - - .
9,960 10,405 11,405 - - - - - - - .
9 9,943 8,816 10,204 - - - - - - - -
10,062 9,627 9,891 - - - - - - - -
10 8,920 9,672 8,865 - - - - - - - -
9,544 10,708 10,191 - - - - - - - .
11 10,889 11,43 11,07 9613 8441 7761 9,673 11,62 11,19 9,954 12372
10,763 9,35 9,273 1084 9,196 9,209 10607 11,65 1074 1051 11576

#: Nimero da amostra
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o grafico proposto ¢ que ele possui uma melhor capacidade
de diagndstico, ou seja, com ele é mais facil identificar a
variavel que teve sua variabilidade alterada pela ocorréncia
da causa especial.

O grafico proposto é sempre mais eficiente que o grafico

da variéncia amostral generalizada |S|. Quando a amostra-
gem dupla estd em uso, observa-se que o grafico proposto
também ¢é mais rdpido do que o grafico de [S|, exceto em
alguns casos em que o tamanho da amostra no segundo
estagio é muito grande.

Tabela 9: Valores de S?,, Si,, S5, S.,, VMAX_, VMAX,, |S | e |S,|.

1y7

12 estagio 2° estagio
# S? Sfy VMAX| S,| Sy Szzy VMAX, 1S,|
1 0,686 0,097 0,686 0,083 - - - -
2 0,211 0,321 0,321 0,026 - - - -
3 0,331 0,170 0,331 0,018 - - - -
4 0,356 0,278 0,356 0,007 - - - -
5 0,184 1,096 1,096 0,122 0,387 0,600 0,600 0,165
6 0,483 0,183 0,483 0,003 - - - -
7 0,149 0,178 0,178 0,023 - - - -
8 0,810 0,373 0,810 0,040 - - - -
9 0,482 0,442 0,482 0,018 - - - -
10 0,854 0,351 0,854 0,050 - - - -
11 1,327 0,966 1,327 0,041 1,941 0,813 1,941 -
#: Nimero da amostra
VMAX, VMAX,
A A
¢
|
LA =1,063 / LC, =1,103
//Q

7 8 9 10 1

Ndmero da amostra (/)

@ Valores de VMAX,

O Valores de VMAX,

Figura 4: Grafico de VMAX com amostragem dupla — Exemplo.
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Com a crescente informatizacio dos controles “on-
line”, tornou-se usual acompanhar as condi¢des do pro-
cesso por meio do monitoramento simultineo de muitos
parametros de qualidade. Sendo assim, a extensao natural
do presente trabalho é a criagao de um grafico de VMAX
para o monitoramento de processos com p variaveis de

ISil
A

qualidade, sendo p>2. Os autores ja estdo trabalhando
nesta direcdo. Uma alternativa para o controle de pro-
cessos multivariados consiste em se reduzir o nimero de
varidveis a serem monitoradas, através, por exemplo, da
aplicagdo da técnica de andlise de componentes principais
(SOUZA; RIGAO, 2005).

IS

|
2

LA=10,099 t
O

LC,=0,230

7 8 9 10 N

Ndmero da amostra (/)

@ Valores de |S||

O Valoresde |S,|

Figura 5: Grafico de |[S| com amostragem dupla — Exemplo.
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APENDICE I: OBTENGAO DO NMA PARA 0 GRAFICO DE VMAX

2 H2
2 i=1 xi 2 z1 yi
Considere as estatisticas S, =- e S, =-
n

M=

sondex, =X -u,y =Y - p, e XeYsao duas caracteristicas de
qualidade que seguem uma distribui¢do normal bivariada. O poder do grafico de VMAX ¢é dado por:
p=1- Pr[(S'f < LCoﬁx)m(Sf, < LCG&},)] »

onde LC ¢ o fator de abertura dos limites de controle. Portanto,
1

NMA = '
1-prl(s? <LCoj)n(s] <LCoy)

Sem perda de generalidade, supde-se que com o processo em controle a matriz de covaridncias é dada por

1 o, o, ) . .
X, = (G 1‘"’ j A correlagdo entre X e Y, dada por p =——, ndo ¢é afetada pela causa especial. Da maneira como
.0

» Oy

Y., foi definida, tem-se que o, = o,, = 1 €, conseqiientemente, p = ,, = 0,...

a-a a-b-o_
A ocorréncia da causa especial altera a matriz de covaridncias inicial para X, = [a b b-b x‘" J , sendo.

yx

nyzcyx:p.Paraocasola:ceb:1(oub:cea:1)epara0casoIIa:b:\g.SeXeYséonormalmente

distribuidos,
nS! u(xY yilx ox;
x :Z['j ~ j e ~N 1.
a’ = X b 1_p2 am
Conseqiientemente,
2
nSZ | X, Xy, X n | x,
Y "2 >n yl xl - 2
bz(l —Pz) B ’Z{b 1-p? ] o)z
e
rrLC/a2 LC !
=1- Prl % (2 )< - e PP gy Al
3 .[0 {X”’(‘p fis) bz(l—p2)1|2"/2r(n/2) (A1)

lembrando que a notagdo X’i(pz fro?)e3 representa uma distribui¢do de Qui-quadrado com n graus de liberdade e com
o pardmetro de ndo-centralidade dado por (p2 J1- pz) X2

O limite de controle, LC, é obtido pela expressdo (A1), fazendo a = b = 1 e p = a. Utilizou-se a sub-rotina CSNDF
da biblioteca IMSL FORTRAN (1995) para o calculo da fungio de distribui¢ao de qui-quadrado nio-central.
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APENDICE 11: OBTENGAO DO NMA PARA 0 GRAFICO DE VMAX COM AMOSTRAGEM DUPLA

ny n 5 n n 2
i Z X’ DI Zx i Z Y,
Sejam as varidncias amostrais S|, =~—, S’ ==—, 8§, ==—e §; =~—ondex, =X -pu,y, =Y, -pu e
1x 1y 2x n i i X i i y
1 1

X e Y sdo duas caracteristicas de qualidade que seguem uma distribui¢ao normal bivariada.

De acordo com o Apéndice I, a probabilidade p, do gréafico de controle sinalizar um desajuste do processo apos a
inspecdo da amostra de tamanho #n, é dada por:

p =1-Pi[(s2 <2C)n(s2 < Lc))

n]LCl/az
LC,
P :l_J‘ Pr|:le‘r,(p2/1_pz)< 5 o :|f(t ) (A2)
0

{(1-07)

O limite de controle do primeiro estagio, LC,, é obtido pela expressao (A2), fazendo p, =, ea=b=1.
A probabilidade p,, da amostragem ser interrompida no primeiro estagio, é dada por:

n|LA/a2 n LA
Py =D +J. Pr|:Xj]‘t1(pz/l—pz) < [)2(1]2)} (tl)dtl . (A3)
0 —-P

O limite de adverténcia, LA, é obtido pela expressio (A3), fazendo p =p ,p, =, ea=b=1. O valor de a, é
especificado pelo usudrio e o valor de p é funcdo de n, n, e n (ver expressio (5)), que também devem ser fornecidos
pelo usuario.

A probabilidade p,, do grafico de controle sinalizar um desajuste apds a inspecdo dos n, + n, itens da amostra, é dada

por:
Py =1=(Pa, + Pa) (A4)
onde
oy =Pr[(52 <2C,) A (52, <G, (52 < L4) A (La< s < e Pefis2 < L4)A(La<s? <2c))]
N “2”‘P ) nlC, | nlLA nLC,
- N 0 ! X"v(tl+f2)(P2/1-Pz)< bz(l_pz) ‘ bz(l_pz) <X "1 fl(ﬁ’ = P) m '
n, LA n,LC,
Pr|:b2(1l_p2) <X " fu(P e pz) 4( pz):|f(tl)f(t2)dl‘1dt2

€

oy =Pr[(S2, <L) (82, <LC,)(La< 5 <2C) A (s2 <Le)] Pel(za<s? <Lc,)A(s2 < zc))]

_j”ILCI/” J‘”LCZ/” - |: nLC, |X2 < nLC, :|
2 i+t 22(1_ o) Tl hee?) T )|
nlLA/a (t ' )(p /] ) ( _pz) (p /l ' ) b2(1_p2)
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LC
Pr|:xj|,tl(p2/lp2) < znll:|f(tl )f(tz)dtldtz

b (l—pz)

com f(tz) = 2rl,v/2rl(n./2)et1/2ti(m/2)l i= 1,2 .

O limite de controle do segundo estagio, LC,, ¢ obtido pela expressio (A4), fazendo a=b=1ep, = @, O valor de
a, é especificado pelo usudrio.
O poder do grafico de VMAX com amostragem dupla é dado por:

p=pit+p; (A5)

Portanto, NMA=1/p.
Para a obtengao do risco o do grafico de VMAX com amostragem dupla basta fazer a = b = 1 nas expressoes de p,
e p,. Entao, a = p, + p,-

APENDICE I1I: GRAFICO DE |S| COM AMOSTRAGEM DUPLA PROPOSTO POR GRIGORYAN E HE
(2005)

Grigoryan e He (2005) propuseram um grafico de controle multivariado com amostragem dupla baseado na estatistica
|S|. Os limites de controle do primeiro estagio sio dados por V, e V, e, no segundo estagio, por V;.

O esquema de decisdo baseado na amostragem dupla é descrito em 5 passos:

Passo 1: Retire a primeira subamostra de tamanho #, e calcule a estatistica ¥ =[S,/ 5, ||}/, |Z,} sendo S, a

matriz de covaridncias amostral.

Passo 2: Se Y estiver no intervalo [-V), V] entdo o grafico de controle indica que o processo estd em controle.

Passo 3: Se Y estiver no intervalo [V, o] ou [- o, -V,,] , entdo o grafico de controle indica que o processo estd fora
de controle.

Passo 4: Se Y estiver no intervalo [-V,, -V,] ou [V}, V,], entdo retire a subamostra de tamanho 7, e calcule a seguinte
estatistica:

Y= (‘Slz‘ _bn‘zo‘) by |E,

, sendo S,, a matriz de covaridncias amostral da amostra n = n, + n,.

Passo 5: Se Y, estiver no intervalo [-V;, V] entdo o gréfico de controle indica que o processo estd em controle; caso
contrario, o grafico de controle sinaliza um desajuste do processo.

As constantes b, b, b, , b, dependem de 1, n,e de p. Para um o = 0,5% e uma determinada perturbagdo na varia-
bilidade do processo, medida por ¢’ Grigoryan e He (2005) determinaram os valores 6timos de 7, e n, que minimizam
o NMA. Os limites de controle V|, V, e V, foram obtidos por simulagdo, para um determinado risco a. Os valores de
o, e o, nao foram apresentados.
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