Ciéncia Rural, Santa Maria, v.38, n.6, p.1604-1609, set, 2008

ISSN 0103-8478

Estimativas da qualidade de linhas poligonais topograficas

Quality estimations of topographical traverses

Mario Stringhini' Carlito Vieira de Moraes" Julio Cesar Farret"

RESUMO

O objetivo deste artigo é descrever um
procedimento que contribui com estimativas de qualidade de
levantamento topogréaficos mediante a pré-analise e estimativas
obtidas a partir de andlise pés-ajustamento. As estimativas
sdo dadas pelo teste qui-quadrado da forma quadratica do
erro de fechamento, pelo teste qui-quadrado da forma
quadrética dos residuos obtidos no ajustamento pelo método
dos minimos quadrados, pelo teste data snooping de Baarda,
pela elipse dos erros, pela elipse de confianga, pelo circulo do
erro de posigdo e pelo circulo do erro médio. Estes conceitos
sdo examinados por meio de valores numéricos no caso de
uma linha poligonal simples implantada no campus da
Universidade Federal de Santa Maria e medida com um
taquimetro eletronico.

Palavras-chave: teste qui-quadrado, teste data snooping de
Baarda, elipse dos erros, elipse de confianca,
circulo do erro de posicéo.

ABSTRACT

The objective through this article is to describe a
procedure that contributes with quality survey estimations by
means pre-analysis survey and estimations by means post-
adjustment. The estimations are given by the chi-square test of
the quadratic form of misclosures, the chi-square of the
quadratic form of residuals from the least-squares adjustment
method, the Baarda’s data snooping test, the standard ellipse,
the confidence ellipse, position error circle and mean error
circle. These concepts are examined through the numerical
values provided in the case of a simple topographical traverse
which was implanted at the Universidade Federal de Santa
Maria Campus with electronic tachymeter.

Key words: chi-square test, Baarda’s data snooping test,
standard ellipse, confidence ellipse, position error
circle.

INTRODUCAO

O presente trabalho objetiva estabelecer uma
rotina de procedimentos para avaliar estatisticamente
os erros de fechamento das linhas poligonais
topograficas e o ajustamento. Quando o resultado de
um experimento estatistico € expresso por apenas um
numero, a variavel aleatoria se diz unidimensional
(GEMAEL, 1994). No caso da Topografia serd uma
variavel aleatoria bidimensional e as componentes x €
y consideradas isoladamente sdo variaveis
unidimensionais com variancia propria. As variancias
Gzi e as covariancias G, (i #j) das componentes de uma
variavel n-dimensional podem ser dispostas da maneira
a formar uma matriz quadrada de ordem n x n indicada
por X:
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A matriz Z, simétrica por ser c,=0, recebe
onome de matriz variancia-covariancia (MVC). No caso
das componentes da matriz serem independentes entre
si, as covariancias serdo nulas e X degenera para uma
matriz diagonal. As observacdes sdo representagdes
numéricas de quantidades fisicas como, por exemplo,
comprimento, angulo e peso obtidos por meio de
medigdes e possuem ndo apenas as flutuagdes
aleatorias proprias das observacgdes, mas também toda
sorte de erros possiveis (DALMOLIN, 2004). A
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desconfian¢a no resultado de uma medida isolada,
devido a possibilidade de falibilidade humana leva
naturalmente a multiplicagdo das observacdes ou
medidas. Esta providéncia leva ao problema de como
extrair um resultado inico que represente com maior
confianga a grandeza medida. As observagdes estdo
acometidas de erros devidos, principalmente, as falhas
do operador, as imperfei¢des do equipamento de
medic¢do e as condi¢cdes do ambiente. Objetiva-se
buscar uma estimativa do valor das grandezas medidas
e a estimativa de precisao.

Os objetivos do ajustamento sdo estimar
mediante a aplicagdo de modelos matematicos
adequados e do método dos minimos quadrados
(MMQ) um valor unico para cada uma das incognitas
do problema e estimar a precisdo de tais incognitas e a
eventual correlagdo entre elas. Destes objetivos
decorrem: a) o ajuste ndo elimina erros, b) a
geometrizacdo da figura que representa a geometria do
problema, ¢) a extragdo da pluralidade de observagoes
incorretas em um Unico resultado que representa com
maior confianga a grandeza medida e d) a unicidade de
resultados. O ajustamento ¢ importante para depurar
os erros aleatorios. Os erros sistematicos sdo
depurados com as férmulas usuais.

MATERIAL E METODOS

A linha poligonal topografica (Figura 1) foi
estabelecida no campus da Universidade Federal de
Santa Maria (UFSM). As coordenadas geodésicas
(latitude e longitude) do centro do local do
levantamento sdo: ¢=-29°43"00" e A=-53°43°00" ¢
altitude ortométrica aproximadamente igual a 92m. As
grandezas foram medidas com taquimetro eletronico
marca Leica TCR 307 pelo método do caminhamento
perimétrico ou poligonag@o. Ao ponto inicial do
levantamento, foram atribuidas as coordenadas
cartesianas x=10.000m e y=10.000m ¢ a linha 1-2
atribuiu-se o azimute 100°. Foram calculadas a
tolerancia dos erros, as compensagdes lineares e as
coordenadas cartesianas dos demais vértices do
poligono. O estudo de ajustamento de levantamentos
mostrados em VERESS (1973) relaciona diversas
maneiras de obtencdo da acurdcia como medida da
qualidade. Na analise de um levantamento pos-
ajustado, obtém-se a elipse dos erros, a clipse de
confianga, o erro de posigdo e o erro médio. No
ajustamento pelo MMQ, a detecg¢do de problemas ¢
obtida mediante a aplica¢do do teste qui-quadrado
da forma quadratica dos residuos. Nesse teste, se a
hipdtese basica que compara a variancia da unidade
de peso a priori com a variancia de peso a posteriori

for rejeitada, existem problemas no ajustamento, cujas
causas s20: a) erros nas observagdes; b) sistema
malcondicionado; ¢) modelo matematico inadequado;
d) erros de calculo; e) ponderagdo errdnea das
observagdes; f) problemas na linearizagdo (GEMAEL,
1994). No caso de erros nas observagdes, a localizagio
das observagdes afetadas pode ser efetuada pelo
teste data snooping de Baarda (KAVOURAS, 1982;
MORAES, 1998).

Teste qui-quadrado da forma quadratica do erro de
fechamento

Os dados necessarios para a aplicagdo do
teste qui-quadrado da forma quadratica do erro de
fechamento sdo: a) observag¢des ou medigoes de
angulos e distancias de uma linha poligonal; b) angulos
horarios de cada vértice (a,); ¢) distancias observadas
entre os vértices (S,); d) desvio padrao (G ) maximo
para erro angular de cada observagdo, obtido das
especificagdes do instrumento utilizado e expresso em
segundos de arco; €) desvio padrao (G ) maximo para
erro linear de cada observacdo, obtido das
especificagdes do instrumento; f) azimute provisorio
(A,) comnorte verdadeiro ou atribuido; g) coordenadas
provisorias (% ) e(y ) obtidas com os dados de campo.
O teste qui-quadrado da forma quadratica dos residuos
¢ elaborado segundo os procedimentos a seguir
descritos.

Matriz variancia-covariancia das distancias (Zsu)

Os valores numéricos que irdo compor a
diagonal da matriz sdo obtidos, por meio da variancia
especificada no instrumento.

MVC dos azimutes (Z,).

A matriz variancia-covariancia dos azimutes
expressapor £, =G. X G' ¢ obtida mediante a aplicagdo
da lei de propagagdo das covariancias, em que G € a
matriz das derivadas parciais da funggo: Aij:f(ai), oque
resulta em uma matriz quadrada gij:l ,paraizje giJ.ZO,
para i<j); X € a MVC dos angulos horizontais, cujos
valores numéricos sdo obtidos das especificagdes do
instrumento, expresso em variancia.

MVC das distancias e azimutes

A matriz varidncia-covariancia das distancias
e dos azimutes ¢ obtida mediante o agrupamento das
matrizes variancia-covariancia das distancias e dos
azimutes, na forma

ES,A = [§§‘L‘O‘:| 2)
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MVC das coordenadas do ultimo ponto

Ao aplicar a lei de propagacdo das
covariancias para as coordenadas do ultimo ponto,
obtém-se aMVC,

= " G’;y =D3x,,.D" 0
yx y

em que D é a matriz das derivadas parciais das fungdes
x =f(S,A)ey  =f(S,A):

observagdes ajustadas A%, que ¢é fungdo dos pardmetros
ajustados x* (DALMOLIN, 2004). Parametros sdo as
grandezas estimadas vinculadas as observagdes. O
calculo do ajustamento segue varias partes descritas a
seguir. As dedugdes para obtengdo das equagdes de
observacdo para a distancia e o dngulo podem ser
encontradas em STRINGHINI (2005).

Modelos matematicos
A equagdo A*=F (x?) (6)
caracteriza o modelo paramétrico. Esta
equacao

sen A, sSen A sen A —S,.C08 Ay

p

—Sn-sen Ajp

p

COS Ajz  COS A COS A

1
——S53-C08 A

- iSnl .COS A significa que

p p as observagdes
S A S A ajustadas A*
—O23-5€N A —Sni-S€N Ay ~ P
sdo funcdo
P P

explicita dos

em que p ¢ o fator que transforma quantidades dadas
em radianos para segundos de arco e n ¢ o numero de
observagoes.

Aplicagdo do teste

Aestatisticado teste q:ET.Z"Xy.E, 5)
Ex A ~

emque E = ,€e =X —X €€ =y-ysido
&y

respectivamente os erros de fechamento na abscissa x
enaordenaday. Os valores de x e y sdo as coordenadas fixas
do tiltimo ponto da linha poligonal, enquanto que Xey sdo
as coordenadas provisorias do ultimo ponto da linha
poligonal, obtida com os valores observados. A linha
poligonal sera aceita caso o valor de q esteja dentro
do intervalo dos valores da distribui¢do de
probabilidades qui-quadrado y? 050 <4 < sz 10507
onde v=2 graus de liberdade, pois trata-se de duas
dimensdes x ey, e nivel de significancia o. A estatistica
g ¢ uma distancia estatistica. Uma distancia estatistica
do espago de p dimensdes segue a distribui¢ao qui-
quadrado com p graus de liberdade (JOHNSON &
WICHERN, 1998).

Ajustamento pelo método dos minimos quadrados

A linha poligonal desenvolvida no plano
topografico mensura os angulos e as distancias e
equacdes de observacdo sdo estabelecidas, uma para
cada observagdo. O modelo matematico parte de
formulas diferenciais que exprimem a variagdo do
azimute e do comprimento do lado do poligono quando
variam as coordenadas dos pontos extremos
(MORAES, 1997). O modelo matematico do ajustamento
paramétrico (também chamado modelo das equagdes
de observagdes) procura ao final o vetor das

pardmetros ajustados x*. A forma linearizada do
modelo matematico pela série de Taylor ¢
Au.qu+nl1:nV1, em que,

OF
ox*

0
¢ a matriz cujos elementos sdo as derivadas parciais
das equagoes de observagdes de distancia e azimute,
avaliadas com o vetor dos pardmetros aproximados x°,
x € o vetor-solugdo do sistema de equagdes normais,
A=A - Ab, v € o vetor dos residuos, n ¢ o nimero de
observagdes ¢ u ¢ o nimero de parametros. O modelo
paramétrico precisa dos pardmetros aproximados,
denotado pelo simbolo x°, que pode ser obtido como
fun¢do do vetor de valores observados A*. Uma vez
determinado x°, obtém-se A°=f(x°) e a seguir A=A° -

A

A =

Sistema de equagdes normais

Da minimizagdo da forma quadratica
fundamental do MMQ resulta o vetor-solucéo
(corregdes aos parametros aproximados) do sistema
de equagdes normais x =- (AT.P.A)'. AT.P. A, em que P
¢ a matriz dos pesos (inversa da MVC de distancias e
angulos horizontais) multiplicada pela variancia da
unidade de peso a priori, e A é o vetor dos termos
independentes. Os elementos da matriz A sdo K =sen
Aij e K, =sen A para o diferencial dx em rela(;ao a
disténma e Lij = cos Aij el =cosA, paraadiferencial
dy em relagdo a distancia; e

648.000
Pj=———"—"C0s Aj ¢
648.000 . .
Py« = ———co0s A para o diferencial
. Sik
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dx em relagdo ao dngulo;

648.000
Qij =——8€Cn Aije
ij
Qi = Msen A para o diferencial
ik

dy em relagdo ao angulo.

A matriz dos pesos P ¢ matriz diagonal
quando as covaridncias sdo nulas:

P = nglag b S b sl sl sl sl e e a
S, GSZ GS; 634 035 S¢ S; Sg ng
IR HAC R HICHACH
O vetor de termos independentes (L) é
formado das seguintes diferencas:
C o] . c o] . C
S = S12:Sx S23:Sa:
T _ c o . c o . c
" = 1S4 — S ;Sse S 1S 67
Cc (o] . C (o] . C
S — S :Se Sg 1 Sa
at:,— ali,;al,—a ..
912 9121 %133 1531
c _ 0 . c _ o -
A 534 A 53498 355 A 3551
c _ o " c ot
ad 455 A 4869547 A 5679
C - 0 . L] C R . 0 . .
ag7g 7812 789 ad 759
c _ o
d 551 dg41 ]
Vetores
Vetor de coordenadas ajustadas
X*=x°+X. @)
Vetor de residuos
v=AX+A @®)
Vetor de valores observados ajustados
AP=Ab+v. Q)
Variancia da unidade peso a posteriori
A "Pv  x".ATPL+(T P4
G(Z) — V . . — .A . DR L . « L (10)
n—-u n—u
em que n - u é o nimero de graus de liberdade.
Matrizes variancia-covariancias (MVC)
MVC do vetor de coordenadas ajustadas:
A2 AT -1
X.=06,(A"PA) (11)

MVC do vetor de valores observados ajustados:

z,

l

=62 AATPA)'AT =62 AN AT (12)

MVC dos residuos: T = 6(2) Pl Zﬁ. (13)
Iteragdes
Os modelos matematicos que ocorrem com
mais freqiiéncia em Topografia e em Geodésia sdo ndo-
lineares. A omissao de termos da série de Taylor e aadogdo
de valores iniciais aproximados introduzem erros no
ajustamento. O vetor x* ¢ A* seriam os resultados
finais de um ajustamento pelo método dos
minimos quadrados se os vetores x° e A°, que foram
utilizados na série de Taylor, estivessem
suficientemente proximos de x* e A4,
respectivamente. Caso contrario, as iteragdes sao
necessarias. Nas iteragdes, os primeiros resultados
obtidos em uma etapa tornam-se valores aproximados da

etapa  seguinte e  assim

S % sucessivamente. Durante a iteragao:

0 . os componentes do vetor x diminuem,

- Ser s aproximando-se de zero; a forma

-3 81 . quadratica fundamental v*.P.v tende
,

eaMVC Zxa tendem a se estabilizar.

Teste qui-quadrado da forma
quadratica dos residuos
A comparagdo de 6° com
Glse baseia no fato de que a forma
quadratica fundamental v'.P.v tem
distribui¢@o x* com (n—u) graus de
liberdade (GEMAEL, 1994) e tem por
finalidade verificar se
estatisticamente 67 € igual a 63 ;
estaultima, obtida do ajustamento. Esta comparagao é
efetuada pelo teste qui-quadrado da forma quadratica
dos residuos que compreende as seguintes partes: a)
enunciagdo das hipoteses basica e alternativa:

H,:0; =6, ¢ H, : 6, # 6 ;b)estatistica
calculada:
w_O0
X G: 0 - w,
. _Gi o o
com X = =_—>{®-u), c)estatisticas da distribuigdo

11 0 1 . Az2 2 .
de pr?bablhda’lde qui quadfado. Xy 050 © 2( V105,00 d)
decisdo: H ¢ aceita, ao nivel de significancia o, se
2 *2 2
X v; 0,50 < X < X‘ v; 1-0,5. o

Teste data snooping de Baarda

O teste data snooping de Baarda
compreende as seguintes partes: a) enunciagdo da
hipoétese basica H,: nenhum erro existe na observagao
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A.; b) estatistica do teste:

V.

i

W = —————parai=1,2,k,n;emque r,chama-
G, /T,

se numero-redundéancia obtido da diagonal da matriz
idempotente

1

o2

)
lw| <Xk, gm que k € um valor critico conforme o nivel de
confianga especifico; se 1-0=95% =k=1,96¢ 1-a=
99% =k=2,57.

R =

X . .P; c) decisdo do teste: rejeita-se H, se

Elipse dos erros, elipse de confianga, erro de posi¢ao e
erro médio de posigdo

A elipse de erros ou elipse padrdo apresenta
uma probabilidade igual a 39,4%, isto é, um nivel de
confianga 1-o = 0,394, de que as coordenadas
estimadas estejam na superficie da elipse (VERESS,
1973; GEMAEL, 1994). Para se obter a dimensdo de
uma elipse para um nivel de probabilidade maior que 1-
a.=0,394, deve-se multiplicar cada um dos semi-eixos
da elipse dos erros por um fator e esta nova elipse
chama-se elipse de confianga. Os pardmetros da elipse
s30 0s semi-eixos maior a € menor b ¢ o angulo de
orienta¢do Y calculados pelas formulas:a = \/max 2;
max ok = (01 +0}) + MM =4(0 )+ (0

-6° b = \Jminoj imin ¢} = %(Gi +07) - %;

2 2
Oy c, -0,

sen2y = e cos2y = . Oraio do circulo
de erro de posicdo, denotado pelo simbolo o, ¢ araiz
quadrada da soma dos quadrados dos desvios-padrao.
Asuaequagdoé 6, = ,/o;+0C, ,enquantoqueo

2 2
, e c,+t6, ©,
circulo do erromédio é o, = — = "
2

RESULTADOS E DISCUSSAO

A figura | apresenta a linha poligonal, cujas
observacdes foram objeto de estudo. As coordenadas
do Ponto 1 sdo admitidas sem nenhuma variabilidade.
As estimativas da qualidade das coordenadas de cada
ponto da linha poligonal sdo os semi-eixos da elipse
dos erros, os semi-eixos da elipse de confianga, o angulo
de orientagdo da elipse, o raio do circulo do erro de
posicdo e o raio do circulo do erro médio de posicao
(Tabela 1). A elipse de confianga foi calculada para a
probabilidade 1 - oo = 0,950. Isso representa que cada
semi-eixo da elipse dos erros foi multiplicado pelo fator
VX 0y = V59915 =245,

v Em relagdo ao Ponto 1, os Pontos 2 a 9
apresentam elipses dos erros com os valores situados

de 3,5837mm a 10,8370mm para o semi-eixo maior e de
2,9471mm a4,7351mm para o semi-eixo menor. Verifica-
se que os valores menores do semi-eixo maior sao os
dos Pontos 2 e 9, justamente por estarem proximos do
Ponto 1, ¢ os valores maiores sdo os dos Pontos 5 ¢ 6,
que sdo os pontos mais afastados. Em conseqiiéncia
dos valores dos semi-eixos da elipse dos erros, tém-se,
para os Pontos 2 € 9, os valores menores do semi-eixo
maior das suas elipses de confianca e os valores
menores dos raios dos circulos do erro de posi¢éo.
Para os Pontos 5 ¢ 6 tém-se os valores maiores do
semi-eixo maior de suas elipses de confianga e os
valores maiores dos raios dos circulos do erro de
posigdo.

Os angulos de orientagdo das elipses sao
todos do 1° quadrante, o que indica que as elipses sdo
alongadas nos quadrantes nordeste e sudoeste.

Aplicagéo do teste qui-quadrado do erro de fechamento

Resolve-se a equagio q=E" (£;/)E e
obtém-se a estatistica q=7,61. As estatisticas teoricas
qui-quadrado ao nivel de significanciao=1%ev=2
graus de liberdade valem %* 2o00s — 001 € XZZ;O‘ 005 =
10,60, que comparadas com a estatistica q permitem
aceitar as medidas de angulo e de distancia da linha
poligonal. Este teste leva em conta os erros acidentais
e por esse motivo € adequada a sua aplicacdo as linhas
poligonais topograficas.

Aplicagao do teste qui-quadrado da forma quadratica
dos residuos

Resolve-Asze a equagao

K= 28 m -0~

GO

e obtém-se a estatistica x> = 4,41. Ao nivel de
significancia oo = 1% e v = 2 graus de liberdade, as
estatisticas teoricas qui-quadrado comparadas com a
estatistica ™ indicam que ndo existem erros
significativos nas medidas de angulo e de distancia da
linha poligonal, assim como ndo existem erros no
processo de ajustamento.

Aplicagdo do teste Data Snooping de Baarda
Resolve-se a equagao

Vl
i T T >
c /T
l, '

parai=1.2,..,18.0 menor e 0 maior valor das estatisticas
w, em valor absoluto, sdo w , = 0,06 e w, = 2,22, que
cdmparadas com a estatistica tedrica da distribuigdo
normal padronizada na probabilidade 1- 2 - 0995 ,
de valor k=2,57 mostram que nao ha erro em nenhuma
das observagdes de angulo e de distancia da linha
poligonal.

w
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Tabela 1— Elipse dos erros, elipse de confianga, raio do circulo do erro de posigdo e raio do circulo do erro médio de posigao.

Elipse dos erros Elipse de confianca

Raio do circulo do

Ponto (1-a0=0394) (1-0=0,950) Angulo de orientagio v erfféuged;oziig%f(frg?n] erro me?l;r([ig posicdo
a [mm] b [mm] a [mm] b [mm]
2 3,6466 2,9471 8,7518 7,0730 87°05°51,3725”’ 4,6886 3,3153
3 6,5137 3,9475 15,6329 94740 83°49°15,7542”’ 7,6165 5,3857
4 7,7357 4,4508 18,5657 10,6818 80°36°12,3688"’ 8,9247 6,3107
5 10,8370 4,7351 26,0088 11,3643 75°06°14,0240” 11,8263 8,3625
6 10,3620 4,5148 24,8687 10,8355 71°08°58,1384”” 11,3028 7,9923
7 6,1168 3,9374 14,6804 94499 71°45°45,0768” 72745 5,1439
8 5,0253 3,3772 12,0606 8,1053 87°53°44,7088"’ 6,0547 4,2813
9 3,5837 2,9746 8,6009 7,1390 79°00°43,2395”’ 4,6574 3,2933

Estes trés testes estatisticos decidiram sobre
ando existéncia de erros, ao nivel de significancia o=
1%, nas observagdes de distancia e de angulo da linha
poligonal. A inexisténcia de erros decorre da geometria
escolhida para estabelecer os pontos da linha
poligonal, do instrumental escolhido, das condi¢des
ambientais, dos cuidados do operador em campo e do
modelo matematico de ajustamento pelo MMQ.

CONCLUSAO

Em uma linha poligonal, as estimativas de
qualidade sdo calculadas antes e apds o ajustamento
pelo MMQ.

Antes do ajustamento, a estatistica q indica
que ndo existem erros, ao nivel de significancia o=1%,
nas observagdes de distincia e de angulos.

Apdés o ajustamento, ao nivel de
significAncia 0=1%, a estatistica y*? indica a inexisténcia
de erros nas observagdes e no processo de
ajustamento. As estatisticas w indicam a inexisténcia

1 . A .
de erros em cada observagao de dngulo e de distancia,

POLIGONAL
TOPOGRAFICA

Figura 1 — Croqui da linha poligonal topografica

ao nivel de significancia 0=1%. A elipse de cada ponto
serd tanto maior quanto mais afastado estiver o ponto
do ponto considerado fixo na linha poligonal.
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