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Resumo 

Este artigo apresenta a segunda (e última) parte do nosso exame dos modelos de redes de 
filas abertas aplicados a sistemas de manufatura discretos. Nosso enfoque é em modelos de 
projeto e planejamento de job-shops. Na primeira parte (BITRAN & MORABITO, 1995b) 
revisamos métodos de decomposição exatos e aproximados para modelos de avaliação de 
desempenho em sistemas com múltiplas classes de produtos e diversas estações de trabalho. 
Nesta segunda parte examinamos modelos de otimização de três categorias de problemas: a 
primeira minimiza o investimento de capital de maneira a atingir uma medida de desempenho 
(estoque em processo ou leadtime), a segunda busca otimizar a medida de desempenho 
sujeito às restrições de recursos, e a terceira explora resultados de pesquisas recentes com a 
redução de complexidade mediante reprojeto da planta e da partição de produtos. 

 
Palavras-chave: redes de filas abertas, otimização e avaliação de desempenho, métodos 

de decomposição, sistemas discretos de manufatura, projeto e planeja-
mento de job-shops. 

 
1. Introdução 

G rande parte dos produtos é manufa-
turada em sistemas discretos, em 
que os itens são processados 
individualmente ou em lotes. 

Assim, um importante problema estratégico 
é o projeto e o planejamento de sistemas de 

manufatura discretos. Exemplos de decisões 
envolvidas são: seleção de produtos e 
tecnologia, escolha de equipamentos e 
capacidade, e alocação de produtos a 
plantas. Para o
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propósito deste trabalho, agrupamos os 
problemas de projeto em três classes, 
propostas em BITRAN & DASU (1992): (i) 
desempenho desejado do sistema (SP1 - 
Strategical Problem 1), (ii) desempenho 
ótimo do sistema (SP2), e (iii) partição da 
instalação (SP3). 

Na classe SP1 o objetivo é minimizar o 
investimento no sistema de manufatura 
sujeito às restrições dos desempenhos 
desejados do sistema. Típicas medidas de 
desempenho são: estoque em processo 
(work in process - WIP), leadtime de 
produtos (tempo total gasto pelo sistema 
para fabricar ou montar o produto), taxa de 
produção, e utilização (intensidade de 
tráfego) de equipamentos. A seguir esco-
lhemos o WIP como medida de desempe-
nho. Considere o seguinte exemplo da classe 
SP1: 

(SP1.1) WIP desejado: 
  Objetivo: minimizar o custo de aquisição 

de equipamentos 
  Variáveis de decisão: capacidade de cada 

estação, tecnologia 
  Restrições: limitante superior para o 

nível de WIP. 
Na classe SP2, desejamos otimizar o 

desempenho do sistema sujeito às limitações 
de capital para investimento no sistema. Um 
exemplo da classe SP2 é dado abaixo: 

(SP2.1) WIP ótimo: 
  Objetivo: minimizar o nível de WIP 
  Variáveis de decisão: capacidade de cada 

estação, tecnologia 
  Restrições: limitante superior para o 

custo de aquisição de equipamentos. 
Note que SP1.1 e SP2.1 envolvem um 

tradeoff entre o capital de investimento e o 
capital de trabalho. Finalmente, na classe 
SP3 procuramos subdividir o sistema de ma-
nufatura em unidades menores (que podem 
ser vistas como plantas dentro da planta) 
para melhorar o desempenho global. Entre-
tanto, esta partição pode requerer duplicação 
de equipamentos e recursos. Considere o 
seguinte exemplo da classe SP3: 

(SP3.1) Número de produtos e WIP 
desejados em cada planta: 

  Objetivo: minimizar o custo de aquisição 
de equipamentos 

  Variáveis de decisão: número de plantas, 
mix de produtos em cada planta, e capa-
cidade de cada estação 

  Restrições: limitante superior para o 
número de produtos e o WIP em cada 
planta. 
Note que SP3.1 também envolve um 

tradeoff entre o custo de adicionar capaci-
dade e a redução da complexidade gerencial 
do sistema. Ele pode ser visto como um caso 
especial da classe SP1. As decisões 
envolvidas são: número de plantas em que 
subdivimos o sistema original, alocação de 
produtos às plantas, e escolha da capacidade 
de cada planta. De fato, os problemas da 
classe SP3 são casos especias de ambas as 
classes SP1 e SP2; eles estão sendo aqui 
considerados separadamente com a finalida-
de de salientar sua importância no projeto de 
sistemas de produção (veja seção 6). 

No presente artigo apresentamos a se-
gunda e última parte do nosso exame dos 
modelos de redes de filas abertas (open 
queueing networks - OQN) aplicados a 
sistemas de manufatura discretos. Nossa 
atenção é dirigida para as decisões de médio 
e longo prazo, como por exemplo no projeto 
e planejamento de job-shops, e não para 
aspectos mais operacionais do sistema, 
como programação e controle da produção. 
No primeiro artigo (BITRAN & MORABI-
TO, 1995b), focalizamos os chamados 
modelos de avaliação de desempenho de 
OQN, que nos auxiliam a avaliar o desem-
penho do sistema. Nesta segunda parte, 
focalizamos os modelos de otimização de 
OQN, que combinam técnicas de programa-
ção matemática e a teoria de OQN. Basica-
mente, a diferença entre um modelo de 
avaliação de desempenho e um modelo de 
otimização reside no fato de que o primeiro 
é descritivo, isto é, por meio das medidas de 
desempenho ele proporciona ao usuário 
importantes insights sobre a operação do 
sistema numa dada configuração, enquanto 
o segundo é prescritivo, isto é, ele determina 
a configuração ótima do sistema, que 
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otimiza certo critério e satisfaz certas 
restrições impostas pelo usuário. 

Num exame anterior, BITRAN & DASU 
(1992) analisaram diversos modelos de 
otimização para job-shops. No presente 
artigo aquele exame é atualizado e estendido 
com uma preocupação mais quantitativa. 
Apresentamos modelos de OQN de múlti-
plas classes de produtos em maiores 
detalhes, enfatizando a importância dos 
efeitos de interferência entre as classes e das 
aproximações de tráfego-leve. Alguns 
algoritmos de solução, baseados em análise 
marginal e na heurística gulosa, são 
descritos em detalhes. Também incluímos 
desenvolvimentos recentes como a partição 
de produtos, e sugerimos perspectivas para 
futuras pesquisas. 

Na próxima seção discutimos brevemente 
a forma pela qual a rede de manufatura pode 
ser representada como uma OQN (esta seção 
é um resumo da seção 2 do primeiro artigo). 

Também fazemos referências a outros 
exames da literatura relacionados com nossa 
revisão. Na seção 3 iniciamos nossa 
discussão dos modelos de otimização e, nas 
seções 4 e 5, tais modelos são analisados 
para as redes de Jackson e as redes de 
Jackson generalizadas, respectivamente. 
Finalmente, na seção 6 discutimos perspec-
tivas para pesquisa futura. 

Devido à frequência com que iremos nos 
referir a seções e expressões do nosso 
primeiro artigo, optamos por simplificar a 
referência e utilizar apenas um asterisco 
após o número da seção ou da expressão. 
Assim, por exemplo a referência “seção 3*” 
corresponde a: “seção 3, daquele artigo”, 
enquanto que a referência “seção 3” 
corresponde a: “seção 3, deste presente 
artigo”. O mesmo procedimento é adotado 
em relação às expressões. 

 

 
2. Representação em Rede de Filas de um Sistema de Manufatura Discreto 

ob shops são complexos sistemas de 
manufatura discretos que processam 
uma grande variedade de produtos ou 
jobs; porém, em pequenos lotes 

(CHASE & AQUILANO, 1992). Em geral, 
job-shops envolvem fluxos complexos de 
jobs através dos shops (estações) e longas 
filas de espera na frente das máquinas. 
Podemos então representar um job-shop 
como uma rede de filas, onde os nós 
correspondem às estações e os arcos ligando 
os nós, aos fluxos de jobs entre as estações. 

O estudo de redes de filas começou 
basicamente com o trabalho de ERLANG 
(1917) em telefonia. Desde então, aplica-
ções têm aparecido em diversas áreas; por 
exem-plo, comunicação, computação, 
transporte, produção, manutenção, biologia 
(redes neurais), saúde (modelos comporta-
mentais), química e materiais (polimeriza-
ção), entre outras; veja DISNEY & KONIG 
(1985). HSU et al (1993) e SURI et al 
(1993) nos fornecem uma descrição 
abrangente do uso de redes de filas para 

representar sistemas de manufatura. Cada nó 
(estação) contém os seguintes elementos: 

 (i) processo de chegada, 
 (ii) processo de serviço, e 
 (iii) fila de espera. 

O processo de chegada na estação é 
descrito pelo intervalo de tempo entre-
chegadas de jobs. As notações M, G e GI 
indicam, respectivamente, um processo 
markoviano, genérico, e genérico indepen-
dente (processo de renovação). Podemos ter 
todos os jobs pertencendo a uma única 
classe ou família, ou pertencendo a múlti-
plas classes diferentes. A chegada de jobs na 
estação pode ser individual ou em lotes. 

O processo de serviço na estação é des-
crito pelo tempo de processamento de jobs. 
As notações M e G indicam, respectivamen-
te, um processo markoviano e genérico (ou 
genérico independente). Estações podem ter 
uma única máquina (servidor), ou várias 
máquinas. Cada máquina pode executar uma 
operação em um job individual, ou em lotes 
de jobs. Usaremos a notação GI/G/m para 

J 
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denotar um sistema de fila única no qual o 
processo de chegada é de renovação (GI), os 
tempos de processamento são variáveis 
aleatórias independentes e identicamente 
distribuídas - iid (G), e o número de 
servidores no sistema é m. 

Finalmente, a fila de espera na estação 
pode ter capacidade limitada ou ilimitada 
para o número de jobs na fila, geralmente 
determinada pelo espaço físico disponível. 
Uma vez alcançada, ela bloqueia a chegada 
de novos jobs na fila. A fila tem uma 
disciplina ou regra para ordenar os jobs 
esperando por processamento. Uma 
disciplina muito usual é a regra primeiro-a-
chegar primeiro-a-ser-servido (first-come 
first-serve - FCFS). 

O conjunto de nós, arcos e jobs compõe a 
rede de filas com as seguintes característi-
cas: (i) número de estações (nós), (ii) 
sequência de operações (roteiros), e (iii) tipo 
de rede de filas: aberta, fechada e mista. 
Numa rede de filas aberta (open queueing 
network - OQN), os jobs entram na rede, 
recebem processamento em um ou mais nós, 
e eventualmente saem da rede. O número de 
jobs fluindo entre os nós é uma variável 
aleatória. Numa rede de filas fechada 
(closed queueing network - CQN), ao 
contrário, não há chegadas nem partidas 
externas de jobs. A taxa de partida de cada 
nó é uma variável aleatória mas o número de 

jobs fluindo entre os nós é fixo. Se a rede 
tiver múltiplas classes de jobs, podemos 
redefinir sub-redes abertas para algumas 
classes e sub-redes fechadas para outras. 
Neste caso, a rede de filas é chamada mista. 

Os modelos de redes de filas analisados 
neste artigo assumem que o sistema atinja 
estado de equilíbrio ou steady-state. Os 
processos de chegada são probabilísticos 
com iid intervalos de tempos entre-chegadas 
nas estações. Os jobs podem pertencer a 
uma única classe ou a múltiplas classes, mas 
chegam individualmente nas estações. Não 
há limite no número de jobs em cada classe, 
mas os jobs não podem mudar de uma classe 
para outra. Os processos de serviço também 
são probabilísticos com iid tempos de 
processamento em cada estação. Cada 
estação pode ter uma ou mais máquinas 
idênticas, e cada máquina serve apenas um 
job por vez. Jobs não podem ser criados ou 
combinados nas estações. As filas de espera 
têm capacidade ilimitada, com disciplina 
FCFS. Todos os modelos discutidos neste 
artigo referem-se a OQN com estruturas 
acíclicas ou cíclicas e roteiros determinísti-
cos ou probabilísticos. Outros modelos para 
os diversos casos não considerados neste 
exame podem ser encontrados na literatura 
discutida a seguir, e nas referências lá 
citadas. 

 
Outros Exames na Literatura 

Diversos exames dos modelos de avalia-
ção de desempenho de redes de filas foram 
referidos no nosso primeiro artigo; entre 
eles, LEMOINE (1977), KOENIGSBERG 
(1982), DISNEY & KONIG (1985), 
BUZACOTT & YAO (1986), e SURI et al 
(1993). 

BUZACOTT & SHANTHIKUMAR 
(1992, 1993), HSU et al (1993) e BITRAN 
& DASU (1992) examinaram ambos os 
modelos de avaliação de desempenho e os 
modelos de otimização de redes de filas. 
Buzacott e Shanthikumar realizaram uma 
extensa análise, orientada para o projeto de 

diferentes sistemas de manufatura, tais como 
linhas de fluxo, linhas de transferência 
automatizadas, job shops, FMS (flexible 
manufacturing systems) e sistemas multice-
lulares. Eles analisaram problemas de 
projeto ótimo e em particular, consideraram 
alguns modelos de otimização em job shops 
que não serão aqui tratados, tais como: 
alocação ótima de operadores nas estações, 
número ótimo de operadores no sistema, 
alocação ótima de jobs nas estações, e 
análise dos efeitos da diversidade de roteiros 
e tempos de processamento de jobs. HSU et 
al (1993) examinaram modelos de otimiza-
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ção para FMS baseados em CQN; eles 
também sugeriram o uso de técnicas 
alternativas, como álgebra max-plus, 
conjuntos nebulosos e sistemas especialis-
tas. Bitran e Dasu discutiram problemas 
estratégicos, táticos e operacionais de 
sistemas de manufatura, com uma atenção 
especial para os modelos de projeto e 
planejamento de job-shops. Como foi 
mencionado anteriormente, tal enfoque é 
estendido neste presente artigo. 

Muitas abordagens para os modelos de 
otimização são baseadas nos métodos de 
decomposição (veja seção 3*) para avaliar 
medidas de desempenho de uma OQN. Mais 
recentemente, abordagens alternativas têm 
sido exploradas (modelos brownianos), 

baseadas nos teoremas do limite de tráfego-
pesado, para avaliar medidas de desempe-
nho e tratar modelos de otimização. Na 
seção 5 apresentamos um exemplo dessas 
abordagens (WEIN, 1990a), sem explorar 
desenvolvimentos adicionais neste tópico, 
uma vez que HARRISON & NGUYEN 
(1993) recentemente revisaram o estado-da-
arte dos modelos brownianos para OQN 
com múltiplas classes. 

No texto que segue, procuramos reservar 
os índices i e j para indicar cada estação, o 
índice k para indicar cada classe de produ-
tos, e o índice l para indicar cada operação 
de uma classe numa estação. As notações 
E(x), V(x) e cx designam, respectivamente, 
a média, a variância, e o coeficiente 
quadrado de variação (square coefficient of 
variation - scv) (definido por cx=V(x)/ 
E(x)2) da variável aleatória x. Vetores e 
matrizes são indicados em negrito. 

 
3. Modelos de Otimização de OQN 

a seção 3* examinamos modelos 
para avaliar o desempenho de uma 
OQN representando um sistema 
job-shop. Nesta seção examinamos 

modelos para projetar ou reprojetar uma 
OQN existente representando um job-shop. 
Naturalmente, se o projeto envolve selecio-
nar uma configuração dentre um pequeno 
número de alternativas, então podemos 
utilizar os modelos anteriores para escolher 
a opção de melhor desempenho; caso 
contrário, precisamos de modelos baseados 
em técnicas de otimização para encontrá-la. 
BITRAN & DASU (1992) classificaram os 
modelos de otimização de OQN em: 

 (i) projeto ótimo 
 (ii) controle ótimo. 

Modelos de projeto ótimo determinam o 
projeto ótimo do sistema para uma dada 
regra operacional (p.e., a disciplina FCFS). 
Modelos de controle ótimo determinam a 
regra operacional ótima para uma dada 
configuração do sistema. Neste trabalho 
revemos apenas os modelos de projeto 
ótimo. Para uma recente discussão dos 

modelos de controle ótimo baseados no 
movimento browniano, veja HARRISON & 
NGUYEN (1993). 

Os três problemas SP1.1, SP2.1 e SP3.1 
apresentados na seção 1 são exemplos de 
problemas de projeto ótimo. Conforme foi 
discutido na seção 1, diversas medidas de 
desempenho podem ser utilizadas, tais como 
o WIP, leadtimes, e taxa de produção. A 
seguir formulamos os problemas SP1.1 e 
SP2.1 escolhendo o WIP como medida de 
desempenho. Uma vez que o WIP e o 
leadtime são linearmente relacionados por 
meio da lei de Little, os algoritmos a serem 
descritos abaixo também se aplicam para o 
leadtime. Estudos similares utilizando a taxa 
de produção como medida de desempenho 
podem ser encontrados em BITRAN & 
SARKAR (1994a). Por simplicidade, 
adotamos a notação Lj(.) e Wj(.), ao invés de 
E(Lj(.)) e E(Wj(.)) adotada no primeiro 
artigo, para designar o número médio de 
jobs e o tempo médio de espera em fila e 
serviço na estação j. Sejam: 
##  taxa média de serviço de cada máquina 

 N

#j
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na estação j, 
mj número de máquinas idênticas na 

estação j, 
Fj(###j, m  custo de alocar a capacidade (

###j, mj) na estaç
j)

ão j, 

cidade da rede, 

##1, 

 WIP na rede, 
LT. SP1.1 é formulado como: 

, m1; ###2, m2; ...; ###n, mn) ### LT 
com: (###  ,m )###P ,   j=1,..,n. 

capacidade (

 disponí-
vel, FT. SP2.1 é formulado como: 

1; ###2, m2; ...; ###n, mn) 
j) = FT 

P

FT orçamento disponível para a capacidade 
da rede, 

Lj(###1, m1; ###2, m2; ...; ###n, mn)  o 
número médio de jobs na estação j, co-
mo uma função da capa

vj valor monetário médio de um job na 
estação j, independente de sua classe, 

LT limitante superior para o WIP da rede. 
Lembramos que o WIP é um valor mone-

tário médio do número médio de jobs na 

rede, definido como:  ###j=1,..,n vj Lj(#
m1;  
###2, m2; ...; ###n, mn). Cada valor monetá-
rio vj, associado a um job na estação j, pode 
ser estimado usando-se experiência prática, 
ou como uma média ponderada proporcional 
à taxa média de chegada e ao tempo médio 
de espera de cada classe (o tempo médio de 
espera pode ser computado aproximadamen-
te através de um procedimento proposto em 
ALBIN, 1986). Obviamente, se vj=1 para 
todo j, então o WIP corresponde ao número 
médio de jobs na rede. 

O problema de WIP desejado SP1.1 é o 
problema de determinar a capacidade  
(###j, mj) para cada estação j de maneira a 
minimizar o custo total e satisfazer a 
restrição do nível desejado de

 
(SP1.1) minimizar ###j=1,..,n Fj(###j, mj) 
 sujeito a:  ###j=1,..,n vj Lj(###1
 j j j
 

onde Pj é um dado domínio das variáveis. 
Similarmente, o problema de WIP ótimo 
SP2.1 é o problema de determinar a 

maneira a minimizar o WIP da rede e 
satisfazer a restrição do orçamento

###j, mj) para cada estação j de 
 
(SP2.1) minimizar ### v L (### , mj=1,..,n j j 1
 sujeito a:  ###j=1,..,n Fj(###j, m
 com: (###j ,mj)### j,   j=1,..,n. 
 
Diversos autores apresentaram métodos 

de solução para os dois problemas acima. A 
seguir revemos alguns desses procedimen-
tos. Com a finalidade de apresentá-los de 
uma forma mais estruturada, adotaremos a 
notação sugerida em BITRAN & DASU 
(1992) que designa cada instância do 
problema por ###/###/###/###, onde ###
###{SP1.1, SP2.1, SP3.1}, ######{J, G}, 
######{S, M} e  
######{R, N}. O símbolo ### indica o tipo 
de problema, ### indica se o problema é 
aplicado a uma rede de Jackson (J) ou a uma 

rede genérica (G), ### indica se as estações 
têm apenas uma única máquina (S) ou 
múltiplas máquinas (M), e ### indica a 
variável de decisão do modelo: taxa média 
de serviço (R) ou número de máquinas (N) 
em cada estação. 

Os problemas SP1.1 e SP2.1 são conside-
rados nas seções 4 e 5. Na seção 4 revemos 
modelos e métodos de solução para as cha-
madas redes de Jackson (OQN com proces-
sos de chegada e serviço markovianos) e na 
seção 5, para as redes de Jackson generali-
zadas (OQN com processos de chegada e 
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serviço genéricos). Para maiores detalhes 
das redes de Jackson e redes de Jackson 
generalizadas, veja as seções 3* e 4*. 

otimização em OQN. Exemplos de modelos 
de otimização em CQN podem ser enco

Conforme salientamos anteriormente, este 
e 

n-
trados, por exemplo, em SHANTHIKU-
MAR & YAO (1987, 1988), DALLERY & 
STECKE (1990) e CALABRESE (1992). presente exame analisa apenas modelos d

 
4. Redes de Jackson (Modelos ./J/./.) 

as redes de Jackson podemos 
decompor cada estação j como um 

mj, ao 

sistema estocasticamente indepen-
aneira, Lj em SP1.1 e 

SP2.1 torna-se uma função apenas de ###  e 

invés de uma função de ###1, m1; ###
2, m2; ...;  
###n, mn. 

dente. Desta m
j

 
4.1 Modelos ./J/./R 

KLEINROCK (1964, 1976) inicialmente 
estudou o problema de minimizar o número 
médio de jobs em redes de Jackson com um 
servidor e classe única. Consideremos 
novamente os dados de entrada da seção 
4.1* com mj=1, j=1,..,n. Kleinrock 

capacidade na estação j. Aplicando a lei de 
Little (Lqj=###jWqj) em (7*) e adicionando 
a carga ofertada (###j=###j/###j), obtemos o 
número médio de jobs em um sistema 
M/M/1 definido como: Lj(###i)=###

escolheu 
as taxas de serviço ###j como variáveis de 
de
proporcional a ###j 
Fj(

j /(###j-
###j), onde ###j é computado conforme 
(1*). O modelo SP2.1/J/S/R é então 
formulado por: 

j(#

,   j=1,..,n

o lagrangeana: 
### L (### ) + y (### f ###j - FT). 
Ao
cada ###j, obtemos a s
j=1,..,n, de SP2.1/J/S/R, dada em forma 
fec

estação j na proporção da raiz quadrada da 
sua 
BITRAN & DASU (1992) observaram, 

acima

stação j), 

 de capacidade em ou-

 

cisão, e assumiu que o custo Fj fosse 
em cada estação j:  

###i)=fj###j, onde fj é o custo unitário da 
 
(SP2.1/J/S/R) minimizar ###j=1,..,n L
 sujeito a:  ###j=1,..,n fj
 com: ###j ### 0
 
Introduzindo o multiplicador de Lagran-

ge y associado à restrição de igualdade em 
SP2.1/J/S/R, obtemos a funçã

##i) 

hada por: 

###j* = ###j + [###(fj###j) / ###i=1,..,n###
(fi###i)] [(FT -  

###i=1,..,nfi###i) / fj] (1) 

Note que se o custo unitário da capacida-
de for igual em todas as estações, (1) 
primeiro aloca capacidade na estação j 

 ###j = FT 
. 

j=1,..,n j i j=1,..,n j
 derivarmos essa função com relação à 

olução ótima ###j*, 

suficiente para satisfazer a taxa média de 
chegada, e depois aloca capacidade na 

taxa média de chegada. Conforme 

cinco condições são satisfeitas no modelo 
: 

 (i) Lj(###j) é uma função convexa em 
###j (o número médio de jobs na esta-
ção j é uma função convexa da capa-
cidade da e

 (ii) Lj(###j) não depende de ###i, i###j, 
i=1,..,n (adições
tras estações têm nenhum efeito no 
número médio de jobs da estação j), 

(iii) ###j é contínuo (as variáveis de 

 N
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decisão são variáveis contínuas), 
(iv) Fj(###j) é uma função convexa em ###

j (o custo de capacidade da estação j é 
uma função convexa da capacidade da 
estação j), 

 

 

de ótimo-local (BAZARAA et al., 1993). A 
ue a solução do 

problema seja em forma fechada. Estas 
co

 uma fila 
M/

bém pode 
ser reduzido a um programa convexo. 

Os modelos SP1.1/J/S/R e SP1.1/J/M/R 
podem ser definidos e analisados de maneira 
similar. 

(v) Lj(###j) (e Wj(###j)) pode ser 
expresso em forma fechada. 

As condições (i)-(iv) reduzem o modelo 
SP2.1/J/S/R a um programa convexo que 
pode ser resolvido otimamente via métodos 

mente como SP.2.1/J/S/R, onde Lj(###j) é 
redefinido para filas M/M/mj (compare com 
(7*)). HAREL & ZIPKIN (1987) mostraram 
que o tempo médio de espera Wj(###j) (e o 
número médio de jobs Lj(###j)) em

condição (v) permite q

ndições serão extensivamente utilizadas 
ao longo da seções 4 e 5. 

Podemos formular SP2.1/J/M/R exata-
 

M/mj também é uma função convexa em 
###j. Assim, as condições (i)-(iv) também 
são satisfeitas e SP2.1/J/M/R tam

4.2 Modelos ./J/M/N 

A seguir discutimos os modelos 
SP1.1/J/M/N e SP2.1/J/M/N. Note agora 
que as variáveis de decisão são inteiras, 
correspondendo ao número de máquinas em 
cada estação. BOXMA et al. (1990) 
apresentaram um algoritmo heurístico e 
outro exato para resolvê-los, respectivamen-
te. A rede de manufatura é representada por 
uma OQN de Jackson
servidores
rot

 com múltiplos 
, múltiplas classes, e diferentes 

 
ser exp essa na forma de 

 cada estação j em estado de 
eq m sistema 
M/M/mj
somando a carga ofertada, obtem
número médio de jobs Lj em função de mj,  
##  e ###j, dado por: 

eiros determinísticos para cada classe. 
(veja seções 4.2* e 5.3*). Considere 
novamente os dados de entrada descritos na 
seção 5.3* com cak=1 e csk=1 para cada 
classe k, e mj###1 para cada  
estação j. 

Ao agregarmos todas as classes em uma 
única classe, obtemos cada estação j descrita 
pelos três parâmetros {mj, ###j, ###j} (veja 
seção 4.2*). KELLY (1979) mostrou que a 
distribuição de equilíbrio do número de jobs
na rede pode r
produto, e que

uilíbrio se comporta como u
. Aplicando a lei de Little em (7*) e 

os o 

#j

Lj(mj, ###j, ###j) = {###j/###jmj (###j/
###j)mj ###(0) /  
[mj! (1 - ###j/###jmj)2]} + ###j/###j (2) 
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onde,  

###(0) = {###t=0,..,mj-1 (###j/###j)t / t! + (
###j/###j)mj / 

[mj! (1- ###j/###jmj)]}-1 

BOXMA et al (1990) consideraram mj, 

L(m) = ###j=1,..,n vj Lj(mj) (3) 

A escolha de mj em cada estação deve 
satisfazer a condição ###j###1 para evitar a 

j=1,...,n, como variável inteira nos modelos 
SP b
que Lj(mj, ###j, #
sim
convexa e decrescente em m  (as condições 
(i)

Seja m o vetor de variáveis (m1, m2,..., mn). 
O WIP da rede, L(m), é dado por: 

instabilidade do sistema. Seja ###z### 
ndo o maior inteiro menor ou igual a 

z. Usando (2*), segue que mj deve ser um 
 maior ou igual ao limitante 

inferior mj
0, definido por: 

1.1/J/M/N e SP2.1/J/M/N, e o servaram denota
##j) em (2), denotado 

plesmente por Lj(mj), é uma função número inteiro
j

 e (ii) são satisfeitas). Eles escolheram o 
WIP como medida de desempenho da rede. 
Note que esta análise pode ser facilmente 
estendida para o leadtime, dado que o WIP e 
o leadtime são linearmente relacionados. 

 
 

mj
0 = ######j###j### + 1 (4) 

Modelo SP1.1/J/M/N 

contrar a solução de custo mínimo satisfa-
 um nível de WIP menor ou igual a um 

lim T###L(m0). 
Se áquinas na 
es-tação j, definido como uma função 

ores): 

(SP1.1/J/M/N) minimizar F(m) = ###j=1,.,n F (m ) 
T  

,   mj i

.1/J/M/N é um 

us
am
sat
pr entre 
o aum IP na 
est

nd

PIj é resultado da análise m
Lj.

a alocação 
fac

No modelo SP1.1/J/M/N queremos en-

zendo
ite especificado LT, com L

ja Fj(mj) o custo de alocar mj m

convexa não-decrescente de mj (a condição 
(iv) é satisfeita). Utilizando (3) e (4), 
obtemos o problema de WIP desejado 
(também cha-mado problema de alocação 
de servid

 
j j

e 
###Fj(mj+1)=Fj(mj+1)-Fj(mj)###0 e 
###Lj(mj+1)=Lj(mj+1)-Lj(mj)###0. 
 

 sujeito a:  L(m) ### L
 com: mj ### mj

0

 
Note que, dado que SP1

nteiro, j=1,..,n. 

programa convexo com variáveis inteiras, o 
o de análise marginal não leva necessari-
ente à otimalidade (a condição (iii) não é 
isfeita). Seja PIj(mj) um índice de 
ioridade definido como o quociente 

ento de custo e a redução de W
ação j, dado por: 

PIj(mj) = ###Fj(mj+1) / -vj ###Lj(mj+1)(5) 

o

arginal de Fj e 
 BOXMA et al (1990) apresentaram um 

simples algoritmo heurístico (algoritmo 1) 
baseado no método guloso para resolver o 
problema SP1.1/J/M/N (veja também a 
abordagem em SUNDARRAJ et al (1994) 
para um problema similar). O algoritmo 
começa com a menor alocação de máquinas 
possível (4) para cada estação. Em cada 
iteração, ele adiciona uma máquina na 
estação com o mínimo índice de prioridade 
(5). O algoritmo termina assim que a adição 
de uma máquina resultar num

tível. 
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Algoritmo 1 

1. Comece com a alocação mj=mj
0, j=1,..,n. 

Esta solução é infactível (L(m0)###LT) e 
(7) é que podemos verificar a qualidade da 
solução heurística gerada pelo a

seu custo F(m ) é me
mínimo de SP1.1/J/M/

0 nor do que o custo 
N. 

2. 

3. are assim que L(m) atingir o limite LT 

 

produz o menor aumento em F(m) por uni-
da

lgoritmo 1, 
apenas comparando as soluções geradas nas 
duas últimas iterações. Seja p a última 
iteração, e m1, m2,..., mp-1, mp as soluções 

# F(m*) ### F(mp) 

e portanto, F(mp-1) e F(mp) são limitantes 
para o valor da solução ótima. Experimentos 

putacionais utilizando duas redes de 
vida real resultaram num erro 

relativo de 5% entre F(mp) e F(mp-1). Estas 

ente próxim  da 

Em cada iteração, atualize o custo F(m), 
o WIP L(m) (usando (2) e (3)) e PIj(mj) 
(usando (5)). Adicione uma máquina na 
estação j* que resultar no menor quocien-
te PIj* (estratégia gulosa), dado por: 

PIj* = mínimo {PIj(mj), j=1,..,n} (6) 

geradas em cada iteração. Obviamente, mp-1 
é infactível e mp é factível. Denotemos por 
m* a solução ótima de SP1.1/J/M/N. 
BOXMA et al. (1990, teoremas 1 e 2) 
mostraram que: 

F(mp-1) ##

P
(solução factível). 

Note que a estação j* escolhida em (6) manufatura da 

de de redução em L(m), indicado por PIj*. 
Devido à convexidade de Fj e Lj, temos que: 

###Fj(mj+1) / -vj ###Lj(mj+1) ### ###
Fj(mj) /  

-vj ###Lj(mj) (7) 

Um resultado interessante que decorre de 
 

com

experiências sugerem que o algoritmo 1 gera 
uma alocação suficientem a
alocação ótima de SP1.1/J/M/N. 

Modelo SP2.1/J/M/N 

No modelo SP2.1/J/M/N queremos alocar 
(ou realocar) máquinas de maneira a 

medida de desempenho, por 
exemplo, minimizar o WIP na rede. 

ho
on

e FMS, no 
qual podemos ter máquinas iguais desempe-
nhando operações diferentes ao instalarmos 
ferramentas diferentes. Utilizando (3) e (4) 

ch
ser

j =
,   m

, temos um programa convexo 
com variáveis inteiras (as condições (i), (ii) 
e (
violada), e o uso de análise marginal pode 
não produzir a solução ótima de 

SP
de prioridade definido como a redução de 
W

otimizar uma 

Assumimos que um total de M máquinas 
mogêneas deve ser alocado às estações, 
de M######j=1,..,nmj

0. Esta situação 
 

ocorre por exemplo no projeto d

obtemos o problema de WIP ótimo (também 
amado de problema de realocação de 
vidores): 

(SP2.1/J/M/N) minimizar L(m) 
 sujeito a:  ###j=1,..,n m
 com: mj ### mj

0

 
Novamente

 M 
j inteiro, j=1,..,n. 

iv) são satisfeitas mas a condição (iii) é 

2.1/J/M/N. Seja agora PIj(mj) um índice 

IP por unidade de máquina na estação j, 
dado por: 
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PIj(mj) = -vj ###Lj(mj+1) (8) 

onde, ###Lj (mj + 1) = Lj (mj + 1) - Lj (mj) 

guloso, para resolver SP2.1/J/M/N. O 
algoritmo começa com a menor aloca

### 0, conforme seção anterior. 
 et al (1990) apresentaram um estação comBOXMA

simples algoritmo (algoritmo 2), sim
algoritmo 1, também baseado no método 

(8). O algoritmo termina quando todas as M 
máquinas tiverem sido alocadas. 

 

ilar ao 

ção de 
máquinas possível (4) para cada estação. Em 
cada iteração ele adiciona uma máquina na 

 o máximo índice de prioridade 

Algoritmo 2 

1. Comece com a alocação mj=mj
0, j=1,..,n. 

Esta solução é infactível (### m 0
produz a maior redução em L(m) por 
unidade de máquina, indicada por PI . j=1,..,n j

###M) e seu WIP L(m0) é maior do que 
o WIP mínimo de SP2.1/J/M/N. 

2. Em cada iteração, atualize o WIP L(m) 
(usando (2) e (3)) e PIj(mj) (usando (8)). 
Adicione uma máquina na estação j* que 
resultar no maior PIj* (estratégia gulosa), 
dado por: 

PIj* = máximo {PIj(mj), j=1,..,n} (9) 

3. Pare assim que o número total de 
máquinas alocadas atingir o limite M 
(solução factível). 
 
Note que a estação j* escolhida em (9) 
 

j*
Devido à convexidade de Lj, temos que: 

vj ###Lj(mj+1) ### vj ###Lj(mj) (10) 

Usando (10), BOXMA et al. (1990, 
teorema 3) provaram que o algoritmo 2 é 
exato e termina com a solução ótima de 
SP2.1/J/M/N (apesar da condição (iii) não 
ser satisfeita). Além disso, esta solução é 
gerada num intervalo de tempo limitado por 
uma função polinomial no número de 
estações da rede, ou seja, em O(Mn). 

5. Redes de Jackson Generalizadas (Mod

esta seção estudamos os mo- 
delos SP1.1/G/S/R, SP2.1/G/S/R 
(BITRAN & TIRUPATI, 1989a, 
BITRAN & SARKAR, 1994a, e 

 

el

is 
dis

os ./G/./.) 

WEIN, 1990a), SP1.1/G/M/R com variáve
cretas (BITRAN & TIRUPATI, 1989b), e 

SP1.1/G/M/N e SP2.1/G/M/N (VAN VLIET 
& RINNOOY KAN, 1991). 

5.1 Modelos ./G/./R 

Inicialmente, apresentamos dois algorit-

OQN 
com inís-
ticos para cada classe (veja seção 5.3*). Na 
seção anterior,
mo o WIP em (3) for
das devido aos resultados exatos das redes 

mos introduzidos por BITRAN & TIRU-
PATI (1989a) para os modelos SP1.1/G/S/R 
e SP2.1/G/S/R. Estes algoritmos podem ser 
facilmente estendidos para tratar os modelos 
SP1.1/G/M/R e SP2.1/G/M/R. A rede de 
manufatura é representada por uma 

 múltiplas classes e roteiros determ

 medidas de desempenho co-
am facilmente avalia-

de Jackson. Na falta de métodos exatos para 
as redes de Jackson generalizadas, o método 
aproximado de decomposição discutido na 
seção 5.3* é utilizado para estimar (aproxi-
madamente) os parâmetros de variabilidade 
em cada estação. Considere novamente os 
dados de entrada da seção 5.3* com mj=1 
para toda estação j. O passo 1 do método de 
decomposição resulta no sistema de 
equações (13*) mais (29*), (31*) e (32*), 
representados a seguir simplesmente por: 

N 
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###(###, ca, ###, cs) = 0 (11) 

onde os vetores ###, ca, ### e cs denotam {
###j, caj, ###j, csj} para todo j. Aplicando a 
lei de Little em (16*) e adicionando a carga 
oferta-da, obtemos o número médio de jobs 
Lj co-mo uma função de ###j, caj, ###j e csj, 
dada por: 

Lj(###j, caj, ###j, csj) =  
2 

número de c
(###j/###j) (caj + csj) g(###j, caj, ###j, csj) /  

j) + ###j/###j (12) 

on

## cs. Bitran e Tirupati consideraram 
cad
variável de decisão contínua (portanto, a 
co
cap
na

 complexa, dado que o sistema de 
eq
de ser analisado. 

upati assumiram que ca e cs 
ndentes de mudanças da 

cap

 serviço variam na mesma propor-
ção e portanto, cs mantém-se aproximada-
me
de ca a mudanças de ### parece ser 
pequena, à medida que aumentamos o 

lasses e a proporção da 
demanda devida por cada classe diminui 
(veja os resultados numéricos em BITRAN 
& TIRUPATI (1988) e a discussão em 

(12). Sob estas suposições, Bitran e Tirupati 
bém mostraram que Lj(###j, caj, ###j, 

csj) em (12) é uma função convexa em ###j, 
plesmente por Lj(###j) 

(condição (i) é satisfeita). Seja ### o vetor 
de

r a 

a: 

###j
0 ### ###j (14) 

2 (1 - ###j/###

de g(###j, caj, ###j, csj) é definido 
conforme (16*). Uma vez que Lj é uma 
função de ###j, caj, ###j e csj em (12), 
obtemos Lj como uma função de ###, ca, 

WHITT (1988)). A consequência dessas 
hipóteses é que podemos inicialmente 
resolver o sistema (11) para uma dada 
capacidade, e em seguida tratar os ca 
obtidos como parâmetros conhecidos em 

# e 
a capacidade ###j, j=1,...,n, como tam

ndição (iii) é satisfeita), admitindo que 
acidade adicional possa ser incorporada 

denotada agora sim

 estação em pequenos incrementos, 
quando comparados com a capacidade total 
(lembre-se que estamos supondo uma única 
máquina em cada estação). Para um dado 
###, (11) e (12) sugerem que mudanças na 
capacidade ### resultem em mudanças em 
ca e cs. Assim, Lj é uma função de ###1, 
###2, ..., ###n. Entretanto, esta relação 
funcional é

uações em (11) é não-linear e não é fácil 

Bitran e Tir
sejam indepe

acidade ###. Dessa maneira, Lj não 
depende de ###i, i###j (condição (ii) 
satisfeita). Eles argumentaram que ao 
variarmos ###, a média e a variância do 
tempo de

nte constante. Além disso, a sensibilidade 

 variáveis. O WIP em (3) pode ser 
reescrito como (compare com (3)): 

L(###) = ###j=1,..,n vj Lj(###j) (13) 

Finalmente, designamos por ###j
0 um 

limitante inferior da capacidade na estação j. 
Note que este limitante deve satisfaze
condição ###j###1 para evitar a instabilida-
de do sistem

 
Modelo SP1.1/G/S/R 

Similarmente à seção 4.2, seja LT uma 
ta para o nível de WIP da rede, tal que LT
#L(###0). Seja também Fj(###j) o custo 

me
##

j
condição (iv) é satisfeita). Utilizando (13) e 
(14

#j
 LT

de alocar capacidade ###j na estação j, 
definido como uma função convexa não-

 
(SP1.1/G/S/R) minimizar F(###) = ##
 sujeito a:  L(###) ###

decrescente e diferenciável de ###  (a 

), obtemos o seguinte problema de 
programação convexa: 

=1,..,n Fj(###j) 
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 com: ###j ### ##
 
BITRAN & TIRUPATI (198

#j

9a) apresen-
tar

-vj ###
Lj(###j)/######j 

 aumentamos de 
##

0,   j=1,..,n. 

O algoritmo 3 é similar ao algoritmo 1 da 
seção 4.2. Seja ### um incremento de capa-
cidade em cada iteração, previamente 
especificado. Começamos com a capacidade 
inicial satisfazendo (14) para todas as 
estações. Em cada iteração,

 

am um algoritmo heurístico (algoritmo 3) 
para resolver SP1.1/G/S/R e gerar curvas de 
tradeoff entre F(###) e L(###). Seja PIj(###
j) um índice de prioridade, agora definido 
como o quociente do aumento marginal de 
custo pela redução marginal de WIP na 
estação j, dado por: 

PIj(###j) = ###Fj(###j)/######j / 
(15) 

# a capacidade da estação com o mínimo 
índice de prioridade em (15). O procedi- 
mento é repetido até que a meta LT seja 
alcançada. 

Algoritmo 3 

1. Comece com a alocação ###j=###j
0 (sufi-

cientemente pequena) e compute os 
valores caj e csj (usando (11)) para cada 
estação j, j=1,..,n. Esta solução é infactí-
vel (L(###0)###LT) e seu custo F(###0) é 
menor do que o custo mínimo de 
SP1.1/G/S/R. 

2. m cada iteração, atualize o custo F(###E
), o WIP L(###) (usan
quociente PI (### ) (

do (12) e (13)) e o 
j j usando (15)). Adi-

3. are assim que L(###) atingir o limite LT 

res para ###, o algoritmo 3 gera curvas de 
tra

são satisfeitas), e o PIj(###j) obtido na 
 corresponde ao multiplica-

dor dual associado à restrição de WIP da 

çã

0 ### F(###p) - F(###*) ### (LT - L(###
p))/PIj*

p + ### 
(17) 

lo 
real com 13 estações e 10 classes resultaram 
num erro relativo de 0.6% entre F(###p) e  

*). Esse erro é aceitável em muitas 
uações práticas. Essas experiências 

bém indicaram que a suposição anterior 

rações). Como 
ilu
ini
variação encontrada no valor de ca foi de 
3%. Esta variação foi obtida atualizando-se 
os 
configuração final da rede. 

zar

cione a ca-pacidade ### na estação j* que 
resultar no menor PIj* (estratégia gulosa), 
dado por: 
PIj* = mínimo {PIj(###j), j=1,..,n} (16) 

onde ### = ### ###i=1,p(1 - PIj*
i/PIj*

p), e 
PIj*

i é o quociente obtido em (16) na i-ésima 
iteração, i=1,..,p. Experiências computacio-
nais com ###=0.1 aplicadas em um exemp

P
(solução factível). 
 

F(###
sitÀ medida que escolhemos valores meno-
tam

deoff mais precisas. BITRAN & TIRU-
PATI (1989a, proposição 2) mostraram que 
no limite ######0, o algoritmo 3 resolve 
otimamente SP1.1/G/S/R (lembre-se que 
assumimos que todas as condições (i)-(iv) 

de que ca e cs sejam independentes de 
mudanças de ### é razoável (observe no 
algoritmo 3 que ca e cs permanecem 
constantes ao longo das ite

última iteração

estação j. 
BITRAN & TIRUPATI (1989a, proposi-

o 3) também apresentaram um limitante 

valores de ca e cs conforme (11) para a 

Um refinamento no algoritmo 3 é atuali-
 ca em cada iteração conforme (11). De 

para o erro do valor da solução aproximada 
obtida pelo algoritmo 3. Suponha que o 
algoritmo 3 encontre uma solução factível 
após p iterações, denotada por ###p, e seja 
###* a solução ótima de SP1.1/G/S/R. 
Temos que: 

stração, ao reduzir o WIP de um valor 
cial de 70000 para 30000, a maior 
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fato, BITRAN & SARKAR (1994b) 
ex
é 
capacidade, não há garantia de que 
SP1.1/G/S/R seja um programa convexo. 
Nã anece 
convexo em ### porque agora ca aria 
a variação de ###, conforme (11). Assim

ento alternativo pode não 
coploraram esta alternativa. Quando ca não 

mais considerado independente da 

o sabemos se L em (13) perm
 v com 

, 

este procedim
nvergir para a solução ótima, ou mesmo 

não convergir para uma solução factível. 
Apesar disso, BITRAN & SARKAR 
(op.cit.) mostraram que o procedimento 
converge, sob certas condições para os 
dados iniciais. 

 
M

redistribuir capacidade existente nas 
estações de maneira a minimizar o WIP na 
red
redes com capacidade homogênea, isto é, 

P2.1/G/S/R) minimizar L(###) 

j j

presen-
tar itmo 4), 
tam , para 
resolver SP2.1/G/S/R (novamente, as 
condições (i)-(iv) são satisfeitas). Sejam ### 

odelo SP2.1/G/S/R 

A seguir, analisamos o problema de 

e. Esta redistribuição faz sentido em 

recursos que possam ser compartilhados por 
diferentes estações (e.g., mão-de-obra). Seja 
###j

1 a capacidade inicial existente na 
estação j, tal que ###j

1######j
0. Utilizando 

(13) e (14), temos: 

 = ###j=1,..,n###j
1 

,   j=1,..,n. 

definido conforme anteriormente e PIj(###j) 
definido agora como a redução marginal de 
WIP na estação j, dado por: 

PIj(###j) = -vj ###Lj(###j)/######j (18) 

 
(S
 sujeito a:  ###j=1,..,n ###j
 com: ###  ### ### 0

 
BITRAN & TIRUPATI (1989a) a
am um algoritmo heurístico (algor
bém baseado no método guloso

 
Algoritmo 4 

Comece 1. com a alocação ###j=###j
1 

e a

(solução factível) e compute os valores 
caj e csj (usando (11)) para cada estação 
j, j=1,..,n. Defina J0 como o conjunto das 
estações disponíveis, J1 como o conjunto 
das estações cuja capacidade for aumen-
tada e J2 como o conjunto das estações 
cuja capacidade for reduzida. Inicialmen-
te J0={1,2,..,n}, e J1 e J2 são vazios. 
Compute ### tal que: 

PIj(###j) (###j + ###j) = máximo {PIj(
###j), j###J0} 

(19) 

2. Em cada iteração, atualize o WIP L(###) 
(usando (12) e (13)) e PIj(###j) (usando 
(18)). Encontre a estação j1 que resultar 

no menor PIj1 dado por: 

PIj1 = mínimo {PIj(###j), j###J0} (20) 

 estação j2 que resultar no maior PIj2 dado 
por: 

PIj2 = máximo {PIj(###j), j###J0} (21) 

2a. Se j1###J1, então faça J0###J0-{j1}. 
2b. Se j2###J2, então faça J0###J0-{j2}. 
2c. Se j1###J1 e j2###J2, então defina 

###1= 
min{###, ###j1-###j1-###j1} e faça 
###j1######j1- 
###1, ###j2######j2+###1, J1###J1
###{j2} e J2###J2###{j1}. 
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3. 

j j j, 
j=1

l. ITRA  & TIRUPATI (1989a, 
remark) mostraram que no limite ######0, 
est /G/S/R 
(lembre-se de que assum mos todas as 
condições (i)-(iv) satisfeitas), e todos os PIj(
##
me mo valor. Simila
ca
mu tiplicador dual associado às restrições de 
ca

ção m um limitante 
par  o rro d  v olu
gerada pelo algor
he

) 

## esmo exemplo da 

menor que 2% entre F(###p) e F(###*), 

rív

icionam recursos ao sistema. Podemos 
gerar curvas de tradeoff entre o capital de 
trabalho (WIP) e o capital de investimento, 
primeiramente, aplicando o algoritmo 4 para 
a configuração original do sistema e então, 

###p como 
o 3 (i.e., ###0

######p, onde ###0 é a capacidade inicial 

0jcaj+###jcsj+###i=1,..,n###i-

ij i ij ij). 

s 
aproximados de decomposição discutidos na 
seção 5*, ao contrário da expressão (12). 
Além disso, (23) é válida somente se uma 

 

Pare se J0 for nulo ou unitário, ou 
PIj1=PIj2. 
 
Note que, em cada iteração, (20) e (21) 

correspondem às estações que produzem a 
maior e a menor redução marginal em L(###
), respectivamente. A expressão (19) junto 
com ###1 garante que a solução gerada pelo 
algoritmo 4 satisfaz ### ###### +###

,..,n. Portanto, ela satisfaz (14) e é 
B Nfactíve

a solução é ótima para SP2.1
i

#j) produzidos na última iteração têm o 
s rmente à seção anterior, utilizando a solução obtida 

da PIj(###j) pode ser interpretado como o capaci-dade inicial no algoritm
l

pacidade na estação j. Ele representa a 
taxa de redução do WIP em relação a 
adições marginais de capacidade nesta 
estação. 

BITRAN & TIRUPATI (1989a, proposi-
 4) também apresentara
a e o  salor da ção aproximada 

itmo 4. Seja ###p a solução 
urística gerada na última iteração p, e ###

* a solução ótima de SP2.1/G/S/R. Então: 

0 ### F(###p) - F(###*) ### n ### PIj2
p(22

onde PIj2
p é o índice de prioridade obtido 

em (21) na última iteração p. Observe em 
(22) que a solução ###p é ótima no limite 
######0. Experiências computacionais com 

no passo 1 do algoritmo 3). Para uma 
experiência computacional e análise de 
cu

#=0.02 aplicadas no m
seção anterior resultaram num erro relativo ###j=###

q (cs q +1-q
indicando que o algoritmo 4 é uma boa 
aproximação para SP2.1/G/S/R. Bitran e 
Tirupati reportaram um resultado interessan-
te deste exemplo: o WIP foi reduzido de um 
valor inicial de 70000 para um valor final 
perto de 40000 apenas redistribuindo a 
capacidade inicial da rede (note no entanto 
que eles supuseram que a capacidade de 
cada estação fosse com-pletamente transfe-

Note que (23) não deriva dos método

el para as outras esta-ções). Com a 
finalidade de testar a hipótese da indepen-
dência de ca em relação a alte-rações da 
capacidade, eles recomputaram ca conforme 
(11) para a configuração final da rede 
(lembre-se que o algoritmo 4 mantém ca e 
cs fixados durante as iterações). A maior 
variação de ca foi em torno de 3%. 

Note que os algoritmos 2 e 4 (problemas 
de WIP ótimo) ajudam a balancear o sistema 
de manufatura, enquanto os algoritmos 1 e 3 
(problemas de WIP desejado) eficientemen-
te ad

rvas de tradeoff, veja por exemplo 
BITRAN & TIRUPATI (1989a) e BITRAN 
& MORABITO (1995a). 

WEIN (1990a) analisou o problema 
SP2.1/G/S/R numa OQN GI/G/1 de classe 
única com todos os jobs percorrendo um 
roteiro probabilístico. Partindo do modelo 
browniano proposto por HARRISON & 
WILLIAMS (1987), que é baseado na 
aproximação de tráfego-pesado de REIMAN 
(1984), Wein obteve o número médio de 
jobs na estação j (em equilíbrio), dado por: 

Lj(###j) = ###j / 2(###j - ###0j) (23) 
onde 

certa condição, denominada skew-symmetry, 
for satisfeita (veja a expressão (4) em
WEIN, 1990a). Considere novamente a 
restrição de orçamento utilizada em 
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KLEINROCK (1964) e discutida na seção 
4.1. Supondo-se que a condição de skew-
symmetry seja satisfeita e utilizando-se (23), 

por: 

 
j=1,..,n Lj(###i

 j= j ##
,   j

 

qu   as estações, 

esta ar ###j, e 

depois aloca capacidade na estação j na 

o modelo SP2.1/G/S/R pode ser formulado 

(SP2.1/G/S/R') minimizar ### ) 
#j = FT 
=1,..,n. 

proporção da raiz quadrada do parâmetro 
###j. 

Wein apresentou experiências computa-
cionais com um exemplo simples de uma 
OQN satisfazendo a condição de skew-
symmetry. Esses resultados mostraram que 
(24) produz uma solução muito próxima da 
solução ótima gerada mediante simulação. 
Embora (24) seja derivada sob condições de 
tráfego-pesado (###j###0.9), ela também 
pode produzir boas aproximações para 
baixas intensidades de tráfego. Uma questão 
importante é investigar a qualidade da 
solução gerada por (24) em situações em 
que a condição de skew-symmetry não é 
satisfeita. 

sujeito a:  ### 1,..,n f
 com: ###j ### 0
 
Após derivar a função lagrangeana deste 

problema, Wein obteve a solução em forma 
fechada ###j*, j=1,..,n, dada por (compare 
com a expressão (1)): 

###j* = ###j + [###(fj###j) / ###i=1,..,n###
(fi###i)]  

[(FT - ###i=1,..,nfi###i) / fj] (24) 

Wein observou que a condição de skew-
symmetry é satisfeita para as redes de 
Jackson (i.e., sistemas M/M/1 com caj=1 e 
csj=1, j=1,..,n), e que (24) se reduz a (1),
que é a solução ótima de SP2.1/J/S/R'. Note 

e se fj for igual em todas
então (24) primeiro aloca capacidade na 

ção j apenas para compens
 

5.2 Modelo SP1.1/G/M/R com Variáveis D

-
ram um algoritmo para o modelo 
SP1.1/G/M/R com alternativas discretas 
para mudança de capacidade em cada 
estação. Os jobs pertencem a múltiplas 
classes e cada classe segue um roteiro 
determinístico, conforme a seção 5.3*. 
Similarmente ao que foi feito na seção 5.1, o 
sistema de equações (19*) mais (29*), (31*) 
e (
siç  é descrito abai en

 médio de jobs na estação j, dado 
por: 

onde q M/mj) denota o número médio 
 sistema M/M/mj. Note 

/M/mj) corresponde ao primeiro 
 direito de (2). Similarmente a 

j j ##j, caj, ###j, csj) em (26) é 

iscretas 

adicionando a carga ofertada, obtemos o 
número

BITRAN & TIRUPATI (1989b) apresenta

32*) do passo 1 do método de decompo-
 L j(M/

de jobs em fila numão xo simplesm te por: 
 que Lqj(M
###(m, ###, ca, ###, cs) = 0 (25) termo do lado

(12), L (m , #
onde os vetores m, ###, ca, ### e cs 
denotam respectivamente os parâmetros 
{mj, ###j, caj,  
###j, csj} para todas as estações j, j=1,..,n. 
Aplicando a lei de Little em (21*) e 

função de mj, ###j, caj, ###j e csj satisfazen-
do (25) (para outras aproximações de Lj, 
veja p.e. WHITT, 1993). Ao invés de 
escolher m ou ### como as variáveis de 
decisão de modelo, Bitran e Tirupati 

Lj(mj, ###j, caj, ###j, csj) = ###j (caj + 
csj)  

Lqj(M/M/mj) / 2 + ###j/###j (26) 
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consideraram um número finito de alternati-
vas para mudança de capacidade em cada 
estação. Seja nj o número total de alternati-
vas para a estação j. Para cada alternativa k, 
k=1,..,nj, são dados: 

ujk = 1, se a alternativa k é escolhida para a 
estação j, 

 0, caso contrário. 
onde ###k=1,..,njujk=1. 

Para cada estação j, a
m número de máquinas idênticas da 

a alternativa k, 

fjk
 

0-1 (condição (iii) não é satisfeita) tal que: 

 escolha de capaci-
dade é representada pelo vetor (uj,1, uj,2, ..., 
uj,nk) em que todos os elementos são nulos, 

j j

te. Utilizan-
do (27) obtemos o seguinte problema: 

.,n ###k=1,..,nj fjk ujk 
 sujeito a:  L(u) ### LT 

jk

jk
estação j n

 

###jk taxa média de serviço de cada 
máquina da estação j na alternativa k, 

 custo da estação j na alternativa k. 

Defina ujk como uma variável de decisão 

exceto um. Desta maneira, temos que mj= 
###k=1,..,njmjkujk e ###j=###k=1,..,nj###jkujk e 
assim, (25) e (26) dependem de ujk. Seja 
u={ujk, j=1,..,n; k=1,..,nj}. Similarmente à 
seção 5.1, Bitran e Tirupati supuseram que 
ca e cs sejam independentes de mudanças da 
capacidade na rede (veja a discussão na 
seção 5.1). Como consequência, podemos 
primeiro resolver o sistema (25) para um 
dado u (i.e., uma dada capacidade m e ###) 
e então, tratar os ca e cs obtidos como 
parâmetros fixos em (26). Além disso, ao 
escolher a alternativa k na estação j (i.e., 
ujk=1 e ujl=0, l###k), podemos nos referir a 
Lj(mj, ###j, caj, ### , cs ) em (26) simples-
mente como Ljk, onde Ljk=Lj(mjk, ###j, caj, 
###jk, csj). Note que, desta maneira, 
podemos computar Ljk para toda alternativa 
k e toda estação j utilizando (26). Sem perda 
de generalidade, assumimos que se Ljk###
Ljl, então fjk###fjl, k###l, k,l=1,..,nj. 
Similarmente a (13), o WIP da rede pode ser 
reescrito como: 

L(u) = ###j=1,..,n  ###k=1,..,nj vj Ljk(ujk)(27) 

onde vj é o valor médio de um job na 
estação j, conforme anteriormen

 
(SP1.1/G/M/R) minimizar F(u) = ###j=1,.

  ###k=1,..,nj u  = 1,   j=1,..,n 
 com: ujk###{0,1},   j=1,..,n, k=1,..,nj 
 

onde LT é uma dada meta para o WIP da 
rede. Note que supusemos L(u) e F(u) como 
funções lineares de u. SP1.1/G/M/R modela 
situações cujo alvo LT é alcançado aumen-

tando-se a capacidade por meio de máquinas 
adicionais, trabalhadores, ou aumentando-se 
a disponibilidade com horas extras e turnos 
adicionais de trabalho. BITRAN & TIRU-
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PATI (1989b) propuseram um algoritmo 
heurístico (algoritmo 5) para resolver o 
programa linear inteiro em SP1.1/G/M/R 
acima. Eles mostraram que: (i) a solução 
ótima da relaxação LP de SP1.1/G/M/R tem 
zero ou duas diferentes variáveis ujk com 

 

valores fracionários (proposição 3.1) e, (ii) 
se esta solução ótima tiver duas variáveis 
com valores fracionários, então elas 
correspondem à mesma estação (corolário). 
O algoritmo descrito abaixo produz a 
solução aproximada u1: 

Algoritmo 5 

1. Seja u0 a solução ótima da relaxação PL 
de SP1.1/G/M/R. Se u0 for uma solução 
factível de SP1.1/G/M/R, então u1=u0 é 
uma solução ótima de SP1.1/G/M/R e 
portanto, pare; caso contrário, vá para o 
passo 2. 

2. Seja i a estação cujas variáveis são 
valores fracionários para certos k1 e k2  
(0###ui,k1

0, ui,k2
0###1). Uma solução 

factível de SP1.1/G/M/R é dada por: 
ujk

1 = ujk
0, j###i, j=1,..,n, k=1,..,nj, 

algoritmo 5 pode ser uma boa aproximação 
para SP1.1/G/M/R quando o número de 
classes é relativamente grande. Neste 
exemplo, ao reduzir-se o WIP da rede de um 
valor inicial de 80000 para uma valor final 
abaixo de 30000, o erro relativo entre F(u1) 
e F(u*) foi menor do que 0.08%. A maior 
variação no valor de ca foi de 4.6%, 
correspondendo a uma variação de 0.5% no 
WIP (lembre-se de que os valores de ca e c

uik 1, se k=l, 

onde l é tal que L  = max{L  | L ###
L

s 
foram mantidos constantes no algoritmo). 
Uma perspectiva a ser ainda explorada é 
desenvolver abordagens para situações 
envolvendo um pequeno número de classes 
e misturas de roteiros determinísitcos e 

el de WIP 
nu

1 = 
 0, caso contrário, 

il ik ik

i,k1ui,k1
0 + Li,k2ui,k2

0, k=1,..,ni}. 
 
Bitran e Tirupati também apresentaram 

um limitante para o erro do valor da solução 
aproximada u1 gerada pelo algoritmo 5. Sem 
perda de generalidade, assuma que 
Li,k1>Li,k2, e denote por u* a solução ótima 
de SP1.1/G/M/R. Então,: 

0 ### F(u1) - F(u*) ### fi,k1 - fi,k2 ###  
max{fjk, j=1,..,n, k=1,..,nj} 

Experiências computacionais com um 
exemplo de uma rede real com 13 estações e 
10 classes de produtos indicaram que o 

probabilísticos. 
Um estudo utilizando refinamentos dos 

algoritmos 3, 4 e 5 para gerar curvas de 
tradeoff entre a capacidade e o nív

 

m sistema job-shop pode ser encontrada 
em BITRAN & MORABITO (1995a). 
Naquele trabalho os autores ilustraram a 
forma de utilização dos algoritmos para 
avaliar a eficiência do sistema, decidir 
quanto de capacidade adquirir, como alocar 
recursos entre a redução de incerteza e 
introdução de novas tecnologias, e como 
avaliar o impacto de mudanças na taxa de 
produção e no mix de produtos. 

5.3 Modelos SP1.1/G/M/N e SP2.1/G/M/N

VAN VLIET & RINNOOY KAN (1991) 
apresentaram dois algoritmos para resolver 
os modelos SP1.1/G/M/N e SP2.1/G/M/N, 
baseados em análise marginal e no método 
guloso. Estes algoritmos estão estreitamente 
relacionados com os dois algoritmos 
apresentados por BOXMA et al (1990) para 

 

resolver os modelos SP1.1/J/M/N e 
SP2.1/J/M/N (descritos na seção 4.2). Nova-
mente, os jobs pertencem a múltiplas classes 
e cada classe percorre um roteiro determi-
nístico diferente. Ao contrário da seção 5.2, 
as variáveis de decisão correspondem ao 
número de máquinas em cada estação. 
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Consideremos novamente o sistema Além disso, a sensibili
linear em (25), e a expressão (26) para o 

a fila GI/G/mj da 
estação j. Van Vliet e Rinnooy Kan 
co

mi

dade de ca com 
relação a mudanças em m parece ser 
pequena à medida que o número de classes 
aumenta e a proporção da carga devida a 

número médio de jobs num

nsideraram cada capacidade mj, j=1,...,n, 
como uma variável de decisão inteira. 
Dados ### e ###, (25) e (26) sugerem que 
mudanças na capacidade m resultam em 
mudanças nos ca e cs (Lj é função de m1, 
m2, ..., mn). Note, entretanto, que esta rela-
ção funcional não é fácil de ser analisada. 

Baseados nos resultados de BITRAN & 
TIRUPATI (1989a) (veja seção 5.1), Van 
Vliet e Rinnooy Kan assumiram que ca e cs 
são independentes de mudanças na capaci-
dade m. Portanto, Lj não é dependente de 

, i###j (condição (ii) satisfeita). Eles 
argumentaram que ao modificarmos m, a 
média e a variância do tempo de serviço 
variam na mesma proporção e assim, cs 
permanece aproximadamente constante. 

cada classe decresce. Portanto, uma vez que 
o conjunto de equações (25) tenha sido 
calculado, podemos ver ca e cs apenas como 
parâmetros em (26). Isto significa que Lj(mj, 
###j, caj, ###j, csj) em (26) pode ser visto 
com

 

o uma função apenas de mj, agora 
denotada por Lj(mj). Dado que Lqj(M/M/mj) 
é uma função convexa em mj e que estamos 
admitindo ca e cs como parâmetros, temos 
que Lj(mj) é uma função convexa em mj 
(condição (i) satisfeita). Seguindo os 
mesmos passos da seção 4.2, o WIP da rede 
L(m) é definido conforme (3) (onde Lj(mj) é 
dado por (26), ao invés de (2)), e o número 
inicial de máquinas m0 deve satisfazer (4). 

Modelo SP1.1/G/M/N 

lo SP1.1/G/M/N é formulado 

oridade 
(i.

que este índice de prioridade é o resultado 

sibilidade de ca a 

O mode
exatamente como SP1.1/J/M/N descrito na 
seção 4.2, onde F(m) é uma função convexa 
não-decrescente de m (condição (iv) 
satisfeita), e L(m) é suposta convexa em m, 
conforme a discussão acima. SP1.1/G/M/N, 
também chamado problema de alocação de 
servidores, é um programa convexo com 
variáveis inteiras e portanto, o uso de 
análise marginal não leva necessariamente à 
otimalidade (condição (iii) não é satisfeita). 
O problema pode ser visto como um 
problema de alocação de máquinas a custo 
mínimo, tal que o WIP da rede resulte 
menor do que um dado valor-meta. 

Van Vliet e Rinnooy Kan utilizaram o 
algoritmo 1 (seção 4.2) para resolver 
SP1.1/G/M/N. O algoritmo inicia com a 
menor alocação possível de máquinas m0 
para todas as estações (alocação infactível). 
Em cada iteração, ele adiciona uma máquina 
na estação com o menor índice de pri

e., o quociente entre o aumento da função 
objetivo e a redução do WIP da rede). Note 

de análise marginal. Ele é obtido ao 
substituir (26) em (5). O algoritmo termina 
assim que a adição de uma máquina numa 
estação tornar a alocação factível. 

O limitante de erro fornecido por BOX-
MA et al (1990) (discutido na seção 4.2) 
também pode ser aqui aplicado. Por 
exemplo, se p é a última iteração do 
algoritmo 1 e m* é a solução ótima de 
SP1.1/G/M/N, temos que: F(mp-1)<F(m*)
###F(mp). Van Vliet e Rinnooy Kan 
geraram curvas de tradeoff entre o custo e o 
WIP da rede, similares àquelas discutidas 
por BITRAN & TIRUPATI (1989a). A 
partir dos resultados computacionais de dois 
exemplos de OQN, eles encontraram um 
erro relativo de 7% na solução do primeiro 
exemplo, e de 5% na solução do segundo. 
Este erro relativo diminui à medida que o 
valor-meta escolhido para o WIP decresce. 
Van Vliet e Rinnooy Kan também recalcula-
ram ca para a configuração final da rede, 
para verificar a sen
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m
ca abaixo de 6%, sugerindo que esta 

a
probl

udanças de m. Eles obtiveram um erro de bordagem é uma boa aproximação para o 
ema SP1.1/G/M/N. 

 
Modelo SP2.1/G/M/N 

Similarmente, o modelo SP2.1/G/M/N é 
formulado exatamente como o modelo 
SP2.1/J/M/N descrito na seção 4.2, onde M 
é o número de máquinas disponíveis tais que 
M>###j=1,..,nmj

0. Novamente, temos a 
função objetivo e a restrição do problema 
definidos como funções convexas de m. 
SP2.1/G/M/N, também chamado de 
problema de realocação de servidores, é um 
programa convexo com variáveis inteiras e 
pode ser visto como um problema de 
redistribuir M máquinas ao longo da rede de 
ma  seu WIP. 

Van Vliet e Rinnooy Kan utilizaram o 
alg

o de WIP por 
máquina). Note que este índice de priorida-
de  
substituir (26) em (8). O algoritmo term
quando todas as M máquinas tiverem sido 

neira a minimizar

oritmo 2 (seção 4.2) para resolver 
SP2.1/G/M/N. O algoritmo inicia com a 
menor alocação possível de máquinas m0. 
Em cada iteração, ele adiciona uma máquina 
na estação com o máximo índice de 

 

prioridade (i.e., a maior reduçã

 é obtido por meio de análise marginal ao
ina 

alocadas. 
Uma vez que estamos assumindo que 

L(m) é uma função convexa em m, o 
algoritmo 2 termina após O(Mn) passos com 
a realocação ótima de máquinas (veja seção 
4.2 para maiores detalhes). Experiências 
computacionais com os dois exemplos 
anteriores indicaram que a sensibilidade de 
ca a mudanças de m é pequena. Assim, a 
solução ótima produzida pelo algoritmo 2 
para o suposto problema convexo pode ser 
utilizada como uma boa aproximação para o 
problema original. 

6. Perspectivas para Futuras Pesquisas 

ários autores têm observado que os 
sistemas de manufatura modernos 
estão-sV e tornando muito complexos, 
devido principalmente a: (i) grande 

nú ompetindo 
pelos mesmos recursos, (i
demanda dos produtos, e (iii) redução dos 

am

ica). A idéia é relacio-
nar os conceitos de complexidade e previsi-

ndo que 
 a ser 

seguir, sugerimos possíveis 

mero de classes de produtos c
i) incerteza na 

ciclos de vida. Além de desenvolver 
mé dos mais eficazes para analisar to
sistemas cada vez mais complexos, também 
podemos tentar re-duzir a complexidade no 

bilidade de um sistema, sugeri
sistemas mais complexos tendem

biente de manu-fatura. Grande parte do 
êxito de JIT e outros métodos relacionados é 
devida à simplificação. Exemplos de 
alternativas para reduzir a complexidade 
incluem a partição de linhas de produção 
existentes, a duplicação de recursos, e o 
reprojeto de produtos e proces-sos de 
manufatura. Note que os problemas da 
classe SP3 (p.e., o problema SP3.1 na seção 
1), podem ser vistos neste contexto. 

Recentes tentativas baseadas em modelos 

menos previsíveis. Por exemplo, um gerente 
de produção deve ser capaz de prever o 
leadtime de um produto com razoável 
precisão. À medida que aumentamos o 
número de classes de produtos manufatura-
das no sistema, a complexidade tende a 
crescer e a previsibilidade tende a diminuir 
devido à interferência entre as classes nas 
estações. Podemos também reduzir a 
complexidade mediante a partição da 
planta. A 

de OQN têm sido feitas para analisar os 
tradeoffs entre a partição de linhas de 
produção e a duplicação de máquinas 
(BITRAN & SARKAR, 1994c; veja 
também TANG & YOO, 1991, para um 
estudo relacionado de partição de clientes e 
alocação de servidores em um sistema de 
serviços com fila ún
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me
noção. Consideramos: 

 (

to, 
 (ii) medidas de com

vista da gerência de estação. 

didas de desempenho que capturam esta 

i) medidas de complexidade do ponto de 
 

vista da gerência de produ
plexidade do ponto de 

6.1 Medidas de Complexidade do Ponto d

Gerentes devem ser capazes de prever o 
leadtime de um produto o mais precisamente 
possível. Em outras palavras, a variância do 
leadtime deve ser pequena. Podemos reduzir 
a variância adicionando máquinas nas 
estações. Seja Tk o leadtime de um produto 
da classe k, wk um peso associado ao 
produto da classe k, e T um limitante 
superior para o leadtime ponderado de todas 
as classes na rede. Assim, podemos formular 
a seguinte restrição de complexidade: 

###k=1,r wk V(Tk) ### T (28) 

Note que quanto menor for o valor fixado 
de T, maior é a previsi

e

bilidade no sistema. 
Ca
com

V(Tk) = ###l=1,..,nk ###j=1,..,n V(Wqj)  
1{j: j=nkl} (29) 

onde V(Wqj) é a variância do tempo de 

cente em mj e assumindo-se que caj e 
csj sejam independentes de mudanças de 
cap
discussão detalhada), segue de (30) que 

os apropriada-
me

 

 Vista da Gerência de Produto 

espera na estação j, dada por: 

V(Wqj) = [Wqj(M/M/mj)]2 (caj + csj) / 4 
(30) 

onde Wqj(M/M/mj) é o tempo de espera 
médio num sistema M/M/mj. Uma vez que 
Wqj(M/M/mj) é uma função convexa 
decres

da variância V(Tk) em (28) é definida 
o a soma das variâncias dos tempos de 

espera nas filas e dos tempos de serviço de 
todas as estações no roteiro da classe k. Por 
simplicidade, vamos supor que os tempos de 
serviço sejam determinísticos em todas as 
estações e portanto, suas variâncias são 
nulas. Obtemos então (BITRAN & SAR-
KAR, 1994c): 

acidade na rede (veja seção 5.1 para uma 

V(Wqj) decresce ao aumentarmos mj. 
Portanto, ao adicionarmos máquinas nas 
estações do roteiro da classe k, reduzimos a 
variância V(Tk) em (29) e assim, a comple-
xidade do sistema do lado esquerdo de (28). 

As expressões (28)-(30) também sugerem 
que, para a mesma capacidade total da 
planta, poderíamos reduzir a complexidade 
do sistema ao particionarm

nte a planta em sub-plantas (ou linhas de 
produção) com um mix de produtos mais 
homogêneo. Desta maneira, obteríamos 
parâmetros de variabilidade menores nas 
estações de cada sub-planta, tais que a 
variância total de cada classe em (29) fosse 
reduzida, e por conseguinte, a complexidade 
do sistema em (28). 

6.2 Medidas de Complexidade do Ponto de

ITRAN & SARKAR (1994c) observa-
qui-

nas cresce em uma estação, esperamos obter 
ma

dos produtos que visitem a estação. 

WHITT (1992) discutiu algumas heurís-
ticas que podem ser úteis para descrever 
restrições de complexidade com respeito ao 

o 
ap

 Vista da Gerência de Estação 

B
ram que à medida que o número de má

ior flexibilidade (em termos de progra-
mação e manutenção) para operar essa esta-
ção. Para determinar o número de máquinas 
em cada estação, devemos considerar as 
incertezas dos intervalos de tempo entre-
chegadas e dos tempos de processamento 

nível de serviço de cada estação. O nível de 
serviço é uma medida que, quando fixada, 
mantém uma certa medida de congestã

roximadamente constante na estação (logo 
abaixo discutiremos a relação entre o nível 
de serviço e a flexibilidade da estação). Por 
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exemplo, seja ###j o nível de serviço na 
estação j, dado por: 

###j = (1 - ###j) ###mj (31) 

A expressão (31) sugere uma economia 
de escala, isto é, para um certo nível de 
serviço, a utilização média aumenta ao 
aumentarmos o número de máquinas e a 
tax

P(Wj>0) 
onstante (i.e., a probabi-

res

GI/G/mj, temos a seguinte aproximação: 

j j j mj E(Wj|Wj

ond  é uma medida 

méd
que
Com do (31) e (32), obtemos um outro 

defi

para cada estação j da rede: 

(1 - ###j) mj / (caj + csj) ### Gj (34) 

onde G  é um limitante inferior para o nível 

xibilidade 
desejada na estação j. Para maiores valores 
de caj e csj, devemos aumentar o número de 

zer 
A

caso
flexibilidade desejada nas estações sem 

Ao 
em m mix de produtos 

de v i 
para
tal que o lado esquerdo de (34) cresça para 

 

a média de chegada ###j da estação j 
(lembre-se de que ###j=###j/(mj###j)). 
Note, entretanto, que a taxa de crescimento 
do número de máquinas é menor do que a 
taxa de crescimento da taxa média de 
chegada. Whitt mostrou que se mantivermos 
###j constante em (31), também estamos 
ma tendo a medida de congestão n
aproximadamente c
lidade de um tempo de espera positivo). Este 

ultado é suportado por teoremas do limite 
de tráfego-pesado, e foi observado em 
experimentos computacionais. Em particu-
lar, Whitt mostrou que para uma fila 

j
de serviço na estação j (note que Gj também 
é um limitante superior para a medida de 
congestão E(Wj|Wj>0)). O parâmetro Gj 
pode ser visto como a mínima fle

###  ### (ca  + cs ) / 2 ###
###0) (32) 

e E(Wj|Wj###0) também
de congestão. Ela corresponde ao tempo 

io de espera na fila da estação j, dado 
 o tempo de espera é maior do que zero. 
binan

exemplo de nível de serviço para a estação j 
nido como: 

###j = (1 - ###j) mj / (caj + csj) ### 1 / 
2 E(Wj|Wj###0) (33) 

A equação (33) implica que para um 
dado nível de serviço ###j, mantemos a 
medida de congestão E(Wj|Wj###0) 
aproximadamente constante. Assumindo-se 
que caj e csj sejam independentes de 
mudanças de capacidade na rede (veja seção 
5.1 para uma discussão detalhada), segue de 
(33) que ao adicionarmos máquinas e 
aumentarmos a taxa média de chegada na 
estação j, a utilização média cresce para o 
mesmo nível de serviço. Seja a seguinte 
restrição 

máquinas na estação j de maneira a satisfa-
a flexibilidade desejada. 
 expressão (34) sugere que, em certos 
s, podemos satisfazer a mínima 

alterar o número total de máquinas na rede. 
particionarmos apropriadamente a planta 
sub-plantas com u

mais homogêneo, podemos obter parâmetros 
ariabilidade menores, digamos caj

i e csj
 cada estação j de cada sub-planta i,  

todo j e i. 

6.3 

O

dad
pro
da classe SP3 (veja, p.e., o problema SP3.1 

disc
aloc

U
dese elos de otimização para 
analisar o tradeoff entre a partição de linhas 

Projeto de Fábrica Focalizada 

 problema do projeto de fábrica focali-
zada envolve a alocação de produtos em 
linhas de produção, e a alocação de capaci-

e em estações de cada linha. Este 
blema pode ser visto como um exemplo 

na seção 1), e é diferente dos problemas 
utidos na seções 4 e 5 em que apenas a 
ação de capacidade estava envolvida. 
m tópico de pesquisa interessante é 
nvolver mod
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de produtos e a duplicação de máquinas 
 projeto de fábrica focalizada. Podería-
 incorporar nestes modelos restrições de 
plexidade dos 

num
mos
com pontos de vista do 

disc
ajud
desejados de produtos e as flexibilidades 

U
idéias (BITRAN & SARKAR, 1994c) revela 
um resultado inesperado: 

ro d
qua
nadas (comparado a quando elas são 

zir 
de 
estações (lado esquerdo de (34)), apenas 

Pesquisa adicional poderia investigar a 
esta
exe a 

prod
dese
considerar situações particulares, em que 

ter rrer roteiros 

serv

 

produto e da estação, tais como (28) e (34) 
utidas acima. Estas restrições podem 
ar-nos a representar os leadtimes 

desejadas nas estações no sistema. 
ma pesquisa recente baseada nestas 

“Ao contrário do senso comum, o núme-
e máquinas requerido pode ser menor 

ndo as linhas de produção são particio-

colocadas em uma única planta).” 

Este resultado sugere que podemos redu-
a complexidade da rede (lado esquerdo 
(28)), ou aumentar a flexibilidade das 

particionando a planta em linhas de produto. 

bilidade das partições ótimas. Por 
mplo, a sensibilidade da solução 

mudanças na taxa média de chegada de 
utos, ou a mudanças no nível de serviço 
jado nas estações. Poderíamos também 

classes de produtos privilegiados deveriam 
baixos leadtimes, ou perco

através de estações com altos níveis de 
iço. 
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A SURVEY ON OPEN QUEUEING NETWORK MODELS  
APPLIED TO DISCRETE MANUFACTURING SYSTEMS: PART II 

 
 

Abstract 

This paper presents the second (and last) part of our survey on open queueing network 
models applied to discrete manufacturing systems. We focus on design and planning for job-
shops. In the first part (Bitran and Morabito, 1995b) we reviewed exact and approximate 
decomposition methods for performance evaluation models for single and multiple product 
class systems. The second part reviews optimization models of three categories of problems: 
the first minimizes capital investment subject to attaining a performance measure (WIP or 
leadtime), the second seeks to optimize the performance measure subject to resource constra-
ints, and the third explores recent research developments in complexity reduction through 
shop redesign and products partitioning. 

 
Key-words: open queueing networks, optimization and performance evaluation, 

decomposition methods, discrete manufacturing systems, job-shop  
design. 

 


	UM EXAME DOS MODELOS DE REDES DE FILAS ABERTAS APLICADOS A  SISTEMAS DE MANUFATURA  DISCRETOS: PARTE II
	Resumo
	1. Introdução
	2. Representação em Rede de Filas de um Sistema de Manufatura Discreto
	Outros Exames na Literatura
	3. Modelos de Otimização de OQN
	4. Redes de Jackson (Modelos ./J/./.)
	4.1 Modelos ./J/./R
	4.2 Modelos ./J/M/N
	Modelo SP1.1/J/M/N
	Algoritmo 1
	Modelo SP2.1/J/M/N
	Algoritmo 2
	5. Redes de Jackson Generalizadas (Modelos ./G/./.)
	5.1 Modelos ./G/./R
	Modelo SP1.1/G/S/R
	Algoritmo 3
	Modelo SP2.1/G/S/R
	Algoritmo 4
	5.2 Modelo SP1.1/G/M/R com Variáveis Discretas
	Algoritmo 5
	5.3 Modelos SP1.1/G/M/N e SP2.1/G/M/N
	Modelo SP1.1/G/M/N
	Modelo SP2.1/G/M/N
	6. Perspectivas para Futuras Pesquisas
	6.1 Medidas de Complexidade do Ponto de Vista da Gerência de Produto
	6.2 Medidas de Complexidade do Ponto de Vista da Gerência de Estação
	6.3 Projeto de Fábrica Focalizada
	Agradecimentos
	Referências Bibliográficas:
	Abstract

