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Resumo

Neste trabalho estudamos o numero otimo de classifica¢des independentes por unidade produzida
supondo que haja dois tipos de erro: o tipo I, no qual classifica-se um produto como ndo-conforme
quando ele na realidade é conforme; e o tipo I, no qual classifica-se um produto como conforme
quando na realidade ¢ ndo-conforme. Desenvolvemos um modelo econémico para minimizar o custo
médio total em fungdo dos erros de classificagcdo e do custo de cada classifica¢do. Pela complexidade
da fungdo-objetivo associada ao modelo, utilizamos um procedimento exaustivo de busca juntamente
com um limitante superior do valor otimo. Todo o procedimento computacional teve uma implementa-
¢do relativamente simples e esta disponivel como uma planilha eletronica do Excel e um codigo do
software estatistico Minitab.

Palavras-chave: qualidade, controle por atributos, conformidade, classificacdes repetidas, erro de
classificacdo, minimizacdo, custo médio total.

ais especialmente quando os processos apresen-
tam caracteristicas de incontrolabilidade ou o
Testes para verificacdo da qualidade por  produto final ¢ composto de diversos componen-

atributos constituem parte importante da tes. Como exemplo de processos em que sempre
maioria dos processos produtivos. Sdo primordi- ha verificagdo de atributos, podemos citar a

1. Introducao
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pintura de automoveis, a manufatura de circuitos
integrados, a fabricagdo de discos rigidos para
computador ¢ o teste de conjuntos montados
como veiculos e autopegas.

Os testes de qualidade constituem-se da
classificagdo de cada produto fabricado em
conforme ou ndo-conforme. Estes sdo normal-
mente realizados supondo que o sistema de
classificacdo ¢ perfeito, apesar de nem sempre
podermos considerar essa hipotese como
verdadeira. Além disso, estamos supondo que as
classificacdes ndo sido destrutivas.

BURKE et al. (1995) ¢ GRAMOPADHYE
et al. (1996) argumentam que os erros estao longe
de serem considerados despreziveis em muitas
tarefas de classificagdo e podem comprometer
seriamente o processo de avaliagdao da qualidade
por atributos. JOHNSON et al. (1991) apresen-
tam numerosos estudos em que verificam que os
erros de classificagdo influenciam seriamente o
processo da avaliag@o da qualidade por atributos.

Neste trabalho tratamos de testes cujas classi-
ficagdes podem apresentar erros. Estamos consi-
derando que dois tipos de erros sdo possiveis:
um ¢ o erro de classificacdo tipo I, no qual
classifica-se um produto como nao-conforme
sendo na realidade conforme; outro € o erro de
classificagdo tipo II, no qual classifica-se um
produto como conforme sendo na realidade néo-
conforme. Dessa forma, os testes podem indicar
um falso controle da qualidade por atributos. A
questdo aqui serd de como melhorar o desempe-
nho dos testes de qualidade pela diminuigcdo da
influéncia dos erros de classificacdo.

Uma estratégia que propomos para resolver o
problema apresentado ¢ realizar m (m>0 e
inteiro) classificagdes independentes por produto
fabricado e considerar como classificagdo final
do produto a maioria dos resultados obtidos. Tal
procedimento, apesar de intuitivo, pode ser
inviavel economicamente. Essa inviabilidade,
conforme veremos adiante, vai depender de uma
ponderacdo entre quanto custa cada classifica-
¢do, cada envio de produto ndo-conforme para o
mercado e cada produto julgado erroneamente
ndo-conforme. Sendo assim, ha necessidade de

um modelo que indique qual o nimero 6timo de
classificagdes independentes repetidas no
sentido econdémico.

GREENBERG & STOKES (1995) apresen-
tam um modelo particular, no qual determinam o
nimero Otimo de classificagdes repetidas
considerando apenas a presenc¢a do erro tipo . A
hipétese do modelo implica que o “comprador”
s6 recebe produtos realmente conformes e a
preocupacdo da empresa “produtora” é focada
em diminuir o numero de produtos julgados nio-
conformes erradamente. Consideramos que esta
premissa ndo ¢ valida para a maioria dos
processos produtivos, uma vez que o erro tipo Il
¢ constatado tecnicamente nas usuais reclama-
¢oes dos “compradores”. Sua magnitude ¢
considerada como diferencial importante na
selecio de uma empresa “produtora”. Neste
trabalho  apresentamos um modelo para
determinagdo do numero 6timo de classificagdes
repetidas independentes dos produtos fabricados,
considerando a possibilidade dos erros tipo I e
tipo I, e que além disso, pode ser facilmente
implementado na pratica.

O restante do trabalho ¢ dividido em trés
secoes. A secgdo 2 descreve o modelo probabilis-
tico adequado. Na secdo 3, discutimos o modelo
de custo para determinacdo do numero de
classificagdes  repetidas  independentes e
derivamos um limitante superior para determina-
cdo do niimero 6timo de classificagdes repetidas.
Uma aplicagdo numérica com implementagao
computacional do modelo proposto ¢ apresenta-
da na se¢do 4. Finalizamos o trabalho com
algumas discussdes que podem ser relevantes
para novas aplicagdes e trabalhos futuros.

2. Modelo Probabilistico

Considere uma classificacdo de n produtos
em conformes e nao-conformes. Seja p a
probabilidade de que um produto qualquer seja
fabricado conforme, e; a probabilidade de que
um produto conforme seja classificado como
ndo-conforme em uma tnica classificacdo ¢ e; a
probabilidade de que um produto ndo-conforme
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Figura 1 — Arvore de eventos das probabilidades consideradas.

seja classificado como conforme em uma tUnica
classificagcdo. A Figura 1 mostra uma arvore de
eventos para facilitar a visualizagdo destas
probabilidades.

Suponha que cada um dos n produtos seja
classificado  independentemente  m
Considere Cj; (i=1,...,n; j=l,..,m) como uma
variavel 0-1, correspondente ao ij-ésimo evento,
isto ¢, a j-ésima classificagdo do i-ésimo
produto; C; também uma varidvel 0-1, corres-
pondente a classificaggo final do i-ésimo produto
apos as m classificagdes independentes. Por
exemplo, Cy=1 significa que na terceira
classificagdo independente o produto 2 foi
considerado conforme e ;=1 significa que o
produto 3 foi considerado conforme apds as m
classificacdes independentes. Observe a Tabela 1
para uma melhor visualizaggo.

Neste ambiente, estaremos considerando que
0 i-ésimo produto serd julgado conforme, C=1,

VEZCES.

m
se ¢ somente se ZCV. >0,5m(i=1,...,n). Caso
Jj=1
contrario serd julgado ndo-conforme (C=0).
Observe que em caso de empates nas classifica-
¢oes repetidas, possivel quando m ¢é par, o
critério de decisdo favorece o ‘“comprador”
evitando o erro tipo II, considerado neste
trabalho, em termos de custos, mais sé€rio que o
erro tipo 1. A probabilidade de C=1 pode ser
expressa por:

Pr[C, =1]=P{qu >O,5m} i=1,..n.

J=1

@.1)

Suporemos que os resultados tipo Bernoulli
C; sdo independentes e identicamente distribui-
dos. Definindo E; (i=1,...,n) como uma variavel
0-1, correspondente ao estado real de fabricacao
do i-ésimo produto e utilizando o teorema da
probabilidade total podemos expressar Pr[Ci=1]
da seguinte forma:

Pr[Ci = 1] =Pr[E; =1]Pt[C; =1/E; =11+
+P[E; = 0]PH{C; =1/E; = 0]

10,5m | .
=p|1- Z_:‘) (XJ(I—el)xe{"_x +
10,5m | .
+(1-p)l1- ). (xjezx(l—ezr”‘x
x=0

onde o termo Pr[a/b] indica a probabilidade
condicional de a dado b e [=10,5m] indica o
maior inteiro inferior ou igual a 0,5m.

Utilizando a notagdo Bla;b;c] para uma
Funcdo Distribuicdo Binomial, com paradmetros
a e b, calculada no ponto /, temos

Pr[C, =1]= p(1- B[m;(1-¢,);1])+

+(1-p)1-Blmey;l])  (2.2)

Para situagdes reais € razoavel assumir que
e1<0,5 e ¢<0,5. BURKE et al (1995) e
GRAMOPADHYE et al (1996) argumentam
que e <025 e e,<0,25 sdo as situacdes
plausiveis de serem encontradas na pratica.
Assim sendo, o crescimento de m faz decrescer a
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Tabela 1 — Classificacdo de n produtos, m vezes cada.

Produto Classificagbes (Cj) Classificagéo final (C;)
1 2 3 m
1 Ch Cpn Cp Cim G
2 Cy Cn Cyn Com G
3 Gy Gy Cxp Csn C;
h h h h h h
n Cu Co Gy Com Cy

probabilidade de julgamentos equivocados sobre
a conformidade ou ndo dos produtos. Neste
sentido, com o aumento de m, o namero de
produtos considerados conformes converge para
a propor¢do de produtos fabricados conformes,
como podemos observar na proposi¢ao 1.

Proposicdo 1. Com o aumento de m, o nimero
de produtos classificados conformes converge
para a propor¢do de produtos fabricados
conformes.

Demonstracio. A demonstracdo pode ser reali-
zada pela aproximacao da distribuigdo Binomial
pela distribuicdo Normal. Assim, temos:

Lim Pr[Cl. = 1]: p—p@{m:l_’_

m—>-+e0 Jme (1—e))
_ _ (I —me,)
o p)[l ‘D[FTD

Lim Pi[C, =1]= p- p®[-0]+(1- p)(1-P[+c]) = p

m—>+o0
onde ®[-] indica fun¢do distribuicdo Normal
padrao.

3. Modelo para Minimizac¢ao de Custos

( :onsideremos ¢o 0 custo de classificar um
produto uma Unica vez, ¢; o custo de

erroneamente julgar um produto conforme como
ndo-conforme e ¢, o custo de julgar erroneamen-
te um produto ndo-conforme como conforme. Se
ndo houver classificagdes (m=0), o custo médio
total (E,,) serd definido como

E (p,e,e)=n(l-p)c,, m=0. 2.3)

Em ultima analise, estamos considerando que
toda a produgdo ¢ conforme e por conseqiiéncia
somente o erro tipo II pode estar presente. O
nimero médio de produtos ndo-conformes no
mercado sera n(1-p).

Ja para n produtos, cada um classificado m
vezes (m=1 e inteiro), podemos expressar o custo
médio total (E,,) como

Em(paelaez):nmco+
+n Pr[E,=1]Pr[C, =0/E, =1]c, +
+ n Pr[E,=0] Pr[C; =1/E; =0]c,

E,(p,e,e,)= nmco+an[m;(l-el);l]c1 +
+n(l- p)(l - B[m;ez;l])cz, m=>1
2.4)

onde B[m;(1 —e;);/]=F, representa a probabi-
lidade de considerar erroneamente um produto
conforme como nao-conforme e 1 — B[m;eyl] = F>
representa a probabilidade de considerar um
produto ndo-conforme como conforme.
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Vamos supor que m° seja 0 m 0timo e que 0s
m validos pertencam ao conjunto dos inteiros
positivos (Z"=0,1,...). O problema que estamos
considerando se reduz a determinar o m° que
satisfaga a equacdo (2.5) ou semanticamente, o
m° cujo custo médio total (£,) seja minimo,
considerando todos os m validos. Podemos
observar que o valor de m° independe de n.

m" = arg min {Em(paelan)}
mezt 2.5)

Em termos operacionais, primeiramente
encontramos o m”* > 1 que minimiza (2.4). Em
seguida comparamos min £, (p,er,e;) com
E-o(p,e1,€2). Se min E, 5 (p,e;,e;) for maior ou
igual a E,—o(p,e1,e;) entdo m° = 0. Caso contrario
m° =m". Sendo assim, a grande dificuldade esta
centrada em se determinar m”. Nos desenvolvi-
mentos que se seguem, reduziremos o numero de
candidatos aptos para m”, gerando conseqiiente-
mente condigdes para determinar m°.

Para probabilidade de erros de inspecao
muito pequena, ndao ¢ interessante haver
inspegdes repetidas. Embora intuitivamente
correto, fornecemos a prova abaixo mostrando a
validade de nosso modelo.

Proposicao 2. Se as probabilidades dos erros de
classificagdo sdo muito pequena, ou seja,
e1,e;—0, entdo m” = 1.

Demonstracao. Como E,(p,e1,e>) —E,:(p,el,ez) >0
e 0<F,F»<1, utilizando (2.4) podemos encontrar
que co(m —m*) >0, e por conseqiiéncia, o unico
m” que satisfaz a equagdo é m* = 1.

Em principio, desejariamos encontrar uma
forma analitica para m que satisfizesse a equacao
(2.5) e fosse facilmente implementavel compu-
tacionalmente. Tentamos utilizar diversos
procedimentos convencionais de otimizagao,
entretanto sem sucesso. Em grande parte, a
dificuldade acontece devido a equacgdo (2.5) ser
definida para valores inteiros de m. Além disso,
o limite do somatorio presente nos calculos de F)
e F, ¢é fungdo de m.

Uma solugdo possivel seria escrever de F e
F, como uma fungdo beta incompleta. Tal
procedimento provocaria a necessidade de
técnicas sofisticadas de calculo numérico com a
conseqiiente  dificuldade de implementagdo
computacional. Tudo isto nos levou a tentarmos
desenvolver procedimentos exaustivos de busca
para a localizagdo do m que minimizasse a
equagdo (2.4) e possibilitasse uma implementa-
¢do computacional simples. Por sua caracteristi-
ca intrinseca, os procedimentos exaustivos
devem trabalhar juntamente com limitantes,
fazendo com que a busca se processe em um
intervalo finito de pontos.

Diversos limitantes sdo possiveis de serem
gerados, dependendo das hipdteses assumidas
com relacdo ao modelo e seus parametros. A
proposicdo 3 abaixo fornece um limitante
bastante aberto, no sentido de que nenhuma
hipotese foi considerada na sua elaboragao.

Proposi¢io 3. Suponha que m* é o m que
minimiza (2.4). Um limitante superior pode ser
definido como

m" <1+ (pe,+(1-p)c,)/ ;. (2.6)

Demonstragao. Pelo exame de E,(p,e;e)—
E;(p,el,ez) >0, e apds algumas manipulagdes
algébricas com a equagdo (2.4), podemos obter
m <m+(pEe +(1-p)Fe, — pF ¢ —(1=-p)F¢)/ <.
Considerando que 0<F,F»<1, podemos chegar a
m* <1+ (pc;+(1-p)cy)/ co.

Das expressoes (2.3), (2.4) e (2.6) podemos
elaborar uma seqiiéncia de tomada de decisao.
Se pci+(1=p)ca<cy e coy>(1—p)ca(l —er)—
pcie; entao m°=0. Se pci+(1-p)ey<cy e
co<(l1-p)x(l —e)—pciey  entdo m°=1.
Agora, se pc; + (1 —p)ca > ¢y devemos calcular
E,(p,e1,e;) para todos os valores de m, com a
restricdo de que m <1+ (pc;+ (1 —p)ca)/co, ©
considerar m° o valor de m que minimiza
E,(p.ei,e;). Para um melhor entendimento
mostramos na Figura 2 o fluxograma do
processo de tomada de decisdo.
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Figura 2 — Fluxograma do processo de decisao.

4. Aplicacio Numérica

exemplo descrito a seguir foi baseado em

GREENBERG & STOKES  (1995).
Considere uma empresa que fabrica 1000
Circuitos Integrados (CI) por dia. Toda a
producao ¢ testada e cada CI ¢ classificado como
conforme ou ndo-conforme. Sabe-se, por meio
de experiéncias praticas, que a classificacao de
CI pode apresentar erros.

Seja p=0,95 a probabilidade de que um CI
seja fabricado conforme, ¢; = 0,1 a probabilidade
de que um CI conforme seja classificado como
ndo-conforme em uma uUnica classificagdo ¢
e;=0,1 a probabilidade de que um circuito
integrado ndo-conforme seja classificado como
conforme em uma unica classificagao.

Os responsaveis pelo setor de planejamento e
producdo consideram primordial determinar o
numero ideal de classificagdes repetidas
independentes (m) para os circuitos integrados
como forma de minimizar o custo médio total da
produgdo diaria. Para tanto, consideram
co=$1,00, c; = $80,00 € ¢, = $120,00.

Para o calculo de m” realizamos implementa-
¢do computacional no Excel e no software
estatistico Minitab. A implementa¢do no Excel ¢
relativamente facil e ndo necessita conhecimen-
tos profundos. A Figura 4 do anexo 1 mostra o
layout da planilha utilizada. A implementacao no
Minitab foi realizada pela elaboragdo de um
programa cujo resultado final é o valor de m°. A
Figura 5 do anexo 2 descreve o programa e sua
utilizagdo.

A utilizagdo do Excel e/ou do Minitab forne-
ceu o limitante m°<0,83 gerando o m Otimo
(m°) igual a 3. O custo médio total foi de
$5296,00. Observe que o procedimento tradicio-
nal de classificar somente uma tnica vez produz
um custo médio total de $9200,00. A Figura 3
mostra o comportamento de E£,(p,e1,e;), m>0. A
tendéncia observada na Figura 2 continua para
valores de m superiores a 19.

5. Conclusao e Considerac¢oes Finais

m controle por atributos, os erros de
classificacdo podem causar um significativo
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Figura 3 — Custo médio total versus m.

impacto nas conclusdes sobre a qualidade do
processo de produgdo e conseqiientemente
aumentar o custo médio total de todo o processo.
Como forma de contornar o problema sugerimos
realizar, independentemente, mais de uma
classificagdo por produto fabricado considerando
como classificacdo final do produto a maioria
dos resultados obtidos. Tal procedimento
mostrou-se capaz de gerar economias sensiveis.
Para tanto, construimos um modelo de mini-
mizagdo dos custos envolvidos. Este mostrou-
nos ser bastante adequado. Além de ser
interpretavel, possibilitou a determinag¢do de um
limitante para o valor que minimiza o custo
médio total. Constatamos que todo o processo
computacional pode ser resolvido pela imple-
mentacdo computacional simples e com isso
tornar-se uma alternativa  operacional e
padronizada para o processo de produgdo.

As possibilidades de derivacdes deste traba-
lho sdo muitas. Primeiramente podemos gene-
raliza-lo para o caso de atributos multiplos. Em
segundo lugar, o critério de classificacdo final
dos produtos fabricados pode ser ampliado para

m

>.C;>am,i=1,.,ne0<a<l. Isto gera uma
J=1

nova fungdo-objetivo para o custo médio total e
torna desnecessaria as hipoteses e; <0,5 e
e; <0,5. Neste sentido, a minimiza¢do do custo
médio total dependera de m e a. Finalmente
podemos considerar p, e; e e, desconhecidos e
tratd-los via processo inferencial. Neste sentido,
podemos considerar a estatistica bayesiana a
postura mais adequada. GABA & WINKLER
(1992) apresentam uma inferéncia bayesiana dos
parametros p, e; € e,.
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Anexo 1

X Microsoft Excel - TestesRepetitivos

“ﬁ Arquivo Editar Exibir Inserir Formatar Ferramentas Dados Janela WE! Ajuda ;[ilﬂ
D2d ey smr<d -« @@ = £ 4% mea - B
Jwd  sha] 2 - NZ S ESEEFemps EE A EE R
Gl - =|
A B C D | E | F G H | =

1 | p= 095 83 |limitante

2 |el= 0,1 83 |teto do limitante

3 ez= 01

4 | n= 1000 BO00 | esperanca de custo total sem inspegao

5 |co= 1 59296 | esperanca de custo total com inspegao minimao

6 (ci= 80 5296 |esperaga de custo total minimo

7 |c2= 120

8

9 m | nm.ch | npBm{1-e1),06m]lct | n(1-p).(1-B[me2,05m]).c2 custo total

10 11000 7600 GO0 9200

11 2 2000 14 440 B0 16500

12 3 3000 2128 168 5246

13 4 | 4000 34975 22 7097

14 g 5000 B51 51 5702

15 §  BO00 1.208 8 7212

16 7 7000 207 16 7224

17 B 8000 382 3 8384

18 9 9000 ] g o073

19 10| 10000 124 1 10128
4 T3 Tb b1l otimiz sl | LIJﬂ
“Degenhar- [3 5 | sutgFormas » ™ \DD4|&v£vé-ETE.@|

Prorto [ I | [

Figura 4 — Planilha Excel para determinacio do m 6timo.
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Anexo 2

Utilize um editor de texto para escrever o arquivo cr.mac. Salve-o, em formato ascii (texto), no
diretorio mtbwin. Entre no sofiware Minitab. Execute o comando %cr. Siga as instrucdes que

aparecerem na tela.

Linhas de Comando

Explicacio

gmacro
cr

Ativa o modo de programagio de macros

note Entre, apertando enter apos cada entrada,
note o Custo c0, cl, c2, p, (1-el), (1-e2) en
read 'terminal'c100;

nobs 7.

end

let k1=c100(1)

let k2= c100(2)

let k3=c100(3)

let k4= c100(4)

let k5= ¢100(5)

let k6= c100(6)

let k6=1-k6

let k7= c100(7)

Entrada dos seguintes valores:

e ¢y — o custo de classificar um produto uma unica
vez.

e ¢, — custo de erroneamente julgar um produto
conforme como nao-conforme

e (¢, — custo de julgar erroneamente um produto nio-
conforme como conforme.

e p — proporc¢do de produtos fabricados conformes.

e (1 —e;) > probabilidade de classificar um produto
conforme como conforme.

e (1 — e;) > probabilidade de classificar um produto
nao-conforme como ndo-conforme.

e 1 — numero de produtos fabricados.

let k&=((k4*k2+(1-k4)*k3)/k1)+0.5
round k8 k8

Calcula o limitante para m".

do k9=1:k8

let k10=k9/2

cdf k10 k11;

bino k9 k5.

cdf k10 k12;

bino k9 k6.

Let k12=1-k12

let c1(k9)=k11

let c2(k9)=k12

enddo

set ¢3

1:k8

end

let c4=k7*c3*k1+k7*kd4*c1*k2+k7*(1-k4)*c2*k3
let k11=k7*(1-k4)*k3

Calcula os valores de E,,, m > 0.

stack 0 c3 ¢3

stack k11 c4 c4

sort ¢3 ¢5;

by c4.

note O valor de m otimo e:

let k12=c5(1)

print k12

note O custo total esperado ser:
min c4

endmacro

Calcula o valor de m° e o custo correspondente.

Figura 5 — Programa Minitab para determinacio do m 6timo.
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DETERMINATION OF THE OPTIMAL NUMBER OF IMPERFECT
CLASSIFICATIONS IN THE EVALUATION OF THE CONFORMITY OF
PRODUCTS

Abstract

In this study we investigate the optimal number of independent classifications per unit produced
when there are two types of classification errors: type I, where product is classified as conforming
when it is not in reality, and type II, where product is classified as non-conforming when in reality it is
conforming. We developed an economic model to minimize the total medium cost as a function of the
classification errors and the cost of each classification. Due to the complexity of the objective function
associated to the model, we used an exhaustive procedure with an upper bound of the optimal value.
The procedure may be implemented easily and is available either as an Excel spreadsheet or as a
macro of the statistical software Minitab.

Key words: quality, control of attributes, conformity, repeated classifications, misclassification,
minimization, total medium cost.



