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Resumo

Considere um modelo de confiabilidade descrito por uma regressão Weibull cujos parâmetros são estimadores 
pelo método da máxima verossimilhança. Eles serão utilizados para estimar outras quantidades como tempo médio 
de falha e quantis que por sua vez desempenham uma função importante numa análise de confiabilidade. O objetivo 
deste estudo é apresentar melhorias nos estimadores do tempo médio de falha e quantis uma vez que seus estima-
dores de máxima verossimilhança são viciados principalmente quanto envolve um tamanho de amostra reduzida. O 
procedimento de reamostragem Bootstrap é proposto para corrigir estes vícios. Através de um estudo de simulação 
é possível quantificar o vício uma vez que sua determinação analítica é um tanto complicada. Um exemplo ilustra o 
procedimento proposto. 
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1. Introdução

Atualmente, os fabricantes enfrentam o desafio de 
desenvolver novos produtos com tecnologia mais avan-
çada e em tempo recorde enquanto que, paralelamente, 
devem continuar os esforços de melhoria da produtivi-
dade, da confiabilidade e da qualidade de maneira geral. 
Melhorar a confiabilidade de um produto é sem dúvida 
um dos aspectos importantes de um programa de melho-
ria da qualidade. A viabilidade desse objetivo depende 
da realização de uma série de tarefas destinadas a avaliar 
diversos aspectos de seu desempenho, que constituem o 
que se costuma chamar de Análise de Confiabilidade 
(Nelson, 1982 e 1990). Em termos práticos, isto signi-
fica que as informações referentes à confiabilidade dos 
produtos necessitam ser obtidas em um período curto de 
tempo, para que possam ser utilizadas em novos projetos 
e na melhoria dos já existentes. Uma das metodologias 
utilizadas nessa etapa é a Análise do Tempo de Falha 
(testes realizados com o objetivo de verificar se o produto 

poderá proporcionar níveis de desempenho especificados 
durante sua vida operacional). Tal análise consiste em 
utilizar dados referentes à duração dos produtos (tempos 
até a falha) e modelá-los por meio de alguma distribui-
ção de probabilidades (tais como Weibull, Log-Normal, 
Gama, etc.). Esta modelagem é realizada com dados ex-
perimentais referentes ao desempenho dos produtos e, 
geralmente, a Distribuição de Weibull é o modelo mais 
utilizado, uma vez que possui grande aplicabilidade na 
análise de dados derivados de experimentos industriais.

Em geral, a confiabilidade é definida como a probabili-
dade de um sistema ou item desempenhar satisfatoria-
mente a função requerida, sob condições de operação 
estabelecidas, por um período de tempo predetermina-
do (Lewis, 1996). Pela definição, confiabilidade depende 
diretamente do tempo, chamado tempo de vida (ou tempo 
até a falha). No entanto, esta definição não é fácil de ser 
assimilada, principalmente se for necessário comunicar-se 
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com o público de modo geral. Para superar essa dificulda-
de, é comum que a confiabilidade seja também reportada 
de várias formas, utilizando-se uma ou mais das seguintes 
quantidades: tempo médio entre falhas de um item repa-
rável (MTBF, mean time between failures); tempo médio 
até a falha de um item não reparável (MTTF, mean time to 
failure); o tempo no qual se espera que px100% dos pro-
dutos colocados em operação venham a falhar (tp, percen-
til de ordem p); e função de confiabilidade do item, que 
fornece a probabilidade do item funcionar por um período 
superior a t (R(t)), entre outras.

Existem alguns trabalhos na literatura que desenvolve-
ram correções em estimadores de máxima verossimilhan-
ça dos parâmetros da Distribuição de Weibull. Jacquelin 
(1993), Ross (1994), Ribeiro (1995) e Kahle (1996) são 
alguns deles. Entretanto, a maioria estudou apenas o vício 
dos estimadores dos parâmetros deste modelo no caso de 
dados não censurados e, não analisando, portanto, o com-
portamento desses vícios nas estimativas de quantidades 
como o tempo médio até a falha (MTTF) e os percentis. 
Além disso, em experimentos industriais que geralmente 
são conduzidos com poucos dados amostrais, é comum a 
presença de censura e de fatores que permitem o controle 
do tempo até a falha do produto. Esses experimentos 
são modelados utilizando-se uma estrutura de regressão. 
Estudos desta natureza e baseados no modelo de regres-
são de Weibull não são encontrados na literatura.

O foco deste trabalho será um estudo do vício dos es-
timadores de máxima verossimilhança para o tempo mé-
dio até a falha e para o percentil de ordem p do modelo 
de regressão de Weibull, quantidades estas que são usa-
das na análise de dados de durabilidade de experimentos 
industriais. Na Seção 2, a forma geral dos modelos de 
regressão de Weibull será apresentada, dando maior ên-
fase aos experimentos sob as mesmas condições (testes 
de vida) e à estimação de máxima verossimilhança das 
quantidades MTTF e percentis. Na Seção 3, a metodo-
logia de reamostragem Bootstrap (Efron, 1979; Efron e 
Tibshirani, 1993) para redução do vício em E.M.V.s será 
descrita. Finalmente, resultados de estudos de simulação, 
visando avaliar o comportamento e a magnitude dos ví-
cios dos E.M.V.s do MTTF e dos percentis de ordem 5% 
e 10% obtidos do ajuste de modelos de regressão de Wei-
bull, são apresentados na Seção 4. Esses resultados foram 
obtidos por meio da realização de experimentos de testes 
de vida para dados não censurados e com a presença de 
censura dos tipos I e II. Na Seção 5 um estudo de caso 
ilustra a aplicação da metodologia de correção de vício 
por reamostragem Bootstrap e, finalmente, as conclusões 
são apresentadas na Seção 6.

2. Modelo de regressão de Weibull

A família de distribuições Weibull é muito utilizada 

como um modelo para a distribuição dos tempos de falha 
na engenharia. O fato da sua taxa de falha ser monótona 
(ela é decrescente ou constante ou crescente conforme o 
parâmetro de forma) faz com que se torne bastante útil 
para modelar tempos de falha de equipamentos. Os mo-
delos utilizados na análise de dados de confiabilidade são 
construídos para o logaritmo do tempo até a falha T, ou 
seja, Y = ln T. Nestes modelos supõe-se que Y tem uma 
distribuição com parâmetro de locação µ(x), em que x 
são variáveis regressoras e parâmetro de escala σ > 0, 
que não depende das variáveis regressoras x. Este será 
o procedimento geral, qualquer que seja a distribuição 
suposta para Y, neste caso Valor Extremo. Neste modelo, 
o parâmetro de locação da distribuição de Y = ln T é ge-
ralmente escrito em função de variáveis regressoras x. O 
modelo toma então a seguinte forma geral

Y = ln T = µ(x)+σε (1)

em que ε tem distribuição do Valor Extremo que inde-
pende das variáveis regressoras x e µ(x) = ln α(x) = xβ e 
σ = 1/δ, onde α(x) e δ são, respectivamente, os parâme-
tros de escala e de forma de uma Distribuição de Weibull.

Notem que o modelo (1) toma a forma do modelo 
de regressão linear simples quando Y = ln T segue uma 
distribuição normal, com média (parâmetro de locação) 
µ(x) = xβ e variância (parâmetro de escala) σ2. Nos ca-
sos em que não há censura, este modelo pode ser ajus-
tado com base na metodologia de Análise de Regressão 
(Neter et al., 1996). Entretanto, na presença de censura, 
como os casos que serão discutidos neste texto, essa me-
todologia não é adequada.

Na forma em que foi apresentado, o modelo de regres-
são em (1) é caracterizado por dois tipos de parâmetros: 
o parâmetro de forma δ e o de escala α(x) = exβ, em que 
x = (x1...xp) e β = (β1...β 2)’. Essas quantidades conferem 
uma forma geral aos modelos probabilísticos. Entretanto, 
em cada estudo de confiabilidade, tais parâmetros devem 
ser estimados a partir das observações amostrais, de tal 
forma que o modelo fique determinado e possibilite esti-
mar o MTTF e os Percentis de Ordem p (tp). O método de 
máxima verossimilhança talvez seja o método mais efi-
ciente para esse tipo de dados. Ele incorpora as censuras, 
é relativamente simples de ser entendido e possui proprie-
dades que permitem construir intervalos de confiança.

O modelo de regressão de Weibull mais simples encon-
trado na literatura é derivado de experimentos em que os 
produtos são submetidos às mesmas condições de testes. 
Estes experimentos são chamados de Testes de Vida e 
consideram que os dados são obtidos de forma que todas 
as fontes conhecidas de variabilidade ou fatores externos 
que possam afetar o tempo até a falha do produto são 
controladas. Supondo uma amostra aleatória de tempos 
até a falha de n produtos, t

1
, t

2
,..., tn, o modelo de regres-

são, apresentado em (1), pode ser escrito como
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yi = ln ti = µ + σεi (2)

em que o tempo até a falha ti tem Distribuição de Weibull 
(α;δ) com função densidade de probabilidade 

( ) ,expf t t
t

t 0i i

s i
i

1

a
d

a $= -d

d

-
c m) 3

ou, de maneira equivalente, yi = ln ti tem distribuição 
do valor extremo (µ = ln α; σ = 1/δ), com a função de 
densidade de probabilidade dada por

( ) , < <exp expf y
y u y u

y1 3 3v v v=
-

-
-

- +c cm m< F

Os parâmetros (α;δ) ou (µ;σ) podem ser estimados 
pelo método da máxima verossimilhança. Usualmente, 
os estimadores de máxima verossimilhança (E.M.V.s) 
dos parâmetros deste modelo são viciados para pequenas 
amostras e tais vícios tendem a crescer à medida que o 
modelo incorpora algum mecanismo de censura. Conse-
qüentemente, os estimadores do MTTF e dos percentis 
são também viciados [maiores detalhes, ver Ferrari e 
Silva (1999) e Colosimo et al. (2000), uma vez que são 
funções destes parâmetros.

As quantidades de interesse MTTF e o Percentil de Or-
dem p (tp) são encontrados substituindo os estimadores de 
µ e σ nas suas respectivas expressões, ou seja,

(1 1
1

MTTF e aC=C v
d

= + +n d nh^ ^ ^^  (3)
e,

t̂p = exp{µ̂  + σ̂ ln[- ln(1 - p)]} = α̂ [- ln(1 - p)]1/
^
δ (4)

As expressões das variâncias do M
^
TTF e t̂p são dadas, 

respectivamente, em (5) e (6):
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é a função digamma definida como ψ(z) = dlogΓ(z)/
Γ(z).

Estudos de simulação para este modelo foram reali-
zados com o intuito de estudar o comportamento dos es-
timadores do MTTF e do Percentil de Ordem p (tp) com 
relação aos seus vícios.

3. Redução de vício via Bootstrap

A teoria de redução de vícios já não é tão recente na li-
teratura estatística e teve seu desenvolvimento iniciado ou 
impulsionado pelo trabalho de Cox e Snell (1968). Desde 
então, vários trabalhos foram realizados para mostrar a 
importância desta metodologia dentro da teoria estatísti-
ca e em outras áreas. É o que se pretende neste trabalho 
ao aplicar esta metodologia na Teoria da Confiabilidade 
usada em experimentos industriais.

Em um modelo regular (Cox e Hinkley, 1974) com um 
parâmetro unidimensional θ, a expansão para o vício do 
E.M.V. θ̂ pode ser escrita como

( ) ...E B
n

B
n

B1

2

2i i i
i i

- = = + +^ ^ ^h h h^  (7)

em que B
1
(θ) e B

2
(θ) são funções de derivadas do lo-

garitmo da verossimilhança com respeito ao parâmetro θ  
para uma observação simples e n é usualmente o número 
de observações. A expansão em (7) também é válida no 
caso multidimensional e, nesta situação, uma expansão 
análoga a (7) é obtida para cada componente do vetor 
paramétrico. Usualmente, o vício do estimador θ é corri-
gido eliminando-se o termo B

1
(θ) em (7). Uma forma de 

obter o termo B
1
(θ) do vício é fazendo uso do processo de 

reamostragem intensivo denominado Bootstrap (Efron, 
1979; Efron e Tibshirani, 1993).

A metodologia de reamostragem Bootstrap é uma téc-
nica de grande relevância na literatura estatística e pode 
ser descrita da seguinte forma: Considere o princípio 
“plug-in”, um método simples de estimação de parâme-
tros. O estimador “plug-in” de um parâmetro θ = g(F) 
é definido por θ̂ = g(F̂). Em outras palavras, a função 
θ  = g(F) da distribuição de probabilidade F é estima-
da pela mesma função de distribuição empírica F̂, θ̂ = 
g(F̂). O procedimento Bootstrap baseia-se simplesmente 
no princípio “plug-in”. Suponha que se deseje estimar o 
vício do estimador de um parâmetro θ = g(F) desconhe-
cido. A distribuição F é desconhecida, mas uma amostra 
aleatória x = (x1,...,xn) com função de distribuição empí-
rica F̂ pode ser obtida. Considere então um estimador θ̂ 
de θ. O vício de θ̂ é definido como 

vícioF = EF (θ) – θ = EF (θ) – g (F)^ ^

Retire uma amostra Bootstrap x* = (x*
1
,..,x*n) com 

distribuição de probabilidade empírica F̂. Uma amostra 
Bootstrap x*

1
,..,x*n é definida como uma amostra alea-

tória de tamanho n retirada com reposição do conjunto 
de dados original x

1
,..,xn. O Bootstrap assim definido é 

comumente chamado Bootstrap não-paramétrico e o es-
timador Bootstrap do vício de θ̂ é definido como

vícioF = EF (θ∗) - g (F)^ ^
^ ^

em que EF̂ (θ̂*) é a esperança de θ̂ sobre a distribuição de 
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probabilidade empírica da amostra Bootstrap e g(F̂)é o 
estimador “plug-in” de θ.

O estimador Bootstrap ideal do vício deve ser apro-
ximado por um procedimento de simulação Monte Car-
lo. Selecione B amostras Bootstrap independentes x*1, 
x*2,..,x*B da distribuição empírica F̂. Calcule as réplicas 
Bootstrap θ̂*

b
  e aproxime a esperança EF̂ (θ̂*) pela média 

/B
* *

B bb

B

1
i i=

=
! . Este resultado é o estimador Bootstrap 

do parâmetro θ. O estimador Bootstrap do erro padrão 
σ̂ = σ(F̂) das B réplicas Bootstrap θ̂*

b
 , é dado por

^S
B 1
1*

* *

B b B

b

B 2

1

i i=
-

-
=

a k!  (8)

Finalmente, o estimador Bootstrap do vício de θ̂, de 
ordem n-1, baseado nas B réplicas é então dado por

vícioB = 
^*

Bi i-  (9)

Como nosso objetivo é corrigir o vício do estimador θ̂ 
de um parâmetro θ, então o estimador Bootstrap corrigi-
do por vício (ECV) até ordem n-1 é dado por

2^ ^ *

B Bi= -i i  (10)

A metodologia Bootstrap pode também ser utilizada 
quando os dados x = (x

1
,...,xn) apresentam algum meca-

nismo de censura. Efron (1981) discutiu e apresentou o 
uso do Bootstrap para dados censurados à direita e para 
a construção de intervalos de confiança. Esta metodolo-
gia, assim como a apresentada por Efron (1981), foram 
aplicadas no desenvolvimento de estimadores corrigidos 
por vício para o tempo médio até a falha (MTTF) e para 
o percentil de ordem p (tp) obtidos do modelo de Weibull 
para dados de testes de vida apresentado na Seção 2.

4. Estudos de simulação

Na Seção 3, o método de redução de vício por reamos-
tragem Bootstrap foi apresentado como uma metodologia 
para auxiliar no desenvolvimento de correções por vício 
em estimadores de máxima verossimilhança. No entanto, 
o objetivo deste trabalho é o de obter correções para o 
vício dos E.M.V.s do tempo médio até a falha (MTTF) 
e dos percentis (5% e 10%), quando estes são obtidos por 
meio do ajuste do modelo de Weibull a dados de tempos 
de falha.

Na metodologia de reamostragem Bootstrap procu-
ra-se reduzir o vício das estimativas de interesse por um 
processo computacional intensivo. De modo resumido, 
pode-se dizer que para uma dada amostra de tempos de 
falha, efetua-se, inicialmente, o cálculo dos estimadores 
de máxima verossimilhança dos parâmetros do modelo 
de Weibull e das respectivas quantidades MTTF e tp de 
interesse. O procedimento de reamostragem Bootstrap, 
então, consistiu de uma reamostragem sucessiva dos 
tempos de falha originais. No caso de reamostragem 

com dados censurados foi utilizada a metodologia des-
crita por Efron (1981). Cada reamostragem dos tempos 
de falha realizada foi denominada de réplica Bootstrap, 
sendo então calculada para esta, as E.M.V.s dos parâme-
tros do modelo de Weibull e as respectivas estimativas do 
MTTF e dos percentis de interesse. Após a realização de 
B = 500 réplicas Bootstrap, foi obtida a média das esti-
mativas do MTTF e dos percentis e os seus respectivos 
vícios pelo uso da expressão (9). Finalmente, foi pos-
sível obter as estimativas corrigidas por vício (E.C.V.s) 
para as mesmas quantidades pela aplicação da expressão 
(10). Este tipo de procedimento denominado Bootstrap 
não-paramétrico (processo de reamostragem baseado 
na função de distribuição empírica dos tempos de falha) 
foi, portanto, utilizado nos estudos de simulação com ex-
perimentos de dados de testes de vida para a obtenção 
de correções no vício dos E.M.V.s das quantidades em 
estudo do modelo de Weibull. Os estudos de simulação 
apresentados neste trabalho foram desenvolvidos com o 
objetivo de avaliar a existência e a ordem de grandeza 
dos vícios dos estimadores de máxima verossimilhan-
ça (E.M.V.s) do MTTF e dos percentis, além de permitir 
a obtenção dos seus respectivos E.C.V.s por reamostra-
gem Bootstrap. Esses estudos foram realizados utilizan-
do um procedimento de Simulação Monte Carlo. Todas 
as simulações foram executadas por meio de programas 
desenvolvidos no “software” computacional Matlab 6.5 
(2003), utilizando-se um total de 10.000 repetições do 
experimento.

Os resultados das simulações com dados censurados e 
não censurados obtidos para o MTTF e para os percentis 
5% e 10% estão apresentados nas Tabelas de 1 a 3. Nes-
tas tabelas, estão disponibilizados os vícios relativos dos 
estimadores de máxima verossimilhança (E.M.V.s) e dos 
estimadores corrigidos por vício (E.C.V.s) quando com-
parados ao verdadeiro valor das quantidades de interesse 
(MTTF e percentis). Esses vícios foram obtidos de expe-
rimentos com dados não censurados e com mecanismos 
de censura do tipo I e do tipo II (10%, 25% e 50% de 
censura nos dois tipos de censura), para os seguintes va-
lores do parâmetro de forma δ iguais a 0,75; 1,00 e 1,50 
do modelo de Weibull e para amostras de tamanhos iguais 
a 25; 50; 75; 100; 150; e 200.

De acordo com os resultados apresentados nas Tabe-
las de 1 a 3, pode-se concluir que as E.M.V.s geralmente 
apresentaram vícios consideráveis, principalmente, para 
os percentis 5% e 10%. Além disso, as estimativas foram 
fortemente influenciadas pelo valor do parâmetro de for-
ma δ do modelo de Weibull e pelo tamanho da amostra. 
O vício também aumenta quando aumenta a taxa de cen-
sura, tanto a do tipo I como a do tipo II.

De uma maneira geral, pode-se observar pelos resulta-
dos que os E.C.V.s apresentaram uma superioridade aos 
E.M.V.s no que diz respeito ao vício. Para experimentos 
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Tabela 1. Vício relativo do E.M.V e E.C.V. do MTTF (parâmetro de escala α = 10,000).
Sem

Censura
Censura
Tipo I

Censura
Tipo II

δ 10% 25% 50% 10% 25% 50%
(MTTF) n EMV ECV EMV ECV EMV ECV EMV ECV EMV ECV EMV ECV EMV ECV

25 1,01 1,00 1,03 0,98 1,07 0,83 1,29 * 1,00 0,96 1,02 0,85 1,12 *
50 1,00 1,00 1,01 0,99 1,04 0,99 1,14 0,64 1,00 0,98 1,00 0,96 1,01 0,85

0,75 75 1,00 1,00 1,01 1,00 1,02 0,99 1,07 0,96 1,00 0,98 1,00 0,97 1,00 0,91
(11906,4) 100 1,00 1,00 1,00 1,00 1,01 1,00 1,06 0,98 1,00 0,99 1,00 0,98 1,00 0,94

150 1,00 1,00 1,01 1,00 1,01 1,00 1,03 0,99 1,00 0,99 1,00 0,99 1,00 0,96
200 1,00 1,00 1,00 1,00 1,01 1,00 1,02 1,00 1,00 0,99 1,00 0,99 1,01 0,98
25 1,01 1,01 1,01 1,00 1,04 0,96 1,15 * 1,00 0,98 1,00 0,95 1,05 *
50 1,00 1,00 1,01 1,00 1,02 1,00 1,06 0,96 1,00 0,99 0,99 0,97 0,99 0,93

1,00 75 1,00 1,00 1,00 1,00 1,01 1,00 1,03 0,99 1,00 0,99 1,00 0,98 0,99 0,95
(10000,0) 100 1,00 1,00 1,00 1,00 1,01 1,00 1,03 0,99 1,00 1,00 1,00 0,98 1,00 0,97

150 1,00 1,00 1,00 1,00 1,01 1,00 1,01 1,00 1,00 1,00 1,00 0,99 1,00 0,98
200 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,01 1,00 1,00 1,00 1,00 0,99 1,00 0,98
25 1,00 1,00 1,00 1,00 1,01 0,99 1,05 * 1,00 0,99 1,00 0,98 1,02 0,61
50 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,02 0,99 1,00 1,00 0,99 0,98 0,99 0,96

1,50 75 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,02 1,00 1,00 1,00 1,00 0,99 0,99 0,97
(9027,5) 100 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,01 1,00 1,00 1,00 1,00 0,99 0,99 0,98

150 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,01 1,00 1,00 1,00 1,00 0,99 1,00 0,99
200 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,99

* indica que a estimativa corrigida por vício (E.C.V.) obtida foi negativa.

Tabela 2. Vício relativo do E.M.V e E.C.V. do percentil 5% (parâmetro de escala α = 10,000).

Sem
Censura

Censura 
Tipo I

Censura 
Tipo II

δ 10% 25% 50% 10% 25% 50%
(t

0,5
) n EMV ECV EMV ECV EMV ECV EMV ECV EMV ECV EMV ECV EMV ECV

25 1,44 0,95 1,46 0,91 1,50 0,94 1,57 * 1,53 1,05 1,60 1,06 1,73 1,09
50 1,20 0,99 1,21 0,98 1,22 0,98 1,25 0,97 1,23 1,02 1,28 1,05 1,32 1,05

0,75 75 1,13 0,99 1,13 0,99 1,14 0,99 1,17 0,99 1,15 1,01 1,18 1,04 1,22 1,05
(190,6) 100 1,10 0,99 1,10 0,99 1,11 1,00 1,12 0,99 1,11 1,01 1,13 1,03 1,16 1,03

150 1,07 1,00 1,07 1,00 1,08 1,01 1,08 1,00 1,07 1,01 1,09 1,02 1,11 1,02
200 1,05 1,00 1,04 0,99 1,05 1,00 1,06 1,00 1,05 1,01 1,06 1,01 1,08 1,02
25 1,26 1,00 1,27 0,99 1,27 0,98 1,31 * 1,29 1,05 1,33 1,07 1,39 1,08
50 1,12 1,00 1,13 1,00 1,12 0,99 1,15 1,00 1,14 1,03 1,17 1,04 1,20 1,06

1,00 75 1,08 1,00 1,09 1,00 1,09 1,00 1,10 1,00 1,09 1,02 1,10 1,02 1,13 1,03
(512,9) 100 1,06 1,00 1,06 1,00 1,06 1,00 1,07 1,00 1,07 1,01 1,07 1,02 1,10 1,03

150 1,04 1,00 1,04 1,00 1,04 1,00 1,04 1,00 1,04 1,00 1,05 1,01 1,06 1,02
200 1,03 1,00 1,03 1,00 1,03 1,00 1,03 1,00 1,04 1,01 1,04 1,01 1,05 1,01
25 1,13 1,01 1,12 0,99 1,12 0,99 1,14 0,79 1,15 1,04 1,16 1,05 1,20 1,04
50 1,06 1,00 1,06 1,00 1,06 1,00 1,08 1,01 1,08 1,02 1,08 1,03 1,10 1,03

1,50 75 1,04 1,00 1,04 1,00 1,04 1,00 1,04 1,00 1,05 1,01 1,05 1,02 1,06 1,02
(1380,5) 100 1,03 1,00 1,03 1,00 1,03 1,00 1,04 1,00 1,03 1,01 1,04 1,01 1,05 1,02

150 1,02 1,00 1,02 1,00 1,02 1,00 1,02 1,00 1,02 1,01 1,03 1,01 1,03 1,01
200 1,01 1,00 1,01 1,00 1,01 1,00 1,02 1,00 1,02 1,00 1,02 1,01 1,02 1,01

* indica que a estimativa corrigida por vício (E.C.V.) obtida foi negativa.

em que realmente os E.M.V.s do MTTF e dos percentis 
foram viciados, o procedimento de reamostragem Boots-
trap conseguiu reduzir satisfatoriamente o vício dessas 
estimativas, fazendo com que as E.C.V.s fossem bem 

próximas do verdadeiro valor. Essa redução só não foi 
satisfatória quando o experimento foi realizado com altas 
taxas de censura (50%) e tamanho de amostras muito pe-
quenas (n = 25), para valores de δ iguais a 0,75 e 1,00.
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5. Estudo de caso

Este estudo de caso consistiu de uma análise do con-
junto de dados sobre o tempo até a quebra de um tipo de 
isolante elétrico sujeito a um estresse de voltagem cons-
tante apresentado em Lawless (1982). Os dados apresen-
tados na Tabela 4 são não censurados e representam os 
tempos (em minutos) até a quebra, para quatro grupos de 
isolantes submetidos a diferentes níveis de voltagem.

Lawless (1982) utilizou este conjunto de dados para 
ilustrar o ajuste do modelo de Weibull a dados de falha, 
tendo calculado, portanto, somente as estimativas dos 
seus parâmetros, ou seja, α e δ. A análise realizada em 
Lawless (1982) consistiu do ajuste de um modelo de Wei-
bull para os tempos até a quebra, a partir de um dado 
nível de voltagem fixo.

Neste trabalho, utilizamos os dados de tempos até a 
quebra, em cada um dos seus níveis, apenas para ilus-
trar uma situação de experimento de teste de vida sem 
a presença de covariável e com diversos tamanhos de 
amostra. Esse conjunto de dados serviu a esse propósito 
e, portanto, a análise dos dados da Tabela 4 foi realiza-
da ajustando-se um modelo de Weibull para cada nível 
de voltagem, conforme realizado em Lawless (1982). O 
ajuste do modelo consistiu em calcular, para cada nível 
de voltagem, as estimativas de máxima verossimilhan-
ça (E.M.V.s) dos parâmetros do modelo de Weibull, do 
MTTF e dos percentis de ordem 5% e 10%. Além des-
sas, foram calculadas as estimativas corrigidas por vício 
(E.C.V.s) pelo procedimento de reamostragem Bootstrap 

para as quantidades MTTF e percentis. As estimativas 
corrigidas por vício foram encontradas utilizando-se um 
total de 5000 réplicas Bootstrap. Para cada modelo ajus-
tado, foram calculadas também as estimativas por inter-
valo para as quantidades de interesse. Os intervalos para 
as E.M.V.s do MTTF foram obtidos fazendo-se o uso da 
expressão da variância estimada em (5), [maiores deta-
lhes ver em Colosimo e Ho (1999)]. Já os intervalos de 
confiança para as E.M.V.s dos percentis foram obtidos fa-
zendo-se o uso da expressão da variância dada em (6). Os 
intervalos para as E.C.V.s por reamostragem Bootstrap 
foram construídos pelo Método do Percentil Corrigido 
por Vício (Bias-Corrected Percentile Bootstrap - BCPB) 
segundo Efron e Tibshirani (1986). Os resultados das es-
timativas estão apresentados na Tabela 5.

Observando os resultados apresentados na Tabela 5, 
podemos concluir que não houve diferenças considerá-
veis entre as E.M.V.s e as E.C.V.s para o MTTF obtidas 
para os tempos de quebra dos isolantes. No entanto, com 
relação aos percentis, podemos observar grandes dife-
renças quando comparamos as estimativas sem correção 
(t

0,05B, t
0,10B) com as estimativas corrigidas por vício (t

0,05B, 
t
0,10B). Além disso, os intervalos obtidos para as estimati-

vas corrigidas por reamostragem Bootstrap apresentaram 
menor amplitude quando comparados com os intervalos 
obtidos para as estimativas de máxima verossimilhança.

Voltando aos resultados dos estudos de simulação des-
critos nas Tabelas de 1 a 3 pode-se observar que, para os 
experimentos com dados não censurados, o E.M.V. do 
MTTF apresentou praticamente vício próximo de zero; 

Tabela 3. Vício relativo do E.M.V e E.C.V. do percentil 10% (parâmetro de escala α = 10,000).
Sem

Censura
Censura 
Tipo I

Censura 
Tipo II

δ 10% 25% 50% 10% 25% 50%
(t

0,5
) n EMV ECV EMV ECV EMV ECV EMV ECV EMV ECV EMV ECV EMV ECV

25 1,29 0,99 1,28 0,97 1,30 0,99 1,32 * 1,33 1,05 1,35 1,06 1,42 1,08
50 1,13 1,00 1,13 1,00 1,14 0,99 1,14 0,99 1,15 1,02 1,17 1,04 1,18 1,03

0,75 75 1,09 1,00 1,08 1,00 1,09 1,00 1,10 1,00 1,09 1,01 1,11 1,03 1,13 1,03
(497,6) 100 1,06 1,00 1,06 1,00 1,07 1,00 1,07 0,99 1,07 1,01 1,08 1,02 1,09 1,02

150 1,05 1,00 1,04 1,00 1,05 1,01 1,05 1,00 1,05 1,01 1,06 1,01 1,06 1,01
200 1,03 1,00 1,03 0,99 1,03 1,00 1,04 1,00 1,03 1,00 1,04 1,01 1,05 1,01
25 1,17 1,01 1,17 1,00 1,16 1,00 1,18 * 1,19 1,04 1,21 1,05 1,23 1,05
50 1,08 1,00 1,08 1,01 1,07 1,00 1,09 1,00 1,09 1,02 1,11 1,03 1,12 1,03

1,00 75 1,06 1,00 1,06 1,00 1,06 1,00 1,06 1,00 1,06 1,01 1,06 1,01 1,07 1,02
(1053,6) 100 1,04 1,00 1,04 1,00 1,04 1,00 1,04 1,00 1,05 1,01 1,05 1,01 1,06 1,01

150 1,03 1,00 1,02 1,00 1,03 1,00 1,02 0,99 1,02 1,00 1,03 1,01 1,04 1,01
200 1,02 1,00 1,02 1,00 1,02 1,00 1,02 1,00 1,03 1,01 1,02 1,00 1,03 1,01
25 1,09 1,01 1,08 1,00 1,08 1,00 1,09 0,79 1,10 1,03 1,10 1,03 1,13 1,02
50 1,04 1,00 1,04 1,00 1,04 1,00 1,05 1,00 1,05 1,02 1,05 1,02 1,06 1,02

1,50 75 1,03 1,00 1,03 1,00 1,02 1,00 1,03 1,00 1,03 1,01 1,04 1,01 1,04 1,01
(2230,8) 100 1,02 1,00 1,02 1,00 1,02 1,00 1,02 1,00 1,02 1,01 1,03 1,01 1,03 1,01

150 1,01 1,00 1,01 1,00 1,01 1,00 1,01 1,00 1,02 1,00 1,02 1,01 1,02 1,01
200 1,01 1,00 1,01 1,00 1,01 1,00 1,01 1,00 1,01 1,00 1,01 1,00 1,01 1,00

* indica que a estimativa corrigida por vício (E.C.V.) obtida foi negativa.
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 Tabela 5. Estimativas do ajuste do modelo de Weibull para os tempos até a quebra de um tipo de isolante elétrico.

Nível de Voltagem e Tamanho da Amostra

Quantidades de 
Interesse

30
n = 11

32
n = 15

34
n = 19

36
n = 15

α 77,58 25,94 12,22 4,29

δ 1,06 0,56 0,77 0,89

MTTF
I.C. (95%)

75,86
(33,51; 118,21)

42,81
(2,12; 83,49)

14,24
(5,86; 22,61)

4,55
(1,96; 7,13)

MTTFB
I.C. (95%)

75,79
(44,03; 111,98)

42,82
(21,01; 77,44)

14,30
(8,47; 22,82)

4,55
(2,39; 8,16)

t
0,05

I.C. (95%)
4,69

(0,94; 23,40)
0,13

(0,01; 1,71)
0,26

(0,05; 1,34)
0,15

(0,03; 0,70)

t
0,05B

I.C. (95%)
2,79

(1,84; 13,75)
*
*

0,16
(0,07; 0,67)

0,07
(0,05; 0,30)

t
0,10B

I.C. (95%)
9,26

(2,49; 34,43)
0,47

(0,06; 3,95)
0,66

(0,17; 2,53)
0,34

(0,10; 1,20)

t
0,10B

I.C. (95%)
6,71

(4,19; 23,55)
0,08

(0,09; 2,17)
0,49

(0,24; 1,51)
0,23

(0,14; 0,59)

Observações: 1. α é o parâmetro de escala e δ  é o parâmetro de forma do modelo de Weibull.
 2. *: indica que a estimativa corrigida por vício E.C.V. obtida foi negativa.

 Tabela 4. Tempos de falha de um tipo de isolante elétrico.

Número
da

unidade

Nível de Voltagem (kV)

30
n = 11

32
n = 15

34
n = 19

36
n = 15

1 17,05 0,40 0,96 1,97

2 22,66 82,85 4,15 0,59

3 21,02 9,88 0,19 2,58

4 175,88 89,29 0,78 1,69

5 139,07 215,10 8,01 2,71

6 144,12 2,75 31,75 25,50

7 20,46 0,79 7,35 0,35

8 43,40 15,93 6,50 0,99

9 194,90 3,91 8,27 3,99

10 47,30 0,27 33,91 3,67

11 7,74 0,69 32,52 2,07

12 100,58 3,16 0,96

13 27,80 4,85 5,35

14 13,95 2,78 2,90

15 53,24 4,67 13,77

16 1,31

17 12,06

18 36,71

19 72,89

isso ocorreu até para amostras de tamanho igual a 25. No 
entanto, para os percentis, mesmo com dados não censu-
rados e amostras iguais a 25, os experimentos de simu-
lação mostraram que os E.M.V.s são bastante viciados. 
Esses resultados, portanto, ajudam a explicar as grandes 

diferenças encontradas entre as estimativas de máxima 
verossimilhança e as estimativas corrigidas por vício para 
os percentis 5% e 10% observadas na Tabela 5.

6. Conclusões

Estruturas importantes em estudos de durabilidade, 
tais como o tempo médio até a falha e o percentil de 
ordem p, têm grande uso na indústria. O desenvolvimen-
to de estimadores não viciados para essas quantidades 
pode trazer ganhos substanciais no estudo da confiabi-
lidade de produtos. Estes ganhos podem ser fundamen-
tais no desenvolvimento de novos produtos, uma vez que 
podem diminuir custos relativos aos processos de desen-
volvimento e experimentação de produtos. Além disso, 
podem até mesmo permitir, quando possível, a redução 
do tamanho da amostra em planejamentos experimentais 
com dados de testes de vida. Essa redução do número de 
dados coletados proporcionará uma redução de custo e 
tempo em tais estudos.

Os resultados apresentados neste trabalho ilustram a 
importância de correções de vício em E.M.V.s. A ênfa-
se deste trabalho foi no estudo do comportamento do 
vício de quantidades que são muito utilizadas em es-
tudos de durabilidade de produtos, o MTTF e os per-
centis, e não nos parâmetros do modelo de Weibull, 
como é comum encontrar na literatura. A atenção foi 
centralizada na estimação dessas quantidades quando ob-
tidas do ajuste do modelo de Weibull a dados de tempos 
de falha. Os resultados foram satisfatórios. As estimativas 
de máxima verossimilhança do MTTF e, principalmente, 
dos percentis 5% e 10% apresentaram, nos estudos de 
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simulação, vícios com consideráveis ordens de grande-
za, evidenciando que a estimação dessas quantidades na 
prática deve ser realizada com um cuidado muito especial 
para evitar erros grosseiros. Esses vícios foram maiores 
nos experimentos que envolveram censuras dos tipos I e 
II. Com relação aos mecanismos de censura, os experi-
mentos com censura do tipo II forneceram estimativas 
sensivelmente melhores (em termos do valor médio e 
da variabilidade) que os experimentos com censura do 
tipo I. Já o aumento da taxa de censura foi um fator agra-
vante para os experimentos cujos objetivos foram estimar 
o MTTF e os percentis, visto que uma alta taxa de censu-
ra (50%) provocou grandes desvios nas E.M.V.s dessas 
quantidades.

Com relação ao uso do procedimento de reamostragem 
Bootstrap, este se mostrou bastante eficiente na redução 
do vício dos E.M.V.s do MTTF e, principalmente, dos 
percentis, melhorando suas estimativas tanto em valor 
médio como em termos da variabilidade quando compa-
radas às E.M.V.s.

Finalmente, a Tabela 6 resume o que pode ser de gran-
de utilidade para o planejamento de experimentos de tes-
tes de vida, desde que o objetivo destes seja a estimação 
de quantidades como o MTTF e percentis. Ela fornece os 
tamanhos mínimos de amostra que foram utilizados para 
obter estimativas não viciadas para as quantidades de 
interesse, de acordo com os experimentos de simulação 
realizados. Por exemplo, para um experimento de testes 
de vida com taxa de censura do tipo II de 25%, e parâme-
tro de forma δ igual a 1,00, foi utilizada uma amostra de 
tamanho igual a 200 para se obter estimativas de máxima 
verossimilhança não viciadas do percentil 5%. Por outro 
lado, utilizando o E.C.V. por reamostragem Bootstrap, 
foi necessária somente uma amostra de tamanho igual 
a 50 para que as estimativas fossem não viciadas.

Ao analisar os resultados desta tabela podemos obser-
var fortes evidências de que experimentos de durabilida-
de podem ser realizados com o uso de poucas unidades 
amostrais. No entanto, eles fornecerão estimativas mais 
precisas de quantidades como o MTTF e os percentis, 
se na modelagem dos dados for realizado um estudo de 
redução do vício dos estimadores de máxima verossimi-
lhança dessas quantidades. É importante ressaltar que os 
resultados apresentados neste texto em nenhum momen-
to permitiram avaliar a variabilidade associada a essas 
estimativas, o que é de extrema relevância na prática. 
Portanto, apesar dos resultados indicarem a possibilidade 
de redução do tamanho da amostra em experimentos de 

Tabela 6. Sugestão de tamanhos mínimos de amostras 
a serem usadas em experimentos de testes de vida para 
obtenção de estimativas não viciadas do MTTF e dos 
percentis 5% e 10%.

Tipo de 
Dados

MTTF 5% 10%

Sem
Censura

δ EMV ECV EMV ECV EMV ECV

0,75 25 25 > 200 50 200 25

1,00 25 25 150 25 100 25

1,50 25 25 75 25 50 25

Censura
Tipo I

δ EMV ECV EMV ECV EMV ECV

0,75 25 25 200 50 150 25

10% 1,00 25 25 150 25 100 25

1,50 25 25 75 25 50 25

0,75 50 50 > 200 50 200 25

25% 1,00 25 25 150 25 100 25

1,50 25 25 75 25 50 25

0,75 100 75 > 200 50 200 50

50% 1,00 50 50 150 50 100 50

1,50 50 50 75 50 75 50

Censura
Tipo II

δ EMV ECV EMV ECV EMV ECV

0,75 25 25 > 200 50 200 50

10% 1,00 25 25 150 50 150 25

1,50 25 25 100 25 75 25

0,75 25 50 > 200 50 200 50

25% 1,00 25 25 200 50 150 25

1,50 25 25 100 50 75 25

0,75 50 150 > 200 50 > 200 50

50% 1,00 50 75 > 200 75 150 25

1,50 25 50 150 25 75 25

durabilidade, é necessário avaliar o impacto dessa dimi-
nuição na variabilidade das estimativas de interesse. Fi-
nalmente, é importante ressaltar que apesar de o método 
descrito neste trabalho ter sido aplicado em experimentos 
com população homogênea, ele ainda pode ser utiliza-
do em experimentos de testes de vida acelerados que são 
muito comuns nas aplicações industriais.
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UNBIASED ESTIMATOR FOR MTTF AND QUANTILES 
OBTAINED FROM WEIBULL’S REGRESSION MODEL

Abstract

Consider a reliability model described by a Weibull regression, whose parameters are estimated by the maximum 
likelihood method. These parameters are used to estimate other quantities of interest such as MTTF (mean time to 
failure) and quantiles, which in turn play an important role in a reliability analysis.

This paper proposes improvements in MTTF and quantile estimators, whose maximum likelihood estimates (MLEs) 
are biased, particularly in cases involving small sample sizes. A Bootstrap procedure is presented to correct such bia-
ses. The proposed procedure is evaluated based on simulations in which the sample size, censoring mechanisms, and 
percentiles of censored data are varied. These simulations allow one to quantify the bias, since the analytical expres-
sion is highly complex. The proposed procedure is illustrated through an example.

Keywords: bias correction, Bootstrap, MTTF, quantiles, weibull regression model.




