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Método de estimativa dos limites da carta de
controle nao paramétrica que monitora
simultaneamente a média e variancia

Method for determining the control limits of nonparametric
charts for monitoring location and scale
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Resumo: Os graficos de controle classicos para variaveis continuas monitoram, separadamente, as medidas de
posicdo central e de dispersdo, conhecidas também como medidas de locagdo e escala. O monitoramento desses
parametros tem como pressuposto que a distribui¢do de probabilidade dos dados seja conhecida e siga o padrao
normal, o que, em situacdes praticas, nem sempre ocorre. Para isso foram desenvolvidos os chamados graficos de
controle ndo paramétricos. Este trabalho tem como objetivo desenvolver um método para determinar os limites
de controle estatistico de graficos de controle com distribuicdo de probabilidade desconhecida e que monitore
simultaneamente as medidas de locacdo e escala. O método de pesquisa utilizado integra técnicas de experimentos
computacionais com técnicas de planejamento de experimentos. Assim, foi possivel: i) determinar os limites
de controle de graficos ndo paramétricos que monitorem simultaneamente as medidas de posigdo e escala para
situagdes particulares; ii) a partir dos limites de controle calculados, estimar os erros tipo I e tipo II; e iii) comparar
o desempenho desses graficos com as cartas de controle estatistico de Shewhart para diferentes combinacdes de
amostras (m, n) nas fases I e II. O método proposto foi aplicado em um processo de manufatura com o objetivo de
identificar a combinag@o que minimize os erros tipo I e II. Com base nos resultados, observou-se que o grafico de
controle ndo paramétrico tem desempenho superior aos graficos tradicionais de Shewhart quando a distribuigdo de
probabilidade dos dados ¢ assimétrica.

Palavras-chave: Controle estatistico de processo; Carta de controle ndo paramétrica; Determinacao de limites de
controle.

Abstract: Classic control charts for continuous variables monitor, separately, the central position and dispersion
measures, which are also known as lease and scale measures. The monitoring of these parameters presupposes
that the data probability distribution is known and follows the normal pattern, which, in practical situations, does
not always occur. For this reason, the so-called nonparametric control graphics have been developed. This work
aims to develop a method to determine the limits of statistical control of control charts with unknown probabilistic
distribution and, simultaneously, monitor the mean and variance parameters. The proposed method is not exact
and allows us to estimate the limits of control charts for combinations of values of m and n. Control limits were
estimated and the properties of the statistics used were analyzed to determine whether they meet the theoretical
assumptions; the empirical models obtained were validated by residual analysis. An empirical application of the
method was performed to test different combinations of sample sizes (m, n), respectively in phases I and II, with the
goal of identifying the best performing combination for detecting special causes acting in the process. Subsequently,
we tested the performance of control charts obtained using simulation methods, estimating the ARL and o and
p errors. The results were compared with other designs of control charts.

Keywords: Statistical process control; Nonparametric control chart; Control chart limits.

! Universidade Federal de Sao Carlos — UFSCar, Rodovia Washington Luis, Km 235, SP-310, CEP 13565-905, Sao Carlos, SP, Brasil,
e-mail: pedro@dep.ufscar.br; toledo@dep.ufscar.br

2 Universidade Federal do Rio Grande do Norte — UFRN, Campus Universitario Lagoa Nova, CEP 59072-970, Natal, RN, Brasil,
e-mail: mario@ct.ufrn.br

3 Department of Information Systems, Statistics and Management Science, University of Alabama, Tuscaloosa, AL 35487 U.S.A.
email: schakrab@cba.ua.edu

Recebido em Maio 6, 2014 — Aceito em Abr. 14, 2015
Suporte Financeiro: Fundagdo de Amparo a Pesquisa do Estado de Sao Paulo — FAPESP.



Método de estimativa dos limites da carta de controle ndo paramétrica...

147

1 Introducao

A importancia do controle estatistico de processo
(CEP), como tema de pesquisa, pode ser visualizada
na Figura 1, que mostra o crescimento do nimero
de publicagdes indexadas na base de dados Web of
Science, de 1956 a 2013. Ha mais de meio século, o
CEP tem desempenhado um papel fundamental no
controle e melhoria da qualidade e produtividade
de processos industriais (Baker & Brobst, 1996;
Graves etal., 1999; Duarte & Saraiva, 2008), baseado,
inicialmente, na carta de controle classica de Shewhart,
que pressupde que os parametros estatisticos média
e desvio padrdo do processo sejam conhecidos.
A questdo primaria relativa ao CEP ¢ compreender
a variabilidade de uma caracteristica da qualidade,
estabelecer o controle do processo e promover sua
melhoria (Woodall, 2000).

Em geral, se desconhece os parametros estatisticos,
o que afeta a eficiéncia no uso desses graficos
de controle na deteccdo de uma causa especial,
pois, normalmente, os limites de controle sdo
calculados a partir de estimativas de tais parametros
(Jensen et al., 20006; Castagliola et al., 2009; Castagliola
& Maravelakis, 2011). Se os parametros estatisticos
sdao desconhecidos, eles sao estimados e os limites
de controle sdo determinados a partir de £ amostras
de tamanho n, o que se denomina de fase I. Na fase
II, extraecm-se amostras de tamanho n do processo,
buscando se verificar se este se encontra em estado
de controle. Caso o valor da estimativa do parametro,
calculado a partir da amostra, ndo esteja dentro dos
limites de controle, o processo ¢ admitido fora de
controle, ¢ uma provavel causa assinalavel deve
ser identificada e agdes corretivas tomadas para
reestabelecer o seu status quo (Montgomery, 1992).

Pesquisas recentes tém avaliado o desempenho
dos graficos de controle, tanto na fase I como na fase
11, quando os parametros sdo desconhecidos, com o
proposito de estabelecer novos procedimentos que
melhorem o desempenho desses graficos e, assim,

minimizar os riscos o (erro tipo I) e B (erro tipo II)
(Chen, 1997; Jones et al., 2001; Epprecht et al., 2005;
Chakraborti & Human, 2006; Chakraborti, 2006;
Castagliola et al., 2009; Costa et al., 2009;
Ozsan et al., 2009; Costa et al., 2010; Trovato et al., 2010;
Zhang & Castagliola, 2010; Boone & Chakraborti,
2011; Castagliola & Maravelakis, 2011; Costa &
Machado, 2011; Zhang et al., 2011; Castagliola &
Wu, 2012; Lee, 2013).

A medida de desempenho de um grafico de controle
na fase II, comumente utilizada, ¢ a ARL (4Average
Run Lenght), que indica o nimero médio de amostras
necessarias para detectar uma mudanga nos parametros
do processo. Assim, um tipo de grafico de controle
¢ considerado melhor que outro quando apresenta
menor ARL na fase de monitoramento. Porém, caso
0 processo esteja sob controle, ¢ desejavel que o
ARL seja o maximo possivel. Um problema pratico
na aplicacdo dos graficos de controle classicos de
Shewhart ¢ que a sua eficiéncia (ARL) ¢ afetada
pela distribui¢do de probabilidade dos dados.
Quando a distribuicdo dos dados é assimétrica, os
métodos ndo paramétricos se mostram mais eficientes
(Montgomery, 2004; Chakraborti & Human, 2006).
Para Boone & Chakraborti (2011), as vantagens dos
métodos ndo paramétricos sdo: eles requerem poucos
pressupostos estatisticos sobre a distribuicdo dos
dados ¢ sdo relativamente faceis de serem aplicados
no chdo de fabrica.

Os graficos de controle tradicionais foram
concebidos para monitorar dois pardmetros: uma
medida de posi¢do central e uma de dispersao,
normalmente a média e o desvio padrdo. As razdes
para o monitoramento desses dois parametros sao
encontradas em Box et al. (1978), Montgomery &
Runger (2003) e McCracken & Chakraborti (2013).
Porém, tem tido destaque nas publicagdes cientificas
propostas para monitoramento simultaneo, em um
unico grafico, desses dois pardmetros e, em especial,
os graficos de controle ndo paramétricos (McCracken
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Figura 1. Publicagdes sobre controle estatistico de processo extraidas da base Web of Science, para o periodo de 1956 a2013

(Thomson Reuters, 2013).
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& Chakraborti, 2013). Essa opgdo de grafico facilita o
seu uso pelos gerentes e operadores no chao de fabrica,
pois, com um nico parametro, ¢ possivel identificar
a presenca de causas especiais no processo, €, por
ser ndo paramétrico, o torna livre do pressuposto da
normalidade da distribui¢ao de probabilidade.

O uso combinado das medidas de locagdo e escala
foi analisado por Mukherjee & Chakraborti (2012),
os quais definiram, por meio do uso de simulagdo
computacional, os limites de controle (H, H, e H,)
para um conjunto de combinagdes de tamanhos de
amostra para a fase 1 (m) e para a fase II (n). Porém, os
resultados apresentados pelos autores estéo limitados
a um conjunto de valores de m e n, o que restringe
0 seu uso na pratica.

Pesquisa bibliométrica, realizada na base Web
of Science, indica que ha poucos estudos sobre o
uso de técnicas estatisticas ndo paramétricas para o
monitoramento de processos. A Figura 2 mostra, por
meio da frequéncia acumulada, os registros de artigos
publicados nos ultimos trinta anos. Relagdes entre
palavras-chave pertinentes aos estudos sobre métodos

30
]
o 4
B 20
3
g
o 10 4
<
O T T T T T
wn o 1) o wn o wn
(<o) (2] ()] o o ~— -
(<] (o] (o] o o o o
-~ ~ - N N N N

Ano

Figura 2. Numero acumulado de Publicagdes sobre graficos
de controle nio paramétricos. Fonte: Dados de pesquisa.
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nao paramétricos sao encontradas na Figura 3; por
exemplo, observe a coocorréncia entre as palavras-chave
“NONPARAMETRIC” com as palavras “CUSUM”,
“RUN LENGHT” e “DISTRIBUTION FREE”.
A Figura 2 mostra um aumento nas pesquisas sobre
o tema a partir de 2006, o que indica ser esse tema
relativamente novo nas pesquisas sobre controle
estatistico de processo. A Figura 4 mostra os principais
autores que publicam sobre graficos de controle ndo
paramétricos. Observa-se que Chakraborti € o autor
nucleador do tema “NONPARAMETRIC”. Esse artigo
apoia-se nas pesquisas de Mukherjee & Chakraborti
(2012) para o desenvolvimento de um framework
para uso de graficos de controle ndo paramétrico.

A proxima secdo deste artigo apresenta uma revisao
bibliografica sobre controle estatistico de processo
e cartas de controle sintética. A secdo 3 apresenta o
procedimento de pesquisa. A quarta apresenta um
modelo empirico para estimativa dos limites de
controle, ilustra a aplicacdo do gréfico de controle ndo
paramétrico proposto e discute a validagdo do modelo.
Nas se¢des seguintes, compara-se o desempenho do
grafico de controle proposto, em relagdo as cartas de
Shewhart, e analisam-se as melhores condigdes das
variaveis m e n por meio da técnica de superficie
de resposta.

2 Fundamentacao tedrica
2.1 Conceitos basicos de CEP

Controle estatistico da qualidade, segundo
Montgomery (2004), ¢ um conjunto de técnicas
estatisticas utilizadas na medicdo, monitoramento,
controle e melhoria da qualidade. O CEP ¢ uma das
técnicas classicas do controle estatistico da qualidade
e seu pressuposto ¢ que ha uma variagao inerente ao
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Figura 3. Coocorréncia de palavras-chave sobre controle estatistico ndo paramétrico. Fonte: Dados de pesquisa.



Método de estimativa dos limites da carta de controle ndo paramétrica... 149

SEARCY, AJ

@[y, RY

AMIN, RW
~

Boone, JM

Hawkins, DM

LEDOLTER, J

HACKL, P

/1 Masarotto, G

WamZhang, Y]

Mao, ]

Shamsuzzaman, M

Mukherjee, A

Graham, MA

.LQINQI SH
Tang, LC

Figura 4. Redes de pesquisadores que publicam sobre graficos de controle ndo paramétricos. Fonte: Dados de pesquisa.

processo, denominada de variagdo natural, a qual,
em geral, tem como causas muitas varidveis que
produzem individualmente pequenos efeitos e sdo
dificeis de serem detectas e eliminadas. Por outro
lado, ha as causas especiais que produzem grandes
efeitos; elas s@o poucas ¢ mais faceis de serem
detectadas (Woodall, 2000; Michel & Fogliatto, 2002;
Montgomery & Runger, 2003). A distin¢do entre
causa comum e causa especial ¢ dependente do
contexto - uma causa comum hoje pode ser uma
causa comum amanha — o que pode afetar o processo
de amostragem (Woodall, 2000). Do ponto de vista
pratico, deve-se agir sobre a causa quando esta tem
suficiente impacto economico sobre a qualidade
(Woodall, 1985, 2000).

Um processo sobre o qual so tém agido variagdes
naturais € denominado estado estavel, ou sob controle.
Por outro lado, quando o processo tem, além das
varia¢des naturais, a presenca de causas especiais ou
assinalaveis, este estaria fora de controle. A implantagao
de graficos de controle ¢ feita em duas fases: na fase
I, em que se estimam os parametros estatisticos e se
estabelecem os limites de controle; e na fase II, em
que se monitora o processo. Na fase I, amostras sdo
coletadas do processo, os parametros sao estimados
e seus valores sdo comparados com os limites de
controle determinados na fase I (Montgomery, 2004).

O desempenho dos graficos de controle ¢, em
geral, avaliado por diferentes métricas a depender
da fase. Como ja mencionado, a métrica utilizada
para a avaliacdo do desempenho dos graficos de
controle na fase II ¢ o ARL. Para um processo sob

controle, o valor do ARL ¢ dado por 4RL, =$ ,e

para um processo fora de controle, o ARL= ﬁ ;
em que a e B sdo os erros tipo I e II, respectivamente
(Montgomery, 2004).

2.2 Carta de controle ndo paramétrica com
monitoramento simultaneo de locacdo
e escala

Tendo como referéncia o trabalho de Mukherjee
& Chakraborti (2012) e com base no teste nao
paramétrico classico WRS (Wilcoxon Rank-Sum),
proposto por Gibbons & Chakraborti (2011), que
definiram a estatistica de teste para a locagdo, T,
para uma amostra de tamanho na fase I e na fase II,
utiliza-se o teste estatistico dado pela Equagédo 1.

N
Ti= X kZ (1)
k=1

Em que Z =1 quando os dados N (em que N = m+n)
sdao provenientes de amostras independentes da
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fase II; e Z,_ = 0 quando os dados sdo provenientes
de amostras independentes da fase 1.

O teste estatistico ndo paramétrico para a medida de
escala é 0 AB - Freund-Ansari-Bradley-David-Barton,
T,, descrito por Gibbons & Chakraborti (2011) e
calculado pela Equagao 2.

N

L=y

k=1

z )

1
k——(N+1
LV

Um processo ¢ dito sob controle quando F(x) a
distribui¢do de probabilidade da fase I, e G(y), a
distribuicao de probabilidade da fase II, forem iguais
( F = G) para os parametros de locagdo e escala.
Caso contrario, o processo ¢ dito fora de controle.
Extraindo-se U amostras de tamanho m referentes
a fase I e V amostras de tamanho n da fase II, as
estatisticas de testes 7| e T, e sdo determinadas.
A partir desses testes estatisticos (T1 e T2), Mukherjee
& Chakraborti (2012) determinaram os limites de
controle /4, H, e H, para algumas combinagdes de
valores para m e n.

A esperanga matematica e a variancia da estatistica
T, para um processo sob controle, sdo obtidas pelas
Equacodes 3 e 4:

E(T,|1C)=%n(N+1) (€)

L (N +1) 4)

V(T1|1C):E

Para a estatistica T,, a esperanga matematica e
a variancia sdo dadas pelas Equagdes 5, 6, 7 e 8,
indicadas a seguir:

E(TZ\IC):,u2 :% para N par (%)
n(N*-1
ou E(LIC)=u, = ( ) para N impar  (6)
4N
V (T, |1C):O'2:Lmn(]\/27_4)pamN par (7
: P48 N-1
1 mn(N+l)(N273)
V(LIIC) =03 =5 g peraNimpar @®)

IC (In Control) indica que o processo esta sob
controle.

Utilizando-se da carta de controle de Shewhart-
Laplace (SL), Mukherjee & Chakraborti (2012)
propdem um procedimento de oito passos para a
construgdo de uma carta de controle ndo paramétrica.
Esse procedimento usa as estatisticas padronizadas
dos testes WRS e AB (Equacdes 9, 10 e 11) e a
estatistica S* (Equagao 12):

T“—%n(NH)
Sy = —— )]
Emn(N-*—l)

— 2 quando N é par (10)

(1)

quando N éimpar

5, = i 4N
\/ | mn(N+1)(N”-3)
48 N
St =S5 +83, (12)

A estatistica S7 ¢ plotada e comparada com o
limite de controle H. Caso esteja abaixo do limite de
controle, o processo ¢ declarado em estado de controle;
caso esteja acima, o processo ¢ declarado fora de
controle, € as estatisticas S|, ¢ S,, sdo comparadas,
respectivamente, com os limites de locagdo H| € de
escala M, . Se ambas as estatisticas estiverem acima
dos limites de controle, o processo ¢ declarado fora
de controle tanto para locagdo como para a escala.
Se estiver acima para um dos limites H, ou H, , o
processo ¢ declarado fora de controle para a locagdo
(S2,> H)ou (S; > H,) para a escala .

Os limites de controle H, H, e H, foram determinados
por Mukherjee & Chakraborti (2012) para ARL,= 500
e com diferentes valores (m,n), por meio de métodos
de simulacdo computacional. A Tabela 1 apresenta
os limites encontrados pelos autores para algumas
combinag¢des de valores de (m,n) .

Uma propriedade desses limites € arelagdo H=H, + H,.
Outra propriedade ¢ que P(S7> H| IC) = o= 0,0027,
que ¢ particionado em trés eventos excludentes para
um processo sob controle: A- Probabilidade da locagéo
St > H, e aescala S} < H,; B -Probabilidade da
locagdo S;, < H eaescalaS; > H,; C - Probabilidade
dalocagdo S; > H, eaescalaS; > H,. Desse modo, a
probabilidade de um falso alarme a segue a seguinte

Tabela 1. Combinac¢do e limites de controle de locagdo e
escala.

m n H H1 H2
30 5 9.4 5,75 3,65
30 11 9,24 5 424
30 25 8,4 43 4,1
50 5 10,32 6,52 3.8
50 11 10,1 6,1 4
50 25 9,5 5 45
100 5 11,25 7,25 4
100 11 11,07 6,35 4,72
100 25 10,74 5.4 5,34
150 5 11,5 7,65 3,85
150 1 11,45 6,8 4,65
150 25 11,17 5,61 5,56

Fonte: Mukherjee & Chakraborti (2012).
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relagdo entre esses eventos: y,+ y, — 7,7, = 0, sendo
que y, € a probabilidade de um falso positivo para
a locagdo; y, a probabilidade de um falso positivo
para a escala; e y,y, € a probabilidade de um falso
positivo para a locagdo e escala, simultaneamente.

3 Procedimento de pesquisa

Para desenvolver a aplicagdo de graficos de controle
ndo paramétricos, foi seguido o procedimento de
pesquisa apresentado na Figura 5. A etapa 1 inicia-se
apos a definicdo das caracteristicas e os pardmetros
de qualidade do produto ou processo; nesta etapa
sdo definidas as estatisticas de testes para a medida
de locacdo e escala, no caso os testes WRS ¢ AB,
apresentados na sec¢do 2.

Naetapa?2, & proposto e se analisaummodelo de regressao
multipla do tipo y=/, +Bm+Bn+p, m*+pw* +B mn+e,
e, na etapa 3, sdo estimados os limites de controle
H, H, e H, Na etapa 4, sdo estimados os limites
de controle estatistico para diferentes valores de
(m,n), de modo a ampliar o conjunto de opgdes de
combinagdes de amostras nas fases I e Il quando da
implantagdo do grafico de controle ndo paramétrico
proposto. Na etapa 5: - valida-se o modelo empirico
proposto que estima os limites de controle por meio
de analises de residuos; - avalia-se o desempenho do
grafico de controle pelo ARL, determinado por meio
de métodos de simulagdo; - compara-se o desempenho
deste grafico com os graficos de Shewhart com
distribui¢ao de probabilidade Normal e Exponencial,
com o objetivo de identificar vantagens em relagao
a outros tipos de graficos de controle.

A melhor combinacdo de amostras das fases I e
11 foram obtidas na etapa 6 utilizando-se de técnicas

de superficie de resposta. O objetivo ¢ ajustar os
parametros (m, n) que reflitam os melhores valores
de ARL em termos de m e n. Nesta etapa, também sdo
utilizado métodos de simulag@o (utilizou-se o sofiware
Maple) para a obter o valor do ARL com diferentes
valores de m e n. Na etapa 7, foram estimados os
erros tipo I e II (a,f) e o ARL em torno da solugdo
otima obtida na etapa 6. A etapa 8 analisa ¢ compara
o desempenho do grafico em termos de ARL, m e
n, com o propdsito de encontrar uma solucdo que
combine boas propriedades estatisticas com menor
custo de amostragem (m, n). Por fim, na etapa 9,
define-se os tamanhos de amostras na fase I (m) e
fase II (n) para o grafico proposto.

4 Estimativas dos limites de controle
H,H eH,

4.1 Estimativas dos limites de controle

Ajustando-se aos dados da Tabela 1, um modelo de
regressao linear multipla (Equagdo 13) por meio do
método dos minimos quadrados, ¢ possivel estabelecer
uma relagdo entre os parametros (m, 7) ¢ os limites de
controle /7, H, e H,. Na presente pesquisa testou-se
o seguinte modelo:

y=Po+ Bm+ Pon+ fym® + Poyn® + fymnte - (13)

O limite de controle H tem relagdo estatisticamente
significativa apenas para 3, §, € ,, conforme resultados
que constam na Tabela 2. Observa-se, portanto,
significativa dependéncia de H com o tamanho da
amostra na fase 1. A analise de residuo e o valor do R?
estdo descritos na se¢do cinco e indicam adequagao
do modelo proposto aos dados da Tabela 1.

Etapa 1 Etapa 2 Ftapa 3 Etapa 4
P?ﬁnir N Ajustar 0 modelo A partir do modelo Aplicar o modelo com
estatisticas de teste V= Bo+ Bum+ fon+ Brm? + B’ + fpmn eMPIFico. SNCONTTar 08 P 1o cor
- . pirico, diferentes combinagdes
para locagio (WRS) aos dados de Mukherjec ¢ limites de controle H. PR
e escala (AB) Chakraborti (2012) H, e H, .
Etapa 8 Etapa 7 Etapa 6 Etapa 5
Analisar os Enconzerl{rﬁ) S EITos & Determinar a melhor Validagdo in
resultados de ep. para o combinagio de m,n modelo e analise do
desempenho na entorno d,a' (Desirability) desempenho
condigdo 6tima combinagdo Otima

Etapa 9

Definir os melhores
valores de (m,n) do
modelo proposto

Figura 5. Procedimento de pesquisa. Fonte: Dados de pesquisa.
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Para H,, os pardmetros estatisticamente significativos
foram B, B, ¢ f3,. Para esse limite, m ¢ significativo
nos seus dois pardmetros, linear simples e quadratico,
e em n ¢ significativo no termo linear simples.
Os resultados sdo mostrados na Tabela 3.

Para H,, os parametros de m ndo foram identificados
como estatisticamente significativos (conforme
Tabela 4). Foram identificados como significativos
os parametros de n e da interacdo entre n e m.

Para a determinacdo do limite H, as estimativas
dos parametros de regressao de segunda ordem sao
fornecidas na Tabela 2, a qual mostra também o
intervalo de confianga de 95% para esses parametros.
Usando o mesmo procedimento, foram obtidas as
estimativas dos limites de controle , e H, cujos
resultados sao apresentados nas Tabelas 3 ¢ 4.

Para o caso das estimativas de H, H, € H,, os
modelos de regressdo encontrados foram os seguintes:

H =8,332+0,0500m —0,000195m> —

(14)
0,03997 —0,000560n° +0,000284mn
H, =5,4997 +0,03833m —0,000125m> — 15)
0,14237 +0,002565n> - 0,000247mn
H, =2,8325+0,01170m —0,00007m> + o

0,1024n —0,0031257° +0,00053 1mn

Os resultados das estimativas dos limites de controle
H,H e H,pelomodelo proposto, estdo na Tabela 5.

4.2 Tlustracao do uso do grafico de controle
nao paramétrico

Obteve-se num caso real uma amostra de 125 artefatos
de borracha utilizados em componentes automotivos
manufaturadas por um processo de conformacédo a

quente. Foi feita a medida da espessura das pegas,
cuja especificacdo ¢ de 1,17 a 1,37 milimetros com
tolerancia de + 0,10nm em relagdo ao valor nominal
de 1,26. O objetivo € aplicar os modelos matematicos
obtidos a partir dos resultados de Mukherjee &
Chakraborti (2012) (Equagdes 14, 15 ¢ 16) ¢
determinar o tamanho da amostra na fase I (m), para a
construgao de uma carta de controle ndo paramétrica
para o monitoramento simultaneo das medidas de
locagdo ¢ escala.

A literatura (Mukherjee & Chakraborti, 2012)
e os resultados das Tabelas 2, 3 e 4 indicam que o
parametro m € o mais importante na estimativa dos
limites de controle na fase I, e n é importante na fase
II. Por essas razdes, quatro estratégias de controle
estatistico de processo, para o uso de graficos de
controle ndo paramétrico, foram testadas para os
seguintes valores de m(5,14,25 e 50), fixando n = 5.
Os limites de controle /7, H e H, e foram estimados
a partir do modelo de regressdo proposto. A seguir,
serdo analisadas essas combinac¢des de m e n para
as quatro estratégias.

a) Combinacdes (m=5,n=5)e (m=14,n=5)

Foi tomada na fase I uma amostra de tamanho
cinco (m=5) e, subsequentemente, catorze amostras
de tamanho cinco (n=5) na fase II. Aplicou-se
o procedimento de oito passos de Mukherjee &
Chakraborti (2012). Os limites de controle foram
calculados a partir do modelo matematico proposto.

Os resultados sdo mostrados na Figura 6, em que
a linha tracejada refere-se ao limite de controle H
estimado pelo modelo matematico. Os resultados
da estatistica S?, obtidos para cada uma das quinze
amostras, na fase II, foram plotadas nos graficos da

Tabela 2. Estimativa dos parametros do modelo de regressao para // da combingao (m,n).

STD Error t(6) P -95,% +95,%
média 8,332189 0,251530 33,12608 0,000000 7,716718 8,947660
m 0,050031 0,004590 10,89993 0,000035 0,038800 0,061263
m? —-0,000195 0,000024 —-8,06600 0,000194 —-0,000254 —-0,000136
—-0,039910 0,029886 -1,33539 0,230175 -0,113039 0,033219
n’ —-0,000560 0,000921 -0,60742 0,565836 —-0,002813 0,001694
m xn 0,000284 0,000091 3,12055 0,020571 0,000061 0,000507
Fonte: Resultados obtidos com o software Statistica 11 (StatSoft, 2013).
Tabela 3. Estimativa dos pardmetros do modelo de regressio para //, da combingdo (m,n).
STD Error t(6) p -95,% +95,%
média 5,499655 0,468467 11,73968 0,000023 4,353357 6,645953
m 0,038328 0,008549 4,48344 0,004177 0,017410 0,059247
m? —-0,000125 0,000045 —2,77765 0,032097 —-0,000235 —0,000015
n —0,142341 0,055662 —2,55722 0,043070 —0,278543 —0,006140
n? 0,002565 0,001716 1,49537 0,185447 -0,001632 0,006763
m X n —-0,000247 0,000170 —1,45590 0,195669 —-0,000662 0,000168

Fonte: Dados de pesquisa.
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Tabela 4. Estimativa dos pardmetros do modelo de regressio para /7, da combinagdo (m,n).

STD Error t(6) p -95,% +95,%
média 2,832534 0,312140 9,07455 0,000100 2,068754 3,596314
m 0,011703 0,005696 2,05455 0,085700 —-0,002235 0,025641
m? —0,000070 0,000030 -2,33101 0,058560 —-0,000143 0,000003
n 0,102431 0,037088 2,76185 0,032774 0,011680 0,193182
n’ —-0,003125 0,001143 —2,73375 0,034016 —0,005922 —-0,000328
m X n 0,000531 0,000113 4,69966 0,003327 0,000255 0,000808
Fonte: Dados de pesquisa.
Tabela 5. Comparacao entre os resultados estimados e os valores exatos.
Obtidos da Tabela 1 Estimativas Erro
m n H H1 H2 H1 H2 H H1 H2
50 5 10,32 6,52 3,80 10,205 6,395 3,810 -0,115 0,125 0,01
50 11 10,10 6,10 4,00 9,997 5,713 4,284 -0,103 0,387 0,284
50 25 9,50 5,00 4,50 9,355 4,840 4,515 -0,145 0,16 0,015
100 5 11,25 7,25 4,00 11,319 7,314 4,005 0,069 0,064 0,005
100 11 11,07 6,35 4,72 11,196 6,558 4,638 0,126 0,208  —0,082
100 25 10,74 5,40 5,34 10,753 5,512 5,241 0,013 0,112 -0,099
150 5 11,50 7,65 3,85 11,459 7,609 3,851 -0,041 —0,041 0,001
150 11 11,45 6,80 4,65 11,422 6,779 4,643 -0,028 0,021  -0,007
150 25 11,17 5,61 5,56 11,178 5,560 5,618 0,008 —0,05 0,058
30 5 9,40 5,75 3,65 9,487 5,853 3,635 0,087 0,103 0,015
30 11 9,24 5,00 4,24 9,245 5,200 4,045 0,005 0,2 0,195
30 25 8,40 4,30 4,10 8,524 4,397 4,127 0,124 0,097 0,027
Fonte: Dados de pesquisa.
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Figura 6. (a) Estatistica SL2 obtida pela combinagdo (m = 5, n = 5); (b) Estatistica Slz obtida pela combinagao (m = 14, n =5).

Fonte: Dados de pesquisa.

Figura 6a. Aumentando o tamanho da amostra da fase
I param = 14 obteve-se a estatistica S, representada
na Figura 6b. Do ponto de vista tedrico, um tamanho
da amostra maior na fase I melhora a capacidade de
detec¢do na fase II.

b) Combinacodes (m=25,n=5e (m=50,n=75)

Os resultados de m = 25 da estatistica S? sdo
apresentados na Figura 7a e de m =50 é mostrado na
Figura 7b. A ultima configuragdo detecta um ponto
fora de controle, o que pode indicar melhor capacidade
de deteccdo de um processo instavel, ou seja, na

capacidade de detecgdo de causas especiais na carta
de controle quando m aumenta. Isso estaria de acordo
com a teoria, que, por meios matematicos, mostra os
efeitos do aumento do nimero de amostras na fase I
no desempenho dos graficos de controle na fase II.

Foirealizada a analise da distribuigdo de frequéncia
dos dados na fase I e fase II da combinagao (m = 50,
n=15), mostrada na Figura 8. A Figura 8a refere-se a
distribuicao dos dados obtidos na fase I e a Figura 8b
mostra os dados obtidos na fase II. Observa-se que
na fase Il os dados se distribuem de modo mais
disperso e menos simétricos em relagdo aos dados
da fase I. Esse comportamento do processo mostra
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que este ndo esta em estado de controle, como pode
ser observado pelo grafico de controle da Figura 7b.

Com os mesmos dados amostrados (125)
apresentados no Apéndice A, foram construidos os
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Figura 7. (a) Estatistica $?, obtida pela combinagdo (m = 25, n = 5); (b) Estatistica $?, obtida pela combinagao (m = 25, n

Fonte: Dados de pesquisa.
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graficos Shewhart para a média e amplitude, sendo
extraidas 25 amostras de tamanho n=>5. Esses graficos,
mostrados na Figura 9, correspondem a fase I do
procedimento classico de construgdo das cartas de
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Figura 9. Grafico de controle do tipo Shewhart considerando 25 amostras de tamanho 5. Fonte: Dados de pesquisa.
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controle. Observa-se um aumento na dispersdo,
verificado no grafico da média a partir da amostra
13, entretanto, nao foi detectado nenhum ponto fora
dos limites de controle, diferentemente do que foi
observado no grafico da Figura 7b.

4.3 Validagao estatistica do modelo
proposto e combinagao 6tima de

Segundo Gibbons & Chakraborti (2011), para
grandes amostras e sujeitas a determinadas condigoes, a
estatistica de teste [ 7,, - £(7},) ]/ (7)) tem distribuigdo
de probabilidade aproximadamente normal (¢ a
padronizagdo do ranqueamento linear utilizado no
céalculo de S, ¢ §,. As Figuras 10 ¢ 11 mostram a
distribuicdo de probabilidade dessas estatisticas, que
tém distribuicdes aproximadamente simétricas (Gibbons
& Chakraborti, 2011). A Figura 12 mostra a analise
de residuos do modelo que estima H. A interpretagao
da Figura 12 ¢ que os residuos sdo estaveis e seguem
a distribui¢do normal de probabilidade; esse resultado

Histograma de S1

~

-

_

i 2 .

Figura 10. Distribuicdo de probabilidade da estatistica.
Fonte: Dados de pesquisa.

Histograma de S2

Observagoes

o v o
T q

Figura 11. Distribui¢do de probabilidade da estatistica.
Fonte: Dados de pesquisa.

¢ necessario para validar o modelo de estimativa do
limite de controle proposto.

Uma das analises importante da técnica de superficie
de resposta é encontrar o valor 6timo de para a melhor
estimativa de H. O valor encontrado foi m = 82 e
n = 12. Esses valores sdo mostrados na Figura 13.
Resultados similares para m =82 ¢ n=12 sdo obtidos
para H1 e H2. Esses resultados s3o mostrados nas
Figuras 14 e 15.

As analises de residuos para H1, mostradas
na Figura 16, ¢ para H2, mostradas na Figura 17,
indicam leve desvio na normalidade dos residuos,
especialmente para H2. Ao contrario de H, em que
os residuos tiveram um comportamento simétrico a
distribui¢do normal de probabilidade, os métodos de
estimativa dos limites para locagao, H1, e escala, H2,
tém que ser analisados com cuidado, para avaliar o
impacto desses desvios no desempenho do grafico
de controle. Cabe observar que o limite estimado
de H, que combina os dois parametros estatisticos
de locacdo e escala, ¢ o utilizado no monitoramento
do processo, sendo H1 ¢ H2 objeto de analise para
os efeitos sobre a medida de posic¢do central ou na
dispersdo. O estudo do desempenho ¢ entédo importante
para verificar o nivel de desempenho obtido nesse
tipo grafico, o que € apresentado na proxima segao.

5 Analise do desempenho da carta
de controle nao paramétrica
obtida pelo modelo proposto
e comparacao com as cartas de
Shewhart

A analise do desempenho de diferentes tipos de
cartas de controle ¢ tradicionalmente baseada no
parametro ARL. A Tabela 6 e a Figura 18 mostram
os resultados do ARL para diferentes combinagdes
de valores de (m,n).

Foram estimados, por meio de simulagao
computacional, no MAPLE, os valores de ARL para
7=0,01 a 0,07. Foram realizadas 50000 simulacdes
das cartas de controle para as combinagdes mostradas
na Tabela 6. Os resultados mostram que o ARL
diminui conforme m aumenta. Por exemplo, para
a combinac¢do (m=14, n=5) necessitara, em média,
50,84 amostras até a detecgdo de um ponto fora de
controle; enquanto que para a combinac¢ao (m=30, n=5)
serdo necessarias 32,26 amostras, o que significa um
desempenho superior para uma amostra de tamanho
m = 30 para a fase I em comparagdo a m = 14.

Os resultados mostrados na Tabela 6 e Figura 18
indicam que, para um processo em estado fora de
controle, o desempenho dos graficos de controle ndo
paramétrico melhora & medida que o tamanho da
amostra (m) aumenta. O desempenho dos graficos de
controle ndo paramétrico, quando comparado com o
desempenho da carta Tipo-Shewhart, com distribui¢ao
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normal, tem pior desempenho, o que significa erros
o e p maiores. Porém, quando comparado com o
desempenho dos graficos da carta Tipo-Shewhart com
distribui¢do exponencial, ha melhor desempenho.
Portanto, a carta de controle ndo paramétrico tem
melhor desempenho que o grafico de controle
classico quando a distribuicao de probabilidade dos
dados ¢é desconhecida ou nao tem distribuicdo de
probabilidade normal.

6 Analise das melhores condigoes
das variaveis

Nesta secdo, sdo avaliados os erros tipo I e II
(a e B) e o desempenho ARL da carta de controle
ndo paramétrica, cujos limites de controle foram
obtidos pelas Equagdes 14, 15 e 16. Os resultados
dessa analise sdo mostrados na Tabela 7, cujos valores
foram obtidos por meio de simulagdo do processo

Tabela 6. Desempenho entre a carta de controle sintética e a carta de controle tipo Shewhart (T-S).

. ARL
Combinagio ARL, Gréfico ndo paramétrico proposto
(m,n) =0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07
(10,5) 175,41 68,97 21,28 6,62 3,26 1,92 1,32 1,14
(14,5) 161,80 50,84 12,58 4,28 2,16 1,37 1,11 1,03
(20,5) 145,25 46,51 11,30 3,77 1,83 1,25 1,07 1,01
(30,5) 209,02 32,26 10,00 3,13 1,61 1,16 1,03 1,00
Grafico T-S (Normal)
(10,5) 250,67 41,20 7,33 2,48 1,36 1,06 1,01 1,00
(14,5) 363,83 54,40 7,82 2,53 1,35 1,06 1,01 1,00
(20,5) 387,18 53,73 8,52 2,40 1,32 1,07 1,01 1,00
(30,5) 466,07 58,36 8,37 2,32 1,34 1,06 1,01 1,00
Grafico T-S (Exponencial)
(10,5) 77,52 73,53 69,93 62,23 62,50 58,64 68,49 51,81
(14,5) 101,01 92,59 75,75 74,07 86,58 76,63 65,36 61,54
(20,5) 129,87 92,59 105,26 89,29 81,97 72,46 76,92 89,69
(30,5) 117,00 97,09 95,24 89,69 84,75 83,33 76,34 80,00

Fonte: Dados de pesquisa.

Tabela 7. Erros tipo (I, IT) e ARL para o grafico de controle ndo paramétrico cujos limites foram obtidos a partir dos modelos

matematicos.
Combinacao Erro o/ ARL, - ~ Erro/ ARL
Grafico nao paramétrico proposto

(m,n) 0,01 0,02 0,03 0,04 0,045 0,048 0,05 0,06 0,07
(40,5) 0,005 0,99 0,88 0,61 0,33 032 0,16 0,18 0,03 0,00
200,000 100,00 8,33 2,59 1,48 1,46 1,19 1,22 1,03 1,00

(50,5) 0,007 0,99 0,87 0,62 039 021 0,13 0,09 0,05 0,00
140,845 100,00 7,58 2,60 1,65 1,27 1,15 1,10 1,05 1,00

(50,10) 0,003 0,96 0,74 0,31 0,05 0,03 0,02 0,00 000 0,00
322,581 24,39 3,82 1,45 1,05 1,03 1,02 1,00 1,00 1,00

(50,20) 0,003 0,88 0,56 0,04 000 0,00 000 000 000 0,00
333,333 8,26 2,25 1,04 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

(60,5) 0,004 0,98 093 068 035 025 019 0,13 0,02 0,00
250,000 50,00 14,29 3,08 1,55 1,33 1,24 1,15 1,02 1,00

(60,10) 0,002 0,97 0,73 034 0,03 0,01 0,00 0,00 0,00 0,00
500,000 33,33 3,68 1,52 1,03 1,01 1,00 1,00 1,00 1,00

(70,5) 0,003 0,97 094 0,73 035 024 0,16 0,08 0,03 0,00
333,333 33,33 16,13 3,65 1,54 1,32 1,19 1,09 1,03 1,00

(70,10) 0,007 0,99 098 0,78 037 0,16 0,06 0,06 002 0,00
142,857 100,00 50,00 4,46 1,60 1,19 1,07 1,06 1,02 1,00

(80,5) 0,002 0,95 0,89 0,71 0,31 0,19 0,11 0,12 0,02 0,00
500,000 19,61 9,01 3,41 1,44 1,24 1,12 1,14 1,02 1,00

(80,10) 0,006 0,98 0,71 0,28 0,06 0,02 0,01 0,00 0,00 0,00
166,667 50,00 3,44 1,39 1,06 1,02 1,01 1,00 1,00 1,00
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Figura 18. Avaliagao do desempenho do grafico de controle
ndo paramétrico. Fonte: Dados de pesquisa.

industrial analisado nas segdes anteriores. Foram
executados 10.000 ciclos para cada combinagdo
apresentada na Tabela 7 para T = 0, considerando
o processo em estado de controle, e T = 0,01..0,07
quando o processo esta fora de controle.

Para a condigéo das variaveis (m = 80, n=10) obtidas
na se¢ao anterior, obteve-se um bom desempenho do
grafico de controle quando t > 0,03; por exemplo,
parat=0,03,0ARL =1,39; porém, quando se usa a
combinacdo (m=50, n=20), o resultado obtido ¢ mais
interessante, ARL=1,04. Diferentes resultados obtidos
pelo método de estimagdo de H, H, e H, proposto
neste trabalho sdo mostrados na Tabela 7. Portanto, a
melhor combinacao encontrada para esses limites de
controle foi m =50, na fase I, e n =20, para a fase II.

Analisando os resultados, observamos que, quanto
maior o n, menor € o erro 3, por conseguinte, melhor
¢ a capacidade de detec¢@o de uma causa especial.
Por exemplo, param=50en=(5, 10, 20), encontramos
ARL = (2,60; 1,45; 1,04) quando t = 0,03. O erro a
(lado esquerdo da Tabela 7), encontrado por meio
da simulagdo, ¢ de a = 0,002 a 0,007, para um
ARL =140,8 a 500,0.

7 Conclusoes

A carta de controle ndo paramétrica, com
monitoramento simultaneo das medidas de locacao
e escala, ¢ uma alternativa aos métodos classicos
de controle estatistico. Sao vantagens desse tipo de
carta: permitir com um Unico parametro avaliar o
estado de controle da variancia e da média de uma
caracteristica de um produto ou processo; ¢ mais
robusta, pois apresenta melhor desempenho em
termos de ARL do que as cartas Tipo-Shewhart para
distribuicdes assimétricas.

Em geral, e em especial para esse tipo de carta
de controle, a fase I tem grande importancia na fase
II da implantac@o do CEP. A Tabela 6 e a Figura 18
mostram melhor desempenho do grafico de controle
na fase Il para valores de m relativamente maiores.
Portanto, quando maior o tamanho da amostra na fase

I, melhor sera o desempenho do grafico de controle,
medido pelo ARL.

O modelo proposto estima os limites de controle
de graficos sintéticos ndo paramétrico. Do ponto de
vista pratico, o modelo de regressao linear multiplo,
ajustado aos dados da Tabela 1, permite estimar os
limites de controle com combinagdes (1,n) diferentes
das apresentadas por Mukherjee & Chakraborti (2012).

Quando se compara o desempenho da carta de
controle sintética ndo paramétrica, com os limites de
controle estimados, com a carta de controle classica
de Shwehart, observa-se melhor desempenho desta
altima. Porém, os resultados mostraram melhor
desempenho da carta sintética ndo paramétrica quando
a distribui¢do dos dados é assimétrica.

Os resultados mostraram também que o parametro
m tem maior importancia no desempenho do grafico
de controle ndo paramétrico, conforme mostra a
Tabela 7. Os métodos de busca de solucdes 6timas
aplicados indicam m = 82 e n = 12, entretanto ao
simular diversas combinagdes, encontrou-se um
desempenho satisfatorio do grafico de controle para
m =150 e n =20, sugerido para esse tipo de carta.

A literatura nos mostra que ha uma regra teorica
para o uso de graficos de controle, constituida das
fases I e I, em que se associa testes de hipoteses como
ingrediente essencial para o sucesso na aplicagao
desses graficos. Segundo Woodall (2000), a forma
da distribuicdo subjacente ¢ o grau de autocorrelagio
dos dados tornou-se um importante componente na
interpretacdo dos graficos de controle, na fase I,
quando da estimativa dos limites de controle, ¢ na
fase II, na avaliagdo de seu desempenho. Assim, o
estudo do desempenho dos graficos de controle ¢
importante como um insight de como os graficos de
controle se comportam na pratica.

Os métodos tradicionais de graficos de controle
sdo ainda aplicdveis em muitas situagdes praticas da
industria, entretanto ¢ importante considerar novos
desenvolvimentos de métodos de graficos de controle
que se adapte as novas condigdes ambientais da
industria manufatureira.
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Apéndice A. Dados amostrados num caso real: 25 amostras de tamanho n=5.

Cavidade Valor Cavidade Valor
1 1,31 64 1,23
2 1,26 65 1,25
3 1,22 66 1,28
4 1,26 67 1,31
5 1,22 68 1,30
6 1,25 69 1,24
7 1,24 70 1,22
8 1,30 71 1,28
9 1,25 72 1,23
10 1,26 73 1,23
11 1,24 74 1,29
12 1,25 75 1,22
13 1,25 76 1,24
14 1,27 77 1,32
15 1,26 78 1,27
16 1,26 79 1,28
17 1,28 80 1,24
18 1,24 81 1,24
19 1,28 82 1,27

20 1,23 83 1,27
21 1,27 84 1,27
22 1,23 85 1,28
23 1,32 86 1,28
24 1,24 87 1,22
25 1,25 88 1,30
26 1,23 89 1,30
27 1,25 90 1,22
28 1,26 91 1,32
29 1,26 92 1,30
30 1,25 93 1,23
31 1,30 94 1,25
32 1,28 95 1,30
33 1,25 96 1,25
34 1,24 97 1,22
35 1,24 98 1,17
36 1,26 99 1,29
37 1,28 100 1,21
38 1,25 101 1,32
39 1,24 102 1,29
40 1,21 103 1,26
41 1,26 104 1,31
42 1,25 105 1,28
43 1,28 106 1,26
44 1,26 107 1,33
45 1,27 108 1,23
46 1,28 109 1,24
47 1,26 110 1,25
48 1,19 111 1,23
49 1,32 112 1,22
50 1,26 113 1,25
51 1,27 114 1,23
52 1,24 115 1,22

Fonte: Dados de pesquisa.
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Apéndice A. Continuagdo...

Cavidade Valor Cavidade Valor
53 1,25 116 1,30
54 1,29 117 1,24
55 1,27 118 1,23
56 1,28 119 1,23
57 1,29 120 1,23
58 1,26 121 1,29
59 1,27 122 1,26
60 1,26 123 1,24
61 1,23 124 1,28
62 1,25 125 1,25
63 1,25

Fonte: Dados de pesquisa.



