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Resumo

Esse artigo amplia a exposi¢c@o ordindria da teoria
das tensdes para os casos em que o sistema de coorde-
nadas curvilineas utilizado na solu¢do de um problema
ndo € ortogonal. Nesse caso, sendo possivel associar
quatro matrizes distintas ao diddico de tensdes do ponto,
interpreto fisicamente os elementos de todas essas matri-
zes. Isto acarreta uma generalizag¢do do principio cldssico
da reciprocidade das tensdes tangenciais em planos or-
togonais.

Na parte restante do artigo, deduzo os resultados
classicos relativos a autovalores e autovetores do diadi-
co das tensodes.
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Abstract

In this paper I broaden the common text about stress
theory for cases when the system of curvilinear
coordinates used for the solution of a problem is not
orthogonal.

In this case, as it is possible to associate four
different matrices to the stress dyadic of a point, 1
physically interpret the elements of all these matrices.
That implies generalizing the classical principle of
reciprocity of the tangential stress in orthogonal planes.

In the remaining part of this paper I derive the
main classical results related to eigenvalues and
eigenvectors of the stress dyadic.
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1. O vetor tensao

Quando um corpo deformavel é
submetido a acao de forgas (concentra-
das ou distribuidas), aplicadas sobre a
sua superficie, os efeitos dessas forcas
sdo transmitidas para cada ponto do seu
interior. Resulta disso uma alteracao das
posi¢des relativas dos seus elementos
fisicos. Tal como as "forcas massicas",
as quais agem em cada elemento de vo-
lume proporcionalmente a massa do cor-
po (as forgas gravitacionais, por exem-
plo), também as "forcas de superficie"
agem num ponto interno, P, através de
uma por¢do de superficie imagindria,
qualquer, aberta, que contenha P. Seja,
em torno de P, o vetor (superficial) de
area, nAS, em que n € o unitdrio (de sen-
tido arbitrario) da normal a superficie. A
forca resultante Af, que age sobre AS, é
amedida da acdo da parte do corpo situ-
ada do mesmo lado do unitdrio em rela-
¢do a superficie, digamos parte I, sobre
a parte II do mesmo corpo, oposta da
primeira. A razdo Af/AS € o vetor tensao
média sobre AS. Se o limite desse quoci-
ente existe quando AS—0 (para n fixo),
escrevemos:

L Af_df £t

m ——=——_=1tn), 1
AS—0AS dS M
e chamamos t o vetor tensao em P relati-
vo a dire¢do .

Pela lei de Newton (da a¢do e rea-
¢d0), a parte II exerce sobre a parte I for-
caigual em médulo e de sentido oposto
a que I exerce sobre 11, isto é

t(-n) = —t(n), @

A validade de (1) estd diretamente
relacionada com uma hipétese funda-
mental, indiretamente admitida: é o "prin-
cipio de Cauchy", isto é, o vetor tensdo
(1) é independente da superficie utiliza-
da para a sua definicdo. Essa hip6tese
nos permite substituir forcas entre ele-
mentos fisicos por uma forca que depen-
de apenas de cinco pardmetros, ou seja,
das trés coordenadas do ponto e de duas
das trés coordenadas do unitdrio fi.

Resulta, ainda, de (1) que a forca
resultante que age sobre uma superficie
finita, S, no interior do corpo é determi-
nada pela integral

Jgthy d s, 3)

Essaintegral se anulard se S for uma
superficie fechada, desde que no volu-
me do corpo contido em S ndo estejam
agindo forgas madssicas (as forcas iner-
ciais nelas incluidas). Se for¢as massi-
cas estdo presentes, assumimos que as
forcas de superficie transmitidas para o
corpo (continuo) estdo, a todo momen-
to, em equilibrio com as forcas massicas.

2. O diadico das
tensdes em reducao
trinomial

A equacdo (1) ndo especifica a na-
tureza da funcdo t(n). Entretanto essa
pode ser determinada procurando-se
conhecer a distribui¢do das forgas su-
perficiais nas vizinhancas do ponto na
auséncia de forgas corporais.

Se o corpo estd em equilibrio sob a
acdo das forcas de superficie, assim tam-
bém estard um elemento infinitesimal de
volume nas vizinhangas do ponto. Para
aandlise do problema de uma forma bem
geral, escolhemos como elemento um te-
traedro curvilineo qualquer, T,, associa-
do a um sistema conveniente de coorde-
nadas curvilineas (X', X2, X?)! utilizado
para o estudo do problema’. Se {e,,e,.e.}
¢ a base natural do ponto P nesse siste-
ma de coordenadas (vetores esses tan-
gentes as linhas do sistema)?, os veto-
res e!, €%, e e® da base reciproca sio or-
togonais as faces curvilineas do tetrae-
dro T, (Figura1).

Como ao sistema de coordenadas
curvilineas (X', X2, X?) corresponde uni-
vocamente, em todo o dominio do cor-
po, um sistema de coordenadas curvili-
neas reciproco (porque em todo ponto P
existem bases reciprocas, por hipétese),
nas vizinhangas de P existe um segundo
tetraedro (reciproco do primeiro), T,, cu-
jas arestas (curvilineas) sdo pequenos
arcos das coordenadas curvilineas reci-
procas, a cujas faces os vetores e, €2, e
e’ so ortogonais. Podemos considerar,
portanto, que os dois tetraedros existem
simultaneamente, pois sdo duais.

Os vetores-area relativos as faces
de vértice P comum, em T,, podem ser
escritos nas formas

dS e, dSe’, e dS.e’

Se adS € o vetor-drea relativo a
face 123, podemos escrever (por ser T,
um tetraedro muito pequeno, quase reti-
lineo)

fdS=dS, e +dS,e+dSe =dSe

porque, conforme propriedade cldssica,
a soma dos vetores-area (exteriores) de
um tetraedro é igual a zero. Entao,

. ds ds
dSn.e = —1, 2

le!] le?]

as, ©

3

€ dSﬁ.e3=
le”]

De outro lado devemos considerar
também que € nula a soma das forgas
atuantes no tetraedro (a matéria dentro
do tetraedro estd em equilibrio), isto &,

t(h)dS=t@") ds; ©)

Figura 1 - Representa a base natural do
ponto P no sistema de coordenadas
curvilineas X', X2, X3 ao qual esta
associado o tetraedro elementar T*. Do
sistema de coordenadas curvilineas
reciproco: X,, X,, X, (ao qual esta
associado o tetraedro T*), apenas a
coordenada X, e respectivo vetor de base
ed estdo indicados.

! Essa representac@o ¢ arbitrdria, as letras
podemo receber indices em nivel inferior.

2 Apenas a prética, combinada com um certo
tirocinio, mostra o sistema a adotar.

3 A escolha das coordenadas com sobreindi-
ces sugere indicar os vetores de base com
subindices.
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expressdo em que & representa o unité-
rio de €. Entdo, considerando (5) pode-
mos escrever (6) na forma diadica

t(h) =n . [e;t@)] =@ )e;]. A OD

onde
tel) =lelite @)

Por essa expressao vé-se que {(él )

representa lefl vezes o vetor tensdo t(é')
na superficie coordenada de normal &
(no ponto P). Fazendo o volume do te-
traedro tender para zero, a face de nor-
mal n, no limite, contera P, e o vetor t(n)
serd o vetor tensdao em Prelativoa n. As
equagdes (7) e (7") mostram que ¢ sufici-
ente conhecer o vetor tensdo de cada
uma de trés faces ndo concorrentes num
ponto P do corpo deformado para co-
nhecer-se o vetor tensdo relativo a qual-
quer outra superficie cuja normal em P
seja um dado vetor n.

Dedugdes andlogas podem ser fei-
tas comrelagdo ao tetraedro T, de P cuja
quarta face tenha por normal o (mesmo)
unitdrio n. Seria

th)=h.[e't@)]=[t@)e'].a (7.2)
onde
!(él) :lei|!(éi ) (7'.)

Como n € arbitrario, vé-se por (7) e
(7.a) que
e; t(e')=e' t(&;)] @®)

O diadico representado nas formas
(8") é denominado diddico das tensoes
no ponto P, e o representamos por X.
Assim, em redugdo trinomial,

T=e (&) =e (&)} (=1.2.3) ®.

Com essa representacdo, (7.a) € es-
critana forma

th)=n.2=x".h )

sendo X7 o transposto de X. De (8) de-
duzimos imediatamente

el . Z=1@,)=3". ¢ (10)

Nos casos até abundantes em que
as coordenadas curvilineas sdo ortogo-
nais - casos esses em que € nulo o angu-
lo dos reciprocos homélogos no ponto
Pe le'lle |=1=... - podemos fazer

< 1 2 1 1,3 1 <
e =leli=—1,oue =leli=—:1i, etc
le’l el

Nesses casos, entdo

T=iti)+]jt()+k t(k) (1)

3. Tensoes normais
e tangenciais

Podemos decompor o vetor tensao
t(&) em duas componentes: uma, na di-
re¢do do préprio &, ou da normal a face,
componente essa denominada vetor ten-
sdo normal a face, de valor
[t@").e'le' =@'.x.ehe' (12
outra, na direcdo da tangente a face (cur-
vilinea) em P, componente essa denomi-
nada vetor tensdo de cisalhamento ou
tangencial a face, de valor
e At@)ae (12)
expressao em cujo primeiro membro o uso
dos parénteses (para estabelecer a or-
dem com que os vetores entram na ope-
racdo) € irrelevante. Representando por
t et respectivamente, 0s vetores ten-
sdo normal e tangencial sobre a face 123,
escreveriamos, analogamente,

t,=(A.T.0)h e tg=th)—t, (12"

Se X de P é um diddico completo,
entdo t #0 para qualquer n. Pois, se fos-
n
se X.n=0 , pré-multiplicando ambos os
membros por X! terfamos n=0, o que é
um absurdo.

4. A simetria de X

Consideremos agora um elemento
finito de volume V e superficie S. O cam-
po de forca mdssica (as inerciais inclui-
das), por unidade de volume, que atua
na vizinhanga do ponto genérico r desse
elemento®, no instante t, é pf(r,t) , sendo
p a sua massa especifica nesse ponto. A

forca de superficie atuante em r através

de uma aread S (arbitraria) de normal n,
onde o diadico de tensdes € X no instan-

tet,é n.2d S . Estando o elemento finito
em equilibrio (dindmico) sob a a¢do des-
sas forgas devem ser verificadas simul-
taneamente as equagdes relativas a soma
nula de forgas,

Jsﬁ.st+J§pde=o (13)

e soma nula de momentos,
g{sﬁ zards+] pfardv=o a3)

Transformando as integrais de su-
perficie em integrais de volume aplican-
do a formula diadica de Gauss, isto €,

7 J;Sﬁ pds=] divod V.
temos, de (13),

), @ivE+pfydv=o,

ede (13",

) ldivEar)+ptarldV=o.
Como V ¢ arbitrdrio resulta da pri-

meira integral

divZ+pf=o0 (14

Da segunda integral, j4 consideran-
do (14), vem:

div(ZAr)—(divX)Ar=0

A férmula geral

Vo, u: div(do Au) = (divd) Au+ (¢T.Vu)V

particularizada para ¢ =2 eu=r (caso

emque Vr=I )é

div(ZAr) =(divE)Ar—2Xy
Entdo

%,=0,ouseja, Z=XT, (15)

pois a condicao necessdria e suficiente
para um diddico seja simétrico € que seu
vetor seja nulo.

* O vetor r € posicional em relagdo a um
ponto arbitrério e fixo.

REM: R. Esc. Minas, Ouro Preto, 56(1): 27-32, jan. mar. 2003 29



5. Interpretacao das
coordenadas cartesianas de X

Ao diddico das tensdes podemos dar quatro representa-
coes em relacdo as bases reciprocas do ponto, divididas em
dois pares, cada par correspondendo-se com um dos tetrae-
dros reciprocos. Podemos escrever, conforme a teoria dos ve-
tores reciprocos,

(") =[t@").e;le’ =[(@ ).e'le; e

1(&;) =[t(&;).e;le! =[1(&;).elJe; (10
Pondo
Tj=t@)e;, T'=t@)e e
(16)

o TPV
T, =t@).ej, T;=t@E).e

e considerando as (8), podemos escrever o diddico das ten-
sdes nas formas correspondentes

. i
I= T e e’ i =Y e e. leelej=1‘. ee; a7

J 1 J

as quais estdo associadas as matrizes

lfi,ll le T13]| lffn T12 Tlﬂl
=2 =2 =2 =21 =22 =23
=1=T7 T% T3 =¥1=[T7 T T7|
hsl T, TS J [T31 732 T33J
[T T T N
| I I
= = s jml =2 =3
[Zw]=|T2ar T Taz|e [E]1=|T2 T; T; | (17)
= = =1 =2 =3
T31 T3z Ts33 [T3 3 T3 J
tais que, por ser X=XT
[(Z =2, [Z7=[ZT7, Z.]=[Z.]" a7,

devendo-se observar que as matrizes mistas (X," e X°,) ndo
sao simétricas.

Ponhamos, ainda,

T =¢@el).el e

- - 18
Ty =t@&).&;, T =t(&).&’ {19

Sendo le =T ji , tem-se

< oAd i i [
t(e ).ej =le IIejITj Iejlle ITj ,1sto €,

=t(e j)-el =
T! i= le ; e reciprocamente, como € facil demonstrar. Entdo

Ty=T! o T,=T; (19)

Da mesma forma podemos demonstrar que

Ti_Fi o pli_pii e Ty=Tj & T;=T;, (0
Ora, T' = t(&").&' é a projecdo ortogonal de t(&) na dire¢do
de €' ; T é, pois, a tensdo normal sobre essa faceta do tetrae-

dro T, em grandeza e sinal. No tetraedro T", da mesma forma, a
faceta de normal e, corresponde, em grandeza e sinal, a tensao
normal T, =t(&).€, .

EmT,, considerando a primeira das relagdes (20) parai#j,
t(&).8 = t(&).&'. Analogamente, com relagdo a segunda das
relagdes (20) em T", parai#j, t(éi).éj = t(éj).éi. Concluimos:

a projecado (ortogonal) da tensdo total em uma faceta de
um tetraedro na direg¢do da normal a uma segunda faceta
desse mesmo tetraedro € igual a projecdo (ortogonal) da
tensdo total dessa faceta na dire¢do da normal a primeira.

Esse é o principio generalizado da reciprocidade das
tensoes num mesmo tetraedro, mas essas tensdes nio sao
tangenciais (exceto se as coordenadas curvilineas sdo orto-
gonais).

EmT,, Tl t(&).e . parai#j € a projecao ortogonal de (&)
na direcdo do vetor de base e, contido na faceta de normal e,
isto &, T‘J é uma fensdo de cisalhamento nessa faceta; similar-
mente T‘— t (e) & parai#j é tensdo de cisalhamento na
direcdo ¢ contlda na faceta de T" ortogonal a direcéo e. Em
vista de (19), concluimos:

a projecdo (ortogonal) do vetor tensdo total relativo a
uma faceta de um tetraedro na direcdo da normal a uma
faceta qualquer do tetraedro reciproco é igual a projecdo
(ortogonal) do vetor tensdo total relativo a essa face desse
tetraedro na direcdo da normal a faceta considerada do
primeiro.

Esse € o principio generalizado da reciprocidade das

tensoes tangenciais em tetraedros reciprocos.

Quando as coordenadas curvilineas sd@o ortogonais, 0s
dois principios acima se fundem num s6: o principio cldssico
das a¢des tangenciais em planos ortogonais, pois, nesse caso,
€ apenas nesse caso, os tetraedros reciprocos se confundem.

6. Tensoes e direcoes principais

As tensdes dadas por (19) e (20) dependem dos tetrae-
dros reciprocos do ponto, isto €, dependem dos vetores de
base, que, diretamente, dependem das coordenadas curviline-
as adotadas. Mas, como comprovado, a simetria do diddico
das tensdes independe dessas coordenadas. Ora, a todo dia-
dico simétrico estao associados trés autovalores reais, A, B e
C, aos quais correspondem, respectivamente, trés autoveto-

res de unitérios i, j e k mutuamente ortogonais; sio denomi-

nadas as tensdes principais e as dire¢ées principais das ten-
sdes do ponto. Podemos, entdo, escrever, em relacio a essas
direcdes e seus unitarios:

T=Aii+Bjj+Ckk Q1)
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com
[A 0 ol
lo o c

Como X ¢ fung@o do ponto concluimos que existe um
sistema de coordenadas curvilineas ortogonais em relagao ao
qual o diddico das tensdes pode ser escrito na forma diagonal
(21). Nesse sistema, o tetraedro do ponto € o tetraedro princi-
pal do ponto. Como as interpretacdes dos elementos das ma-
trizes associadas ao diddico das tensdes independem do sis-
tema de coordenadas, vé-se que nas facetas do tetraedro prin-
cipal do ponto, e apenas nessas facetas, sé atuam tensdes
normais, sendo nulas todas as tangenciais.

Seja, em relag@o aos unitdrios dos autovetores de X, o
unitario variavel n,
Ai=oi+Bj+yk, com o? +[32 +y2 =1
Tem-se:

N=h.X.Ai=Ac’ +BB2+Cy? =(A-C)a? +(B-CO)B% +C
e
A20L2 +B2B2 +C2,Y2 —

t,2=h.=".A

=A% -cHa? +(B? -C?)p? +C?

Os extremados de N sdo obtidos para

IN 0=2(A-0) IN 0=2(B-0)B

—_— 0= — o e —=0U= -

oa op

ouseja, 00=0=Pse A#B=C;nessecasoy==1eN=C.Se
exprimirmos N em funcéo de 3 e 7, teremos novos valores
relativos a extremados: y=0=ea==1eN = A; analoga-
mente, teremos, ainda, o caso y=0=0o. com B==1eN=B.
Esses resultados mostram que as dire¢des principais corres-
pondem tensdes normais extremadas.

As varidveis que extremam t>=t *- N* estdo ligadas
pela condigdo o + B>+ ¥*= 1 . Segundo o método dos multipli-
cadores de Lagrange, devemos extremar

— 12— 2 2
F=t’=A(0+B*+7)
onde A é um escalar, como se F fosse um extremado livre.
Entdo, devendo ser

0F OF OF
%ZTB_?_ isto €,
ot 2 oN
L _IN—-2X0=0
Jao Jdao
Jt 2 oN
1 _ON—-2AB=0
JB JB
ot,? oON
—2N—=2Ay=0,
2y 0

devemos resolver o sistema

2A0(A —2N) - 2Aa = 0
2BB(B—2N)—2AB =0
2Cy(C—2N)—2Ay =0.

Esse sistema mostra que o, 3 e Y néo podem ser simulta-
neamente ndo nulos porque, se fossem, seria
A(A-2N) = B(B-2N)=C(C-2N)
de onde deduzimos, apds transformacdes elementares, que
A =B = C para todo ponto, necessariamente; o que nao é
verdade. Se, entdo, Y= 0, o sistema fica reduzido as duas pri-
meiras equacdes, das quais deduzimos, facilmente

(se A#B):2N=A+B=2(Ao*=Bp?.Como o?=p*=1, vem:

2 B
o=x—=
2
isto €, n € bissetriz das dire¢des principais ie j. Nesse caso,
entao,

1
ltel=—IA—Bl
579

Resultados anédlogos seriam obtidos se considerdssemos
B =0e depois o =0.

Com uma representacdo adequada dos unitarios das di-
recdes principais (representacdo essa arbitrdria) podemos con-

1
siderar que A = B > C. Concluiremos, entdo, que E IA-Cl éo

valor médximo das tensdes cisalhantes em P, ou seja:

A maior tensdo cisalhante num ponto é igual a
semidiferenca entre a maior e a menor das tensdes normais
principais desse ponto, e agem num plano que é bissetor
do diedro dos planos aos quais correspondem as tensoes
normais extremas.

7. Diadico de Poisson e diadico
desvio

Quando os trés autovalores do diddico das tensdes de
um ponto sdo iguais, ele recebe o nome particular de diddico
escalar, diddico isotrdpico ou, ainda, diddico esférico’; nes-
se caso, se essas tensdes sdo de compressdo, o diddico é
denominado também de compressivo, ou hidrostdtico; se sao
de tracdo, trativo ou expansivo.

Quando um, e apenas um, dos autovalores do diddico
das tensdes de um ponto € nulo, esse diddico (incompleto) é
uniplanar e seu plano € ortogonal a direcdo segundo a qual a
tensdo normal € nula. Nesse caso, se os outros dois autovalo-
res tém o mesmo mddulo mas sinais diferentes (tracdo numa
dire¢do, compressdo na outra), o diddico € denominado cisa-

5 A sua matriz mista associada (em relagdo aos autovetores) é uma
matriz escalar.
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lhante puro ou, ainda, diddico de Poisson®; as tensdes de
mesmo mddulo de um diddico de Poisson sdo denominadas a
tensdo normal do diddico. Em relacdo as direcdes principais

i, jeﬁ do ponto, esse diddico seria escrito na forma
M(i i-k k) se a diregdo j correspondesse a tensdo normal
nula; sua matriz associada nessa base seria, entdo,

[1 0o ol
Nd |
[Z]ijk= 0 0 Ol
lo o -1]

Posto que

vemos que todo diddico de tensdes’ pode ser decomposto na
soma de um diddico escalar, cujo escalar € a média das tensdes
principais, com um diddico que representa o desvio desse di-
adico em relacdo a sua parte escalar (isto €, em relacdo a média
dos valores extremos das tensdes). Por isso mesmo o diadico

EZEI serd denominado a parte escalar principal de X (ou

1
tensdo média de X) e dev X=X~ 3 2gl, odiddico desvio de X

® A nomenclatura cisalhamento puro, embora aceitdvel, ndo é adequa-
da porque sugere a existéncia de cisalhamento que, de fato, néo existe.
Diddico de Poisson é uma nomenclatura mais sugestiva porque tracdo
e compressao em planos ortogonais aumentam o chamado efeito Pois-
son que fatalmente ocorre.

" Essa propriedade é caracteristica de todo e qualquer diadico.

8 Esses conceitos podem ser generalizados para poliddicos quaisquer
de valéncia par.

em relagdo a sua parte escalar principal®. O diddico desvio é
evidentemente simétrico e em relagdo aos unitarios dos seus
autovetores podemos escrever:

1 1 PN | an 1 A A
ZZEZEI+5(2A—B—C)ii+§(—A+2B—C)jj+§(—A—B+2C)kk

Por essa representagdo vemos que 0s unitdrios i, je k

sdo também autovetores de devX , aos quais correspondem,
respectivamente, os autovalores

1 1 1
S(ZA—B—C), S(—A+2B—C) e S(—A—B+2C)
Observando que também podemos escrever
1 TIEYN sr oppy L S

devZ:g(A—B) (i l—JJ)+§(B—C)(JJ—kk)+g(C—A)(l i—- kk)
vemos que devX € a soma de trés diddicos de Poisson cujas
tensdes normais valem os 2/3 dos médulos das tensdes prin-
cipais de cisalhamento do ponto e cujos planos (onde atuam)

sdo pares de facetas principais do ponto. Assim, por exemplo,
ao diddico de Poisson seguinte

[\S}

1 cr oaa 21 AU
S(C-Aii-kk="—(C-A)ii-kk="7

max

w

corresponde um estado de tensdo no ponto com uma tensao
normal de tracdo igual aos 2/3 da maior tensio de cisalhamen-

to (no ponto) na dire¢do do autovetor i e uma tensdo normal
de compressdo do mesmo valor na diregio de autovetor k .
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