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RESUMO

Neste trabalho são apresentados métodos híbridos para solução 
de problemas difusivos relativos à dispersão de poluentes em 
meio aquático. Estes métodos aplicam variáveis complexas 
a fi m de executar mapeamentos sobre a equação diferencial 
a ser resolvida bem como sobre o domínio considerado. O 
mapeamento sobre a equação diferencial converte o ope-
rador laplaciano bidimensional em uma derivada cruzada 
de segunda ordem na variável espacial. O mapeamento do 
domínio transforma regiões de formato complexo em regiões 
retangulares. Ambos mapeamentos são usados a fi m de reduzir 
o tempo total requerido de processamento para solução de 
problemas difusivos não-homogêneos. Resultados numéricos 
são apresentados.

PALAVRAS-CHAVE: Problemas difusivos, equação de pois-
son, variáveis complexas, transformações conformes.

ABSTRACT

In this work hybrid methods for solving diffusion problems 
related to pollutants dispersion in water bodies are presented. 
These methods employ complex variables in order to perform 
mappings over the differential equation to be solved as well as 
over the considered domain. The mapping over the differential 
equation converts the two dimensional laplacian operator into 
a second order mixed derivative in the complex variables. The 
mapping of the domain transforms complex-shaped regions into 
rectangular ones. Both mappings are used in order to reduce the 
total time proccessing required for solving non-homogeneous 
diffusion problems. Numerical results are reported.

KEYWORDS: Diffusion problems, poisson equation, complex 
variables, conformal mapping.

INTRODUÇÃO

A proposta deste trabalho con-
siste em apresentar uma metodologia 
de solução híbrida que se aplique em 
problemas difusivos bidimensionais 
em regime estacionário, com fonte 
arbitrária.

Para problemas desta natureza, a 
equação da difusão tem a forma

onde Q(x,y) representa a fonte 
arbitrária. A equação (1) é também 
conhecida como equação de Poisson 
e descreve fenômenos difusivos, tanto 
em transferência de energia quanto de 
massa.  

Em muitos casos, a geometria 
de um determinado problema pode 

difi cultar ou até mesmo impedir sua 
solução analítica devido à aplicação das 
condições de contorno, sendo necessá-
rio na maioria dos casos um tratamento 
numérico para a questão. O foco central 
do trabalho consiste em apresentar uma 
metodologia de solução híbrida para a 
equação (1), a qual possa ser aplicada 
nos casos onde a geometria ou condi-
ções de contorno difi culte a obtenção da 
solução analítica do problema. 
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Q(x,y) . Como z e seu conjugado z são 
funções das variáveis reais x e y, para que 
a mudança de variável seja feita, basta 
isolar as variáveis da equação (2), a fi m 
de obter a relação de x e y como função 
de z e z. Assim,

Realizada esta etapa, a equação 
de Poisson pode ser então expressa 
em termos das variáveis complexas da 
seguinte forma:

Com a equação (7) estabelece-se 
uma solução imediata, a qual pode 
ser alcançada simplesmente por dupla 
integração do termo fonte q(z, z), so-
mando ao espaço nulo do operador,

Nesta equação, ( ) ( )f z f z1 2+  cor-
respondem ao espaço nulo do operador 
Laplaciano, pois f z f z 02

1 2d + =^ ]_ h gi . 
Para casos em que a geometria do domí-
nio não represente um problema para a 
aplicação das condições de contorno, a 
expressão (8) é a solução fi nal do pro-
blema, sendo aplicada diretamente no 
domínio original, ou seja, sem a utiliza-
ção das transformações conformes.

Transformações conformes

A aplicação do método das trans-
formações conformes consiste em um 
mapeamento de pontos entre dois 
domínios distintos. Seu objetivo é 
transformar a geometria do domínio 
original em uma outra geometria de 
maior simplicidade. 

Para exemplifi car o método, ve-
jamos o caso da função f(z)=z2 , a qual 
pode ser expressa em função das coor-
denadas cartesianas (x,y). 

Assim, z=x+iy, e substituindo na 
equação original, temos

e que pode ser expressa em termos 
das variáveis u e v.

ponto de interesse no interior do do-
mínio, uma análise numérica fornece a 
solução em pontos discretos, estando a 
precisão relacionada diretamente com 
a correta seleção destes pontos, bem 
como o tamanho das regiões.

METODOLOGIA

O desenvolvimento proposto 
consiste em estabelecer uma seqüência 
de etapas para a obtenção da solução 
da equação de Poisson. Este trabalho 
não tem intenção de detalhar todos 
os teoremas matemáticos envolvidos, 
mas sim objetivar a aplicação prática 
dos mesmos.

Equação de Poisson em 
termos das variáveis 
complexas

A equação (1) pode ser escrita em 
termos das variáveis complexas. A mu-
dança de variável se dá pela introdução 
da variável complexa z e seu conjugado 
z, como segue:

Pela aplicação da regra da cadeia 
na equação de Poisson, temos

Usando a mesma sistemática para 
a diferencial com relação a y, temos:

Substituindo a equação (3) e (4) 
na equação de Laplace, resulta

Neste ponto pode-se verifi car a 
utilidade da representação nestes ter-
mos, visto que a solução do Laplaciano 
pode ser alcançada diretamente através 
de uma integração dupla nas novas 
variáveis.

Uma vez estabelecido o Laplaciano 
em termos de z e z, a etapa seguinte é 
realizar a mudança de variável na fonte 

O processo físico relacionado à 
difusão está diretamente ligado à ati-
vidade atômica e molecular do meio 
no qual o fenômeno está ocorrendo. 
A difusão, para o caso da transferência 
de calor, pode ser vista como a trans-
ferência de energia de partículas mais 
energéticas para partículas de menor 
energia devido às interações entre elas 
(Incropera & DeWitt, 1981). Para o 
caso da transferência de massa, os fenô-
menos a nível molecular são análogos ao 
caso da transferência de energia. Sendo 
assim, o tratamento matemático para 
estes dois processos físicos, tanto de 
condução do calor quanto de difusão 
de massa, são semelhantes.

A dispersão de poluentes em meio 
aquático ocorre, fundamentalmente, 
através de dois processos: difusão 
e advecção. O primeiro, conforme 
descrito, independe das condições 
hidrodinâmicas do sistema, salvo a 
infl uência de componentes turbulentas, 
ocorrendo, inclusive, em locais onde 
não há escoamento ou as velocidades 
são insignifi cantes. A advecção consiste 
na parcela de dispersão produzida pelo 
transporte através da correnteza do 
corpo hídrico. 

O modelamento matemático 
proposto neste trabalho diz respeito 
à equação da difusão bidimensional 
em regime permanente, equação (1). 
Para este tipo de tratamento, existem 
diversos métodos matemáticos que 
possibilitam a solução do problema. 
Dentre os mais utilizados encontram-
se o método de separação de variáveis 
(Ozisik, 1994; Ayres, 1985; Boyce, 
1995 ) e a análise por diferenças 
finitas(Carnaham;1969). Existem 
ainda outras possibilidades de solução, 
como o Método Gráfico (Incropera 
& DeWitt; 1981) ou, para problemas 
transientes, a aplicação da transformada 
de Laplace. (Kakaç,Yener,1993)

A limitação do método da separa-
ção de variáveis diz respeito à aplicação 
das condições de contorno, as quais 
podem inviabilizar a solução do pro-
blema. Geralmente esta metodologia 
só serve para uma gama de geometrias 
e condições de contorno simples.

Em se tratando de problemas que 
envolvam geometrias e/ou condições de 
contorno mais complexas, usualmente 
utilizam-se métodos de soluções nu-
méricos, como equações em Diferenças 
Finitas e elementos fi nitos. Ao contrário 
de uma solução analítica, que permite 
a determinação da função em qualquer 
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Defi ne-se então um ponto arbitrá-
rio no plano w como sendo

Tomando-se uma reta horizontal 
no plano z, ou seja, y=cte (fi gura. 1) e 
aplicando a transformação acima des-
crita, obtêm-se uma nova geometria no 
plano w  (fi gura. 2).

As figuras 1 e 2 exemplificam 
a aplicação de uma transformação 
conforme. Aplicando a transformação 
correspondente a f(z)=z2 na reta da 
fi gura 1, gera-se uma nova geometria, 
correspondente à fi gura 2. Note-se que 
o processo pode ser revertido, aplican-
do-se a transformação inversa, ou seja, 
( )f w w= .

Segundo Dettman (1965), para 
que uma transformação possa ser 
conforme, existem dois requisitos que 
precisam ser satisfeitos: 

1º - A função f(z) aplicada no pla-
no z  precisa ser analítica no domínio.

2º - A derivada da função f(z) não 
pode ser nula, i.e., f´(z) ≠ 0

Qualquer transformação que 
satisfaça estes dois requisitos é dita 
conforme. 

A principal característica deste tipo 
de transformação é o fato de preservar 
a estrutura da equação de Laplace. Isto 
signifi ca que não importa qual a função 
complexa aplicada na transformação, 
ela sempre vai manter a equação inalte-
rada, exceto pela mudança de variáveis. 
O resultado obtido com a aplicação de 
uma função arbitraria sobre a equação 
de Laplace tem o seguinte formato:

deixando claro o motivo pelo 
qual a função aplicada não pode ter 
derivada nula.

Condições de Cauchy-
Riemann

Outra característica de uma trans-
formação conforme é o fato de ela 
preservar os ângulos de um elemento 
de área frente a uma transformação. 
Isto signifi ca que a malha de um deter-
minado domínio preserva seus ângulos 
quando mapeada em outro domínio. 
Segundo Dettman (1965), esta proprie-
dade decorre diretamente das condições 
de Cauchy-Riemann: tomando z = x+iy, 

qualquer função desta variável comple-
xa pode ser expressa como f (z) = u(x,y)+ 
+ iv(x,y). A derivada desta função está 
representada na equação 12.

Para que f(z) seja analítica, este 
limite deve existir independentemente 
de como ∆z  tenda para zero, seja pela 
aproximação por x ou pela aproximação 
por y. Assim, fazendo ∆y tender a zero 
antes de ∆x, tem-se a equação 13.

Por outro lado, fazendo ∆x ten-
der a zero antes de ∆y, obtêm-se a 
equação 14.

Para que f(z) seja analítica, f´(z) 
deve ser única, assim f

1
´(z)=f

2
´(z). Isto 

implica nas equações 15 e 16.
Estas equações são conhecidas 

como condições de Cauchy-Riemann 
e necessariamente precisam ser respei-
tadas em qualquer função de variável 
complexa. Estas condições também 
garantem a ortogonalidade entre as 
isolinhas de uma função de variável 
complexa.

Tendo a garantia da invariância 
da equação e a garantia da invariância 

dos ângulos da malha pelas condições 
de Cauchy-Riemann, a transformação 
conforme pode ser então aplicada ao 
problema.

Paramétricas que mapeiam 
o domínio

A descrição das transformações 
conformes vista na seção anterior se 
refere aos casos onde a função   aplicada 
na transformação é conhecida, ou seja, 
aplica-se a função no domínio original 
de forma a obter o domínio transfor-
mado. Porém, para problemas práticos 
em engenharia, é necessário estabelecer 
uma forma de determinar qual a fun-
ção que faz o mapeamento entre dois 
domínios já conhecidos. Para que este 
tipo de abordagem possa ser realizado, 
é necessária a aplicação das funções 
paramétricas, as quais são responsáveis 
pelo mapeamento entre os planos.

As paramétricas que mapeiam o 
domínio podem ser vistas como a fun-
ção pela qual se dará a transformação 
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Figuras 1 e 2 - Transformação conforme do plano z para o plano w
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conforme. Esta etapa do processo pode 
exigir tratamento numérico, consistin-
do no ajuste de curva dos pontos do 
domínio original.

A transformação conforme re-
alizada neste trabalho consiste em 
transformar o domínio original de um 
determinado problema em um semi-
plano y positivo. Isto significa que 
independentemente do formato do 
domínio original, este sempre poderá 
ser transformado em um semi-plano 
y positivo. 

As paramétricas podem ser de-
terminadas percorrendo-se o contorno 
do domínio original e relacionando-os 
com os pontos desejados no domínio 
transformado (fi gura 3).

Para que o levantamento das pa-
ramétricas seja efetuado, é necessário 
um mapeamento entre os pontos do 
contorno nos plano z e plano w. Para 
isso utiliza-se o parâmetro u, a fi m de 
determinar a função que correlaciona 
os pontos de um contorno no outro. O 
contorno do domínio original é transfor-
mado em uma reta no plano w, a qual 
coincide com o eixo das abscissas. Gera-
se então uma tabela para o levantamento 
das paramétricas, correlacionando as 
variáveis x e y com o parâmetro u.

A Tabela 1 tem caráter unicamente 
representativo, objetivando demonstrar 
o processo de obtenção das funções de 
ajuste. 

Pelo ajuste de curva surge então 
duas funções dependentes da variável 
u,

X = X(u) e          (17)

Y = Y(u)         (18)

Para a determinação das paramé-
tricas no interior do domínio, basta 
fazer a substituição da variável u por 
u + iv, a fi m de garantir que as funções 
ajustadas respeitem as condições de 
Cauchy-Riemann. Assim,

X = X(u + iv)  e

Y = Y(u + iv).

As funções paramétricas devem 
ser utilizadas após a determinação da 
solução da equação de Poisson no pla-
no transformado, quando for efetuado 
o caminho inverso. Essa operação é 
efetuada por via numérica.

 
Solução da equação de 
Poisson

Antes de iniciar esta seção, é neces-
sário um esclarecimento: O desenvolvi-
mento da Equação de Poison elaborado 
no início deste trabalho, explica como 
é realizada a mudança de variável na 
equação de Poisson e está desenvolvida 
para o plano z, porém esta sistemática 
pode ser utilizada para qualquer plano. 
Assim, para o plano w temos:

e a equação (5) fi ca com o seguinte 
formato:

w u iv

w u iv

= +

= -
(19)

O passo a seguir consiste em resol-
ver a equação (20), cuja solução é

onde f w1 ^ h e f w2 ^ h  representam o 
espaço nulo do operador.

A equação (21) mostra que a so-
lução para a equação de Poisson pode 
ser alcançada por integração direta do 
termo fonte, somada ao espaço nulo 
do operador.

A solução apresentada de-
pende das variáveis w e w, u seja, 
f = f(u + iv, u - iv). Como esta solução 
está generalizada em termos das vari-
áveis complexas, é necessário que se 
faça a particularização para uma função 
real, visto que para a aplicação proposta 
neste trabalho, a parte imaginaria não 
consiste em solução para o problema. 
Assim,

Porém deve-se ressaltar que esta 
particularização depende do proble-
ma estudado, e não é regra geral de 
aplicação. Por exemplo, para o caso 
de problemas de eletrostática relacio-
nados com a Teoria do Potencial, esta 
particularização não pode ser efetuada 
(Churchill,1975; Spiegel,1965).

Aplicação das condições de 
contorno

A aplicação das condições de 
contorno é efetuada também no plano, 
podendo ser condições de primeira, 
segunda ou terceira espécie.

Para condições de primeira espécie 
(condição de Dirichlet), onde o valor 
da função é prescrito na fronteira, basta 
mapear diretamente os pontos do plano 
z para o plano w, mantendo o valor 
prescrito da função em cada ponto.

Para condições de segunda espécie 
(condição de Neumann), onde a deri-
vada da função é constante, condições 

do tipo f C
2
2

- =h
 são transformadas 

em 
v
f C

2
2

- =  para v = 0.

Um caso especial da condição de 
segunda espécie diz respeito à superfície 
isolada (para o caso de transferência de 
calor, adiabática) no qual a derivada da 
função é nula, resultando em 

v
f 0

2
2

=  
para v = 0.

( , )Ref f u iv u ivdif = + -^ h (22)

Figura 3 - Ajuste das Paramétricas

Tabela 1– Ajuste das curvas
das paramétricas

U x Y
u1 x1 y1

u2 x2 y2

... ... ...
Um xn yn

(21)

f
4
1

q (w, w) dwdw (w) (w)f f1 2= + +##

( , )f
w w

f q w w42
2

d
2 2
2
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Para condições de terceira espécie 
(condição de Robin), onde a derivada 
da função é proporcional ao valor da 
própria função, condições do tipo 

f kf
2
2
h- =  são transformadas em 

v
f kf

2
2

- =  para v = 0, onde k = cte.

Assim, tendo as condições de 
contorno determinadas em relação ao 
plano w, é possível aplicá-las à equação 
(22) e, juntamente com as paramétricas, 
é possível então efetuar o caminho in-
verso, voltando ao plano z. Note-se que, 
qualquer que seja a geometria do domí-
nio original, as condições de contorno 
transformadas são sempre aplicadas 
sobre uma interface horizontal.

APLICAÇÃO DO 
MÉTODO

A aplicação do método descrito 
até aqui descreve um cenário real de 
dispersão de poluentes em meio aquá-
tico, de grande interesse em Engenharia 
Ambiental. A análise física do problema 
é apresentada no decorrer do desenvol-
vimento, com posterior discussão dos 
resultados. O problema proposto diz 
respeito à dispersão de poluentes na bacia 
hidrográfi ca do Guaíba (fi gura 4).

Em certas regiões distantes do 
canal de navegação os termos advecti-
vos da equação que rege a dispersão de 
poluentes podem ser desprezados, de 
modo que a equação de Poisson pode 
ser utilizada sem perda apreciável de 
exatidão para simular o processo de 
dispersão de poluentes. Duas regiões 
típicas no estuário do lago Guaíba 
onde os termos advectivos podem ser 
negligenciados são o Lami e a Barra 
do Ribeiro, mostrados na fi gura 4. No 
trabalho proposto os métodos descritos 
nas seções anteriores serão utilizados 
para resolver um problema difusivo 
bidimensional não-homogêneo nas 
vizinhanças da praia do Lami. Neste 
caso o termo de fonte representa um 
arroio onde são lançadas cargas de 
esgoto doméstico. A distribuição de 
concentrações na foz do arroio Lami 
foi ajustada a uma função racional 
empregando o critério dos mínimos 
quadrados. A função ajustada é dada 
pela equação (23), onde os coefi cientes 
a, b e c são dados por:

a = 0,00000012
b = 0,0000000097
c = 0,000137

Figura 4 - Estuário do Lago Guaíba

O termo fonte expresso pela 
equação (23) deve ser representado em 
termos do plano tranformado, plano w. 
Para isso efetua-se a mudança de variá-
vel detalhada na equação (5). a qual em 
termos do plano transformado toma a 
forma das equações (24) e (25):

Assim, a equação (23) pode ser 
escrita na forma da equação (26):

Utilizando o mapeamento descrito 
anteriormente e integrando a equação 
resultante, obtem-se a distribuição de 
concentrações no plano w, conforme a 
equação (27).

O gráfi co da distribuição no plano 
w é mostrado na fi gura 5.

A fim de obter a solução nas 
variáveis originais, é efetuada uma 
transformação conforme obtida a partir 
das equações paramétricas apresentadas 
abaixo, as quais são obtidas via ajuste de 
curva com polinômio de quarto grau 
apresentada nas equações (28) e (29), 
seguindo a metodologia apresentada 
anteriormente.

A exemplo da função fonte, as 
equações paramétricas foram ajustadas 
a partir de coordenadas geo-referen-
ciadas correspondentes a oito pontos 
tomados ao longo da praia do Lami 
(fi gura 6) utilizando o critério dos míni-
mos quadrados.

As coordenadas dos pontos amos-
trados são listadas na Tabela 2, e na 
fi gura 7 são representados tais pontos 
e a respectiva curva paramétrica.

A transformação conforme obtida 
a partir das paramétricas é dada pela 
equação (30), onde as coordenadas x e y 
no sistema de coordenadas original cor-
respon-dem, respectivamente, as partes 
real e imaginária desta expressão.

A tabela 3 contém alguns pontos 
de amostragem no interior do domínio 
e os respectivos valores de concentração 
de coliformes fecais. 
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Figura 5 - Dispersão de Poluentes no plano w

Figura 7 - Pontos de referência para ajuste e curva paramétrica resultante

Figura 6 - Sistema de coordenadas para o ajuste das 
paramétricas

. . . . .Y u u u u0 2249906642 10 0 8413350555 10 0 0008531766366 1 743903924 37 849203048 4 6 3 2$ $=- - + + -- - (28)

. . . . .X u u u u0 8993454402 10 0 7680300298 10 0 000726785969 0 7180652654 12 545741458 4 5 3 2$ $= + + - -- - (29)
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Tabela 2 - Coordenadas dos
pontos amostrados

X(m) Y(m)
120 -490
80 -210
-82 130
60 450
590 780
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DISCUSSÃO 

A tabela 3 mostra os valores 
estimados para a concentração de 
coliformes fecais nas proximidades do 
Arroio Lami, cuja foz se situa no local 
escolhido como centro do sistema de 
coordenadas indicado na fi gura 6. Os 
valores calculados são consistentes com 
dados de coleta efetuadas pelo DMAE 
em campanhas realizadas entre março 
de 1995 e dezembro de 2003 nas 
vizinhanças dos pontos amostrados. 
Note-se que os valores calculados são 
mais próximos dos limites inferiores dos 
intervalos dentro dos quais se situam 
as medidas experimentais. Esse fato 
decorre, possivelmente, da existência 
de cargas distribuídas ao longo da 
região, que não foram consideradas na 
formulação do problema. Essas cargas 
correspondem a sistemas de fossas sép-
ticas, infi ltrações e lençóis subterrâneos 
cuja presença na área foi detectada, 
mas que não foram ainda devidamente 
localizados e registrados para fi ns de 
inclusão no modelo como condições de 
contorno prescritas. Cabe observar que 
as condições de contorno são conside-
radas homogêneas, uma vez que toda a 
carga de esgoto doméstico foi atribuída 
ao termo de fonte.

Quanto à performance computa-
cional, o sistema correspondente requer 
cerca de 15 segundos de tempo de 
processamento, incluindo a plotagem 
dos gráfi cos (Celeron – 1GHz, 64Mb 
RAM). O código fonte, redigido em 
Maple é extremamente reduzido e de 
fácil depuração, possuindo cerca de 
30 linhas de comando, e empregando 
apenas recursos básicos do respectivo 

kernel. O código fonte está descrito no 
apêndice.

CONCLUSÕES

Este trabalho mostrou uma me-
todologia de solução para problemas 
difusivos voltada para aplicações em 
problemas de engenharia. Um ponto a 
ser destacado é a etapa correspondente 
ao ajuste de curvas para a determinação 
da função que produz a transformação. 
Esta etapa possibilita uma maior liber-
dade para a aplicação da transformação 
conforme, a qual deixa de fi car atrelada 
a formas geométricas já conhecidas. 
Outro ponto de destaque refere-se ao 
mapeamento da equação de Laplace 
em termos das variáveis complexas, que 
transforma a equação original em uma 
equação de segunda ordem com deriva-
da cruzada, o que facilita a solução da 
mesma. Dessa forma, a metodologia de 
solução apresentada pode ser aplicada 
a inúmeros problemas difusivos que 
respeitem a equação de Poisson, tor-
nando-se uma ferramenta de grande 
utilidade para solução de problemas 
desta natureza.

O tempo de processamento do 
código computacional resultante possi-
bilita a simulação de cenários em tempo 
real e, conseqüentemente, viabiliza o 
seu emprego como ferramenta de gestão 
ambiental.

O modelamento matemático utili-
zado pode ser ampliado para simulação 
de cenários físicos em que as velocidades 
são signifi cativas e, conseqüentemente, 
os termos advectivos devem ser consi-
derados na equação. Para tanto basta 
incluí-los no termo de fonte e aplicar 

um método iterativo de resolução 
baseado nos algoritmos de Adomiam 
(1988).  Dessa maneira, as aplicações 
potenciais do método proposto podem 
ser estendidas a uma ampla classe de 
problemas de grande interesse em enge-
nharia ambiental, como, por exemplo, 
no planejamento de redes de esgoto 
em municípios banhados por cursos 
de água que servem simultaneamente 
para o despejo de efl uentes e captação 
de água para abastecimento. Nesses 
casos, a utilização de um sistema de 
simulação de cenários de qualidade de 
água tornaria possível avaliar o impacto 
ambiental produzido pelos despejos 
sobre os balneários utilizados por po-
luições ribeirinhas e junto aos pontos 
de captação de água. 
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APENDICE - Código fonte do método
Para o problema apresentado no item Aplicação do Método, temos o seguinte código fonte, escrito em linguagem Maple.

> restart:
> with(plots):
> with(stats):
Fonte
> Q:=-2*(-3*a^2*u^2+a*b*v^2+a*c-3*b^2*v^2+b*a*u^2+b*c)/(a*u^2+b*v^2+c)^3:
> q:=subs(u=(w+wc)/2, v=I*(wc-w)/2,Q):
Integração do termo fonte.
> q1:=int(q,w)/4:
> f0_1:=int(q1,wc):
> f0_2:=subs(w=u+I*v,wc=u-I*v,f0_1):
Extração da parte real.
> f0_3:=evalc(Re(f0_2)):
> f0:=simplify(f0_3):
Substituição dos coefi cientes.
> C:=subs({a=.00000012,b=.000000097,c=.00173},f0):
> plot3d(C,u=-500..500,v=0..500,axes=boxed):
Ajuste das paramétricas.
> restart:
> with(stats):
with(plots):
>pontos:={[133.85,-728.76],[118.98,-490.8],[74.36,-208.22],[0,0],[-74.36,133.85],[59.49,446.18],[609.78,773.37],[

1308.79,773.37]}:
> yp:=rhs(fi t[leastsquare[[x,y],y=e*x^4+a*x^3+b*x^2+c*x+d, {e,a,b,c,d}]]([[-500,-300,-100,0,100,300,400,500],[-

728.76,-490.8,-208.22,0,133.85,446.18,773.37,773.3]])):
> ypu:=subs(x=u+I*v,yp):
> xp:=rhs(fi t[leastsquare[[x,y],y=e*x^4+a*x^3+b*x^2+c*x+d, {e,a,b,c,d}]]([[-500,-300,-100,0,100,300,400,500],[133.8

5,118.98,74.36,0,-74.36,59.49,609.78,1308.79]])):
> xpu:=subs(x=u+I*v,xp):
Função transformação.
> z:=evalc(xpu+I*ypu):
Determinação dos pontos no plano z.
> x:=evalc(Re(z)):
> y:=evalc(Im(z)):
> for u from -600 by 300 to 600 do
  for v from 1 by 300 to 600 do 
     Print(x); print(y); print(f0):
  od: 
od:
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