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RESUMO

Neste trabalho sdo apresentados métodos hibridos para solugio
de problemas difusivos relativos 4 dispersio de poluentes em
meio aqudtico. Estes métodos aplicam varidveis complexas
a fim de executar mapeamentos sobre a equagio diferencial
a ser resolvida bem como sobre o dominio considerado. O
mapeamento sobre a equagio diferencial converte o ope-
rador laplaciano bidimensional em uma derivada cruzada
de segunda ordem na varidvel espacial. O mapeamento do
dominio transforma regides de formato complexo em regises
retangulares. Ambos mapeamentos s3o usados a fim de reduzir
o tempo total requerido de processamento para solugio de
problemas difusivos nao-homogéneos. Resultados numéricos
sdo apresentados.

PALAVRAS-CHAVE: Problemas difusivos, equacdo de pois-
son, varidveis complexas, transformagdes conformes.

ABSTRACT

In this work hybrid methods for solving diffusion problems
related to pollutants dispersion in water bodies are presented.
These methods employ complex variables in order to perform
mappings over the differential equation to be solved as well as
over the considered domain. The mapping over the differential
equation converts the two dimensional laplacian operator into
a second order mixed derivative in the complex variables. The
mapping of the domain transforms complex-shaped regions into
rectangular ones. Both mappings are used in order ro reduce the
total time proccessing required for solving non-homogeneous
diffusion problems. Numerical results are reported.

KEYWORDS: Diffusion problems, poisson equation, complex
variables, conformal mapping.

INTRODUCAO o

v
A proposta deste trabalho con-

2
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dificultar ou até mesmo impedir sua
solugdo analitica devido 2 aplicagdo das
condigdes de contorno, sendo necessi-
rio na maioria dos casos um tratamento

siste em apresentar uma metodologia
de solu¢do hibrida que se aplique em
problemas difusivos bidimensionais
em regime estaciondrio, com fonte
arbitrdria.

Para problemas desta natureza, a
equagio da difusio tem a forma
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onde Q(x,y) representa a fonte
arbitrdria. A equacgio (1) é também
conhecida como equagio de Poisson
e descreve fendmenos difusivos, tanto
em transferéncia de energia quanto de
massa.

Em muitos casos, a geometria
de um determinado problema pode
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numérico para a questdo. O foco central
do trabalho consiste em apresentar uma
metodologia de solugdo hibrida para a
equagdo (1), a qual possa ser aplicada
nos casos onde a geometria ou condi-
¢oes de contorno dificulte a obtencao da
solugdo analitica do problema.
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O processo fisico relacionado 4
difusdo estd diretamente ligado 2 ati-
vidade atdmica e molecular do meio
no qual o fendmeno estd ocorrendo.
A difusio, para o caso da transferéncia
de calor, pode ser vista como a trans-
feréncia de energia de particulas mais
energéticas para particulas de menor
energia devido as interagdes entre elas
(Incropera & DeWitt, 1981). Para o
caso da transferéncia de massa, os feno-
menos a nivel molecular s3o andlogos ao
caso da transferéncia de energia. Sendo
assim, o tratamento matemdtico para
estes dois processos fisicos, tanto de
condugio do calor quanto de difusdo
de massa, sio semelhantes.

A dispersio de poluentes em meio
aqudtico ocorre, fundamentalmente,
através de dois processos: difusio
e advec¢do. O primeiro, conforme
descrito, independe das condigées
hidrodindmicas do sistema, salvo a
influéncia de componentes turbulentas,
ocorrendo, inclusive, em locais onde
nao hd escoamento ou as velocidades
sdo insignificantes. A advec¢do consiste
na parcela de dispersdo produzida pelo
transporte através da correnteza do
corpo hidrico.

O modelamento matemdtico
proposto neste trabalho diz respeito
a equagdo da difusio bidimensional
em regime permanente, equagio (1).
Para este tipo de tratamento, existem
diversos métodos matemdticos que
possibilitam a solugdo do problema.
Dentre os mais utilizados encontram-
se 0 método de separagio de varidveis
(Ozisik, 1994; Ayres, 1985; Boyce,
1995 ) e a andlise por diferencgas
finitas(Carnaham;1969). Existem
ainda outras possibilidades de solugio,
como o Método Griéfico (Incropera
& DeWitt; 1981) ou, para problemas
transientes, a aplicagao da transformada
de Laplace. (Kakag,Yener,1993)

A limitagao do método da separa-
¢ao de varidveis diz respeito 2 aplicagdo
das condigbes de contorno, as quais
podem inviabilizar a solugio do pro-
blema. Geralmente esta metodologia
s6 serve para uma gama de geometrias
e condigbes de contorno simples.

Em se tratando de problemas que
envolvam geometrias e/ou condi¢oes de
contorno mais complexas, usualmente
utilizam-se métodos de solugoes nu-
méricos, como equagdes em Diferencas
Finitas e elementos finitos. Ao contrdrio
de uma solugio analitica, que permite
a determinagio da fun¢do em qualquer
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ponto de interesse no interior do do-
minio, uma andlise numérica fornece a
solu¢io em pontos discretos, estando a
precisio relacionada diretamente com
a correta selecio destes pontos, bem
como o tamanho das regioes.

METODOLOGIA

O desenvolvimento proposto
consiste em estabelecer uma seqiiéncia
de etapas para a obtengao da solugdo
da equacdo de Poisson. Este trabalho
nao tem inten¢do de detalhar todos
os teoremas matemdticos envolvidos,
mas sim objetivar a aplicagio prdtica
dos mesmos.

Equacao de Poisson em
termos das variaveis
complexas

A equagio (1) pode ser escrita em
termos das varidveis complexas. A mu-
danga de varidvel se d4 pela introdugio
da varidvel complexa z e seu conjugado
Z, COMO segue:

zZ =X+ 1y )

Z=X—1ly

Pela aplicagdo da regra da cadeia
na equagio de Poisson, temos

of _of 9z , of 9z _ of yof _

OX 0z 90X 9z X 0z 9z

9°f _dg , g M 9 9

ol _95 .95 _» 4ol ol

ox? 9z 9z 929z + 972 + 972
3)

Usando a mesma sistemdtica para
a diferencial com relagio a y, temos:

2 2 2 2
If_, 0t 2 “)

Substituindo a equagio (3) e (4)
na equagio de Laplace, resulta

2 2 2
V2f of o f 48f_
0207

)

Neste ponto pode-se verificar a
utilidade da representagdo nestes ter-
mos, visto que a solugio do Laplaciano
pode ser alcancada diretamente através
de uma integragio dupla nas novas
varidvelis.

Uma vez estabelecido o Laplaciano
em termos de z e z, a etapa seguinte ¢
realizar a mudanca de varidvel na fonte
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Q(x,y) . Como z e seu conjugado z sio
fungoes das varidveis reais x e y, para que
a mudanga de varidvel seja feita, basta
isolar as varidveis da equacgio (2), a fim
de obter a relagao de x e y como fungao
de z e z. Assim,

XZZ—}—Z

2 ©)
_i(z—12)
Y=7"72

Realizada esta etapa, a equagdo
de Poisson pode ser entdo expressa
em termos das varidveis complexas da
seguinte forma:

2 o’f —
vi=42L - 402 %
Com a equagio (7) estabelece-se
uma solugdo imediata, a qual pode
ser alcangada simplesmente por dupla
integragio do termo fonte q(z, z), so-
mando ao espaco nulo do operador,

f= % f f q(2,7) dzdz + £2) + £(2)
(8)

Nesta equagio, £i(z) + £5(z) cor-
respondem ao espago nulo do operador
Laplaciano, pois V2 (f; (z) + f, (2)) = 0.
Para casos em que a geometria do domi-
nio ndo represente um problema paraa
aplicagao das condigdes de contorno, a
expressao (8) é a solucdo final do pro-
blema, sendo aplicada diretamente no
dominio original, ou seja, sem a utiliza-
¢do das transformaces conformes.

Transformacoes conformes

A aplica¢io do método das trans-
formacbes conformes consiste em um
mapeamento de pontos entre dois
dominios distintos. Seu objetivo ¢
transformar a geometria do dominio
original em uma outra geometria de
maior simplicidade.

Para exemplificar o método, ve-
jamos o caso da fun¢io f(z)=2* , a qual
pode ser expressa em funcio das coor-
denadas cartesianas (x,y).

Assim, z=x+iy, e substituindo na
equagdo original, temos

f2)=(x + iy)=x*—y*+i(2xy) =
=u(x,y)+iv(x,y) 9

e que pode ser expressa em termos
das varidveis u e v.
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Define-se entdo um ponto arbitrd-
rio no plano w como sendo
w=u(x,y) + iv(x,y) (10)

Tomando-se uma reta horizontal
no plano z, ou seja, y=cte (figura. 1) e
aplicando a transformagio acima des-
crita, obtém-se uma nova geometria no
plano w (figura. 2).

As figuras 1 e 2 exemplificam
a aplicagdo de uma transformacio
conforme. Aplicando a transformagio
correspondente a f(z)=z* na reta da
figura 1, gera-se uma nova geometria,
correspondente 2 figura 2. Note-se que
o processo pode ser revertido, aplican-
do-se a transformagio inversa, ou seja,
f(w)=y/w.

Segundo Dettman (1965), para
que uma transformagdo possa ser
conforme, existem dois requisitos que
precisam ser satisfeitos:

10 - A fun¢do f(z) aplicada no pla-
no z precisa ser analitica no dominio.

20 - A derivada da funcio f(z) nao
pode ser nula, i.e., {'(z) #0

Qualquer transformagio que
satisfaca estes dois requisitos ¢ dita
conforme.

A principal caracteristica deste tipo
de transformagio ¢ o fato de preservar
a estrutura da equagdo de Laplace. Isto
significa que nao importa qual a fun¢io
complexa aplicada na transformagcio,
ela sempre vai manter a equagdo inalte-
rada, exceto pela mudanca de varidveis.
O resultado obtido com a aplicagao de
uma fungdo arbitraria sobre a equagio
de Laplace tem o seguinte formato:

af

2 2
(quaf_ - *f
Ju av?

x> W

T () =
11)

deixando claro o motivo pelo
qual a fungdo aplicada nio pode ter
derivada nula.

Condicoes de Cauchy-
Riemann

Ovutra caracteristica de uma trans-
formacio conforme ¢ o fato de ela
preservar os Angulos de um elemento
de drea frente a uma transformagcio.
Isto significa que a malha de um deter-
minado dominio preserva seus dngulos
quando mapeada em outro dominio.
Segundo Dettman (1965), esta proprie-
dade decorre diretamente das condigoes
de Cauchy-Riemann: tomando z = x+iy,

€ng. sanit. ambient.

Difusdo de poluentes bidimensionais em regime permanente com fonte arbitraria

Plano z Plano w
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(Figura 1) (Figura 2)

Figuras | e 2 - Transformagdo conforme do plano z para o plano w

qualquer fun¢io desta varidvel comple-
xa pode ser expressa como f (z) = u(x,y)+
+ iv(x,y). A derivada desta funcio estd
representada na equagio 12.

Para que f(z) seja analitica, este
limite deve existir independentemente
de como Az tenda para zero, seja pela
aproximagio por x ou pela aproximagio
por y. Assim, fazendo Ay tender a zero
antes de Ax, tem-se a equagio 13.

Por outro lado, fazendo Ax ten-
der a zero antes de Ay, obtém-se a
equagio 14.

Para que f(z) seja analitica, f'(2)
deve ser tnica, assim f,"(z)=f,"(z). Isto
implica nas equagdes 15 e 16.

Estas equagdes sio conhecidas
como condigoes de Cauchy-Riemann
e necessariamente precisam ser respei-
tadas em qualquer fungdo de varidvel
complexa. Estas condigdes também
garantem a ortogonalidade entre as
isolinhas de uma fungio de varidvel
complexa.

Tendo a garantia da invariincia
da equagio e a garantia da invaridncia

f(z + Az) — f(z) _

dos 4ngulos da malha pelas condigbes
de Cauchy-Riemann, a transformagio
conforme pode ser entdo aplicada ao
problema.

Paramétricas que mapeiam
o dominio

A descrigio das transformacées
conformes vista na se¢ao anterior se
refere aos casos onde a fungio aplicada
na transformacio ¢ conhecida, ou seja,
aplica-se a fungdo no dominio original
de forma a obter o dominio transfor-
mado. Porém, para problemas prdticos
em engenharia, é necessdrio estabelecer
uma forma de determinar qual a fun-
¢do que faz o mapeamento entre dois
dominios jd conhecidos. Para que este
tipo de abordagem possa ser realizado,
¢ necessdria a aplicacio das funcoes
paramétricas, as quais s3o responsdveis
pelo mapeamento entre os planos.

As paramétricas que mapeiam o
dominio podem ser vistas como a fun-
¢ao pela qual se dard a transformagio

P& = lim=—%
. u(x+Ax,y + dy) +iv(x+ Ax,y + dy) — (u(x,y) +iv(x,y)) (12)
= lim
470 Ax + Ay
Ay -0
, . u(x-{—Ax,y)—u(x,y)-{-i[v(x+Ax,y)—v(x,y)]
fi' (z) = lim =
Ax — Ax (13)
_du, .0V
Tox tl ox
u(x,y+4y)—u(x,y)+i[v(x,y + dy) = v(x.y)]
b’ (@)= lim, i =
- g (14)
8u +Q
“lay Ty
d d
ax = dy (15)
du _ _ 9v
oy = ox (16)
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conforme. Esta etapa do processo pode
exigir tratamento numérico, consistin-
do no ajuste de curva dos pontos do
dominio original.

A transformagio conforme re-
alizada neste trabalho consiste em
transformar o dominio original de um
determinado problema em um semi-
plano y positivo. Isto significa que
independentemente do formato do
dominio original, este sempre poderd
ser transformado em um semi-plano
y positivo.

As paramétricas podem ser de-
terminadas percorrendo-se o contorno
do dominio original e relacionando-os
com os pontos desejados no dominio
transformado (figura 3).

Para que o levantamento das pa-
ramétricas seja efetuado, ¢ necessdrio
um mapeamento entre os pontos do
contorno nos plano z e plano w. Para
isso utiliza-se o pardmetro u, a fim de
determinar a fung¢io que correlaciona
os pontos de um contorno no outro. O
contorno do dominio original é transfor-
mado em uma reta no plano w, a qual
coincide com o eixo das abscissas. Gera-
se entdo uma tabela para o levantamento
das paramétricas, correlacionando as
varidveis X e y com o pardmetro u.

ATabela 1 tem cardter unicamente
representativo, objetivando demonstrar
o processo de obtenc¢do das fungdes de
ajuste.

Tabela |- Ajuste das curvas
das paramétricas

U X Y

u; X Y,

u, 2 Y,

UI‘I‘I Xn yl‘l
Plano ¢

Pelo ajuste de curva surge entdo
duas fung¢bes dependentes da varidvel
u’

X=X(u)e (17)
Y =Y(u (18)

Para a determinagio das paramé-
tricas no interior do dominio, basta
fazer a substituigdo da varidvel u por
u + iv, a fim de garantir que as fun¢oes
ajustadas respeitem as condicdes de
Cauchy-Riemann. Assim,

X=X(u+1iv) e
Y =Y(u + iv).

As fun¢bes paramétricas devem
ser utilizadas apds a determinagio da
solu¢do da equagio de Poisson no pla-
no transformado, quando for efetuado
o caminho inverso. Essa operagio ¢
efetuada por via numérica.

Solucao da equacao de
Poisson

Antes de iniciar esta se¢ao, é neces-
sdrio um esclarecimento: O desenvolvi-
mento da Equagio de Poison elaborado
no inicio deste trabalho, explica como
¢ realizada a mudancga de varidvel na
equagio de Poisson e estd desenvolvida
para o plano z, porém esta sistemdtica
pode ser utilizada para qualquer plano.
Assim, para o plano w temos:

wW=u-+iv (19)

w=u-—iv
e a equagdo (5) fica com o seguinte

formato:

2 _
Vi =4 % =q(w,w) (20)

Planow

% Fa¥ ¥ 0 [ F-7

Figura 3 - Ajuste das Paramétricas
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O passo a seguir consiste em resol-
ver a equagdo (20), cuja solugio ¢

=1 fq (W, W) dwdw + f; (W) + f(w)
21

onde f;(w) e f,(w) representam o
espaco nulo do operador.

A equagdo (21) mostra que a so-
lugdo para a equagio de Poisson pode
ser alcangada por integracio direta do
termo fonte, somada ao espago nulo
do operador.

A solugdo apresentada de-
pende das varidveis w e w, u seja,
f = f(u + iv, u - iv). Como esta solucio
estd generalizada em termos das vari-
4veis complexas, ¢ necessdrio que se
faga a particularizagio para uma fungio
real, visto que para a aplicagio proposta
neste trabalho, a parte imaginaria nio
consiste em solugio para o problema.
Assim,

fdif = Re(f(u + iV, u-— IV)) (22)

Porém deve-se ressaltar que esta
particularizagio depende do proble-
ma estudado, e ndo ¢ regra geral de
aplicagao. Por exemplo, para o caso
de problemas de eletrostdtica relacio-
nados com a Teoria do Potencial, esta
particulariza¢io nio pode ser efetuada

(Churchill,1975; Spiegel,1965).

Aplicacao das condicoes de
contorno

A aplicagio das condi¢des de
contorno é efetuada também no plano,
podendo ser condicbes de primeira,
segunda ou terceira espécie.

Para condigBes de primeira espécie
(condi¢ao de Dirichlet), onde o valor
da fungio é prescrito na fronteira, basta
mapear diretamente os pontos do plano
z para o plano w, mantendo o valor
prescrito da fungio em cada ponto.

Para condi¢es de segunda espécie
(condi¢ao de Neumann), onde a deri-
vada da funcio é constante, condigoes

of

do tipo —57 = C sao transformadas

em—% = Cparav=0.

Um caso especial da condi¢do de
segunda espécie diz respeito a superficie
isolada (para o caso de transferéncia de
calor, adiabdtica) no qual a derivada da
fungio € nula, resultando em Fri 0
parav =0.
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Para condiges de terceira espécie
(condi¢ao de Robin), onde a derivada
da fungio ¢ proporcional ao valor da
prépria fun¢io, condi¢des do tipo
_of

an
of

—5v = kf parav =0, onde k = cte.

Assim, tendo as condigdes de
contorno determinadas em relagio ao
plano w, é possivel aplicd-las & equagio
(22) e, juntamente com as paramétricas,
¢ possivel entdo efetuar o caminho in-
verso, voltando ao plano z. Note-se que,
qualquer que seja a geometria do domi-
nio original, as condi¢bes de contorno
transformadas sio sempre aplicadas
sobre uma interface horizontal.

APLICACAO DO
METOD

= kf sio transformadas em

A aplicagio do método descrito
até aqui descreve um cendrio real de
dispersdo de poluentes em meio aqué-
tico, de grande interesse em Engenharia
Ambiental. A andlise fisica do problema
¢ apresentada no decorrer do desenvol-
vimento, com posterior discussao dos
resultados. O problema proposto diz
respeito a dispersdo de poluentes na bacia
hidrografica do Guaiba (figura 4).

Em certas regides distantes do
canal de navegagio os termos advecti-
vos da equagio que rege a dispersio de
poluentes podem ser desprezados, de
modo que a equagdo de Poisson pode
ser utilizada sem perda aprecidvel de
exatiddo para simular o processo de
dispersdo de poluentes. Duas regioes
tipicas no estudrio do lago Guaiba
onde os termos advectivos podem ser
negligenciados sio o Lami e a Barra
do Ribeiro, mostrados na figura 4. No
trabalho proposto os métodos descritos
nas segdes anteriores serdo utilizados
para resolver um problema difusivo
bidimensional nio-homogéneo nas
vizinhangas da praia do Lami. Neste
caso o termo de fonte representa um
arroio onde sio langadas cargas de
esgoto doméstico. A distribuicdo de
concentragoes na foz do arroio Lami
foi ajustada a uma fungio racional
empregando o critério dos minimos
quadrados. A fungio ajustada ¢ dada
pela equacdo (23), onde os coeficientes
4, b e ¢ sio dados por:

a =0,00000012

b = 0,0000000097
c=0,000137

€ng. sanit. ambient.

Difusdo de poluentes bidimensionais em regime permanente com fonte arbitraria

Figura 4 - Estudrio do Lago Guaiba

O termo fonte expresso pela
equagio (23) deve ser representado em
termos do plano tranformado, plano w.
Para isso efetua-se a mudanca de varid-
vel detalhada na equagio (5). a qual em
termos do plano transformado toma a
forma das equacées (24) e (25):

Assim, a equagdo (23) pode ser
escrita na forma da equagio (26):

Utilizando o mapeamento descrito
anteriormente e integrando a equagio
resultante, obtem-se a distribui¢ao de
concentragdes no plano w, conforme a
equagio (27).

O grifico da distribui¢o no plano
w ¢ mostrado na figura 5.

A fim de obter a solugao nas
varidveis originais, ¢ efetuada uma
transformagio conforme obtida a partir
das equagbes paramétricas apresentadas
abaixo, as quais sao obtidas via ajuste de
curva com polinémio de quarto grau
apresentada nas equagdes (28) e (29),
seguindo a metodologia apresentada
anteriormente.

—2(—3a%’ + abv’ + ac — 3b>v* + abu’ + bc)

A exemplo da fungio fonte, as
equagdes paramétricas foram ajustadas
a partir de coordenadas geo-referen-
ciadas correspondentes a oito pontos
tomados ao longo da praia do Lami
(figura 6) utilizando o critério dos mini-
mos quadrados.

As coordenadas dos pontos amos-
trados sdo listadas na Tabela 2, e na
figura 7 sdo representados tais pontos
e a respectiva curva paramétrica.

A transformacao conforme obtida
a partir das paramétricas ¢ dada pela
equagio (30), onde as coordenadas x e y
no sistema de coordenadas original cor-
respon-dem, respectivamente, as partes
real e imagindria desta expressdo.

A tabela 3 contém alguns pontos
de amostragem no interior do dominio
e os respectivos valores de concentragio
de coliformes fecais.

Q= 3 (23)
(au® + bv® + be)

PR (24)

v=1 oW (25)

. 23a2(%w + %W)z + %ab(W —w) —ac — %bz(\_v —w) - ab(%w + %W)z — be

a(%w + W) - IbE - W e (26)

C 1 27)

T 0.12-10°0 + 097 - 10 V' + 0.00173
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Y = —0.2249906642 - 10~ *u* — 0.8413350555 - 10~ °u® + 0.0008531766366u” + 1.743903924u — 37.84920304 (28)

X =0.8993454402 - 10~ %u* + 0.7680300298 - 10~ u> + 0.000726785969u> — 0.7180652654u — 12.54574145  (29)

2:=0.8993454402 10~ %u* — 0.539607264110~ "uv* + 0.8993454402 10~ ¥v* +
+0.7680300298 10 °u® — 0.00002304090089uv* + 0.0007267859693u” —
—0.0007267859693v> — 0.7180652654u — 12.54574145 + 0.8999626568 10~ Su’v —
—0.8999626568 10 3uv® 4 0.2524005166 10~ >u’v — 0.841335055510%v* —
—0.001706353273uv — 1.743903924v + (0.359738176110~ "u’v —
—0.359738176110~ "uv® + 0.00002304090089u’v — 0.7680300298 10~ V> +
+0.001453571939uy — 0.7180652654v — 0.2249906642 10~ %u* +
+0.1349943985 10~ "u® v? — 0.2249906642 10~ 8v* — 0.8413350555 10~ %u® +
+0.252400516610 >uv? + 0.0008531766366u> — 0.0008531766366V> +

+1.743903924u — 37.84920304) 1 (30)
5001
4004
300
2004
1004
2 ole
S,
SRS
.."‘.
g0 400 Figura 6 - Sistema de coordenadas para o ajuste das

Figura 5 - Dispersao de Poluentes no plano w parametricas

(metros)

a]J_ o
wj_
Tabela 2 - Coordenadas dos
y ) pontos amostrados
X(m) Y(m)
120 -490
200 UOY 200 400 800 800 1000 1200 80 -210
X (metros)
-200] -82 130
] 60 450
590 780
_m_

Figura 7 - Pontos de referéncia para ajuste e curva paramétrica resultante
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Difusdo de poluentes bidimensionais em regime permanente com fonte arbitraria

o
(2]
Tabela 3 - Valores de concentracdo de coliformes fecais ?,
X(m) Y(m) C (calculado) C (dados coletados) #
Ne coliformes/100mL Ne coliformes/100mL 8
184.7814997 -887.9708192 22.25679593 Entre 24 e 30 =
-717.0198940 -621.2185510 18.61563109 Entre 24 e 30 é
132.5169518 -479.7948214 79.80784187 Entre 70 ¢ 93
3.0853993 -464.7509432 46.90806212 -
-14.29037299 -38.56812916 578.0022739 Entre 400 e 760
-552.4291822 -559.2026648 95.07242475 -
115.8623462 523.9316622 79.80784187 Entre 70 ¢ 93
-1574.678967 931.9762258 46.90806212 -
2642.805464 858.54511060 22.25679593 Entre 24 e 30
-506.4517490 5407.953818 18.61563109 Entre 24 e 30
DISCUSSAO kernel. O cédigo fonte estd descrito no um método iterativo de resolugio

A tabela 3 mostra os valores
estimados para a concentragio de
coliformes fecais nas proximidades do
Arroio Lami, cuja foz se situa no local
escolhido como centro do sistema de
coordenadas indicado na figura 6. Os
valores calculados sao consistentes com
dados de coleta efetuadas pelo DMAE
em campanhas realizadas entre margo
de 1995 e dezembro de 2003 nas
vizinhangas dos pontos amostrados.
Note-se que os valores calculados sao
mais préximos dos limites inferiores dos
intervalos dentro dos quais se situam
as medidas experimentais. Esse fato
decorre, possivelmente, da existéncia
de cargas distribuidas ao longo da
regido, que ndo foram consideradas na
formulagdo do problema. Essas cargas
correspondem a sistemas de fossas sép-
ticas, infiltracoes e lengdis subterraneos
cuja presenga na drea foi detectada,
mas que nio foram ainda devidamente
localizados e registrados para fins de
inclusdo no modelo como condigoes de
contorno prescritas. Cabe observar que
as condigbes de contorno sio conside-
radas homogéneas, uma vez que toda a
carga de esgoto doméstico foi atribuida
ao termo de fonte.

Quanto a performance computa-
cional, o sistema correspondente requer
cerca de 15 segundos de tempo de
processamento, incluindo a plotagem
dos grificos (Celeron — 1GHz, 64Mb
RAM). O cédigo fonte, redigido em
Maple é extremamente reduzido e de
ficil depuragio, possuindo cerca de
30 linhas de comando, e empregando
apenas recursos bdsicos do respectivo

€ng. sanit. ambient.

apéndice.
CONCLUSOES

Este trabalho mostrou uma me-
todologia de solugdo para problemas
difusivos voltada para aplicagdes em
problemas de engenharia. Um ponto a
ser destacado € a etapa correspondente
a0 ajuste de curvas para a determinagio
da fun¢do que produz a transformagio.
Esta etapa possibilita uma maior liber-
dade para a aplicagio da transformagio
conforme, a qual deixa de ficar atrelada
a formas geométricas jé conhecidas.
Outro ponto de destaque refere-se ao
mapeamento da equagio de Laplace
em termos das varidveis complexas, que
transforma a equagdo original em uma
equagio de segunda ordem com deriva-
da cruzada, o que facilita a solugio da
mesma. Dessa forma, a metodologia de
solugdo apresentada pode ser aplicada
a intimeros problemas difusivos que
respeitem a equagdo de Poisson, tor-
nando-se uma ferramenta de grande
utilidade para solucio de problemas
desta natureza.

O tempo de processamento do
c6digo computacional resultante possi-
bilita a simulagio de cendrios em tempo
real e, conseqiientemente, viabiliza o
seu emprego como ferramenta de gestao
ambiental.

O modelamento matemdtico utili-
zado pode ser ampliado para simulagao
de cendrios fisicos em que as velocidades
sdo significativas e, conseqiientemente,
os termos advectivos devem ser consi-
derados na equagdo. Para tanto basta
inclui-los no termo de fonte e aplicar

131

baseado nos algoritmos de Adomiam
(1988). Dessa maneira, as aplicagoes
potenciais do método proposto podem
ser estendidas a uma ampla classe de
problemas de grande interesse em enge-
nharia ambiental, como, por exemplo,
no planejamento de redes de esgoto
em municipios banhados por cursos
de 4gua que servem simultaneamente
para o despejo de efluentes e captagio
de dgua para abastecimento. Nesses
casos, a utilizacio de um sistema de
simula¢do de cendrios de qualidade de
dgua tornaria possivel avaliar o impacto
ambiental produzido pelos despejos
sobre os balnedrios utilizados por po-
lui¢bes ribeirinhas e junto aos pontos
de captacio de dgua.
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APENDICE - Codigo fonte do método

Para o problema apresentado no item Aplicagao do Método, temos o seguinte cédigo fonte, escrito em linguagem Maple.

> restart:

> with(plots):

> with(stats):

Fonte

> Q:=-2%(-3*aA2*uM2+a*b*vA2+a*c-3*bA2*vA2 +b*a*ur 2+b*c)/ (a*ur 2+b*vA2+¢)N3:

> q:=subs(u=(w+wc)/2, v=I*(wc-w)/2,Q):

Integragio do termo fonte.

> ql:=int(q,w)/4:

> f0_1l:=int(ql,wo):

> f0_2:=subs(w=u+I*v,wc=u-I*v,f0_1):

Extragao da parte real.

> f0_3:=evalc(Re(f0_2)):

> f0:=simplify(f0_3):

Substituicao dos coeficientes.

> C:=subs({a=.00000012,b=.000000097,c=.00173},0):

> plot3d(C,u=-500..500,v=0..500,axes=boxed):

Ajuste das paramétricas.

> restart:

> with(stats):

with(plots):

>pontos:={[133.85,-728.76],[118.98,-490.8],[74.36,-208.22],[0,0],[-74.36,133.85],[59.49,446.18],[609.78,773.371,(
1308.79,773.371}:

> yp:=rths(fit[leastsquare[[x,y],y=e*x 4 +a*x*3+b*x 2 +c*x+d, {e,a,b,c,d}]]([[-500,-300,-100,0,100,300,400,500],[-
728.76,-490.8,-208.22,0,133.85,446.18,773.37,773.3]])):

> ypu:=subs(x=u+I*v,yp):

> xp:=rhs(fit[leastsquare[[x,y],y=e*x 4 +a*x*3+b*x"2+c*x+d, {e,a,b,c,d}]]([[-500,-300,-100,0,100,300,400,500],[133.8
5,118.98,74.36,0,-74.36,59.49,609.78,1308.79]])):

> xpu:=subs(x=u+I*v,xp):

Fungio transformacao.

> z:=evalc(xpu+I*ypu):

Determinagao dos pontos no plano z.

> x:=evalc(Re(z)):

> y:=evalc(Im(z)):

> for u from -600 by 300 to 600 do

for v from 1 by 300 to 600 do
Print(x); print(y); print(f0):
od:

od:
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