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RESUMO 

Neste trabalho apresentam-se análises de flexão de placas compostas por materiais heterogêneos através de 

uma abordagem multi-escala. O macro-contínuo, representado neste trabalho pela placa, é modelado por uma 

formulação não-linear do Método dos Elementos de Contorno (MEC), que leva em conta o operador tangente 

consistente (CTO). A micro-escala é representada pelo EVR (Elemento de Volume Representativo), sendo 

seu problema de equilíbrio definido em termos de flutuação dos deslocamentos e solucionado através do Mé-

todo dos Elementos Finitos (MEF), onde a hipótese de média volumétrica das tensões e deformações é ado-

tada para se fazer a passagem do micro-contínuo para o macro-contínuo. A cada ponto do macro-contínuo, 

onde se necessita conhecer as tensões e o tensor constitutivo deve estar associado um EVR, onde se podem 

definir inclusões e/ou vazios no interior de uma matriz a fim de representar a micro-estrutura de um material 

heterogêneo. Nos exemplos numéricos são considerados diferentes EVRs com inclusões elásticas dentro de 

uma matriz, onde os modelos de Von Mises ou Mohr Coulomb são adotados, a fim de governar o comporta-

mento do seu material. Consideram-se diferentes frações volumétricas para as inclusões a fim de verificar a 

influência na resposta homogeneizada da microestrutura e, consequentemente, no comportamento mecânico 

do macro-contínuo. Para solucionar o problema de equilíbrio do EVR devem-se adotar condições de contor-

no em termos de flutuações dos deslocamentos, que nos exemplos analisados no presente trabalho serão con-

sideradas como periódicas. 

Palavras-chave: Modelagem multi-escala, homogeneização, elementos de contorno, flexão de placas. 

ABSTRACT 

Analyses of the bending problem of plates composed of heterogeneous materials are performed considering a 

multi-scale modelling. The macro-continuum, represented in this paper by the plate, is modelled by a non-

linear formulation of the boundary element method (BEM) taking into account the consistent tangent opera-

tor (CTO) in the iterative procedure required to solve the plate equilibrium problem. The micro-scale is rep-

resented by the RVE (Representative Volume Element) being its equilibrium problem solved in terms of dis-

placements fluctuations by a Finite Element Formulation (FEM), where the volume averaging hypothesis of 

strain and stress tensors is used to make the micro-to-macro transition. To each point of the macro-continuum 

where the stresses and constitutive tensor have to be computed, a RVE must be assigned, where inclusions 

and voids can be defined inside the matrix in order to represent the microstructure of a heterogeneous materi-

al. In the numerical examples are considered different RVEs with elastic inclusions, while for the matrix the 

Von Mises or Mohr-Coulomb criteria can be adopted to govern its material behavior. Different volume frac-

tions have been adopted for the inclusions in order to verify its influence on the homogenized response of the 

microstructure as well as on the mechanical behavior of the macrostructure. To solve the RVE equilibrium 
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problem, boundary conditions in terms of displacement fluctuations have to be imposed, which for the nu-

merical examples presented in this paper will be adopted periodic. 

Keywords: Multi-scale modelling, homogenization, boundary elements, plate bending. 

1. INTRODUÇÃO 

A maioria dos materiais é heterogênea ao nível dos grãos ou da sua microestrutura. Além disso, a micro-

estrutura de alguns materiais são manipulados adicionando novos constituintes, a fim de melhorar suas pro-

priedades. Como qualquer heterogeneidade do material, assim como o processo de fissuração que ocorre na 

micro-escala afetam diretamente a resposta da estrutura [1-4], sua modelagem em diferentes escalas é muito 

importante para melhor representar o comportamento de materiais complexos [5-9]. Em muitos casos, a aná-

lise não-linear convencional não consegue representar de forma precisa o comportamento de tais estruturas.  

Para se fazer a modelagem multi-escala deve-se definir no domínio do macro-contínuo pontos de inte-

resse que são chamados de EVR (Elemento de Volume Representativo), os quais representam a microestrutu-

ra, ao nível dos grãos, do macro-contínuo na vizinhança infinitesimal do ponto [10-15]. Podem-se definir 

vazios ou inclusões (elásticas ou elasto-plásticas) dentro da matriz do EVR, sendo a formação e propagação 

de micro-fissuras ou o processo de plastificação monitorados individualmente em cada EVR, considerando-

se as diferentes propriedades elásticas e modelo constitutivo adotado para cada fase do EVR. Assim, conside-

rando-se uma estrutura sujeita a um carregamento qualquer, através do modelo na macro-escala, obtém-se 

para cada EVR o campo de deformações, que deverá ser imposto de forma constante a todos os pontos do 

EVR, como “carregamento”. Então, utilizando-se o modelo adotado na micro-escala, estuda-se o comporta-

mento do material nas diferentes fases do EVR devido a essa deformação imposta. Em seguida, através de 

princípios de homogeneidade e conceito de média volumétrica, passa-se da micro-escala para a macro-escala 

e atualizam-se as tensões e a relação constitutiva para aquele ponto do macro. Com a relação constitutiva 

atualizada para todos os pontos da macro-escala (neste trabalho tratamos de placas), dá-se novo incremento 

de carga obtendo-se, através do modelo na macro-escala, novos campos de deformações a serem aplicados 

nos EVRs. Portanto, a análise na micro-escala alimenta aquela na macro-escala e vice-versa. Neste trabalho, 

a microestrutura é modelada pelo Método dos Elementos Finitos (MEF), através da formulação apresentada 

em [12]. 

A formulação do MEC a ser usada na análise da macro-escala é descrita em [16], onde se deve discre-

tizar o contorno da placa em elementos nos quais os deslocamentos e esforços são aproximados para se obter 

a solução do problema. Além disso, na análise não-linear necessita-se também discretizar o domínio da placa 

em células, onde são aproximados os momentos iniciais ou inelásticos. Os momentos num ponto da placa são 

calculados integrando-se numericamente as tensões ao longo da espessura, usando um sistema gaussiano. 

Assim, para a se obter a solução em multi-escala, deve-se definir um EVR em cada ponto de Gauss definido 

ao longo da espessura e relativo a um determinado nó do macro-contínuo. Em suma, este trabalho é um de-

senvolvimento dos trabalhos anteriores dos autores procurando-se validar a formulação proposta com novas 

aplicações e emprego do modelo constitutivo de Mohr-Coulomb com vistas às aplicações futuras em compó-

sitos como o concreto. Diante disso, são apresentados dois exemplos numéricos. No primeiro, simulações de 

estruturas homogêneas empregando-se modelos constitutivos fenomenológicos são comparadas com a mode-

lagem proposta quando da inserção de heterogeneidade na microestrutura e sua repercussão não macroc-

contínuo. Já no segundo exemplo, adota-se uma inclusão no centro do EVR com diferentes frações de volu-

me, a fim de verificar tanto a influência na resposta homogeneizada da microestrutura, quanto no comporta-

mento mecânico da placa. 

2. MATERIAIS E MÉTODOS 

2.1 Formulação do MEC para modelar o macro-contínuo (problema não-linear de flexão de placas) 

2.1.1 Relações Básicas  

Neste trabalho, o problema do macro-contínuo é definido pelo problema não-linear de flexão de placas, que 

será modelado pelo Método dos Elementos de Contorno (MEC), através da formulação descrita em [16], ba-

seada nas hipóteses de Kirchhoff. Para definir o problema considere-se uma placa de espessura t, contorno 

externo Γ e domínio Ω, onde as variáveis são definidas segundo um sistema de coordenadas cartesianas onde 

𝑥1 e 𝑥2 são as direções no plano da placa e 𝑥3 a direção transversal a esse plano. Assume-se que a placa su-

porta apenas cargas distribuídas g distribuídas na sua superfície média. Como o presente trabalho trata de 
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análise não-linear, todas as variáveis do problema serão definidas em termos de taxas, ou seja, suas derivadas 

no tempo, sendo (𝑥̇) = 𝑑𝑥/𝑑𝑡. Assim, as variáveis relacionadas ao problema de flexão de placas são: 𝑉𝑛̇ (ta-

xa do esforço cortante equivalente); 𝑀𝑛̇  (taxa do momento de flexão);𝑤̇ (taxa da deflexão); 𝑤̇,𝑛 (taxa da deri-

vada direcional), onde (n, s) é o sistema de coordenadas locais, sendo n e s, respectivamente, as direções 

normal e tangencial ao contorno da placa. As equações básicas do problema de flexão de placas serão omiti-

das aqui, mas as mesmas podem ser encontradas em [19]-[24]. 

 As taxas dos momentos de flexão e de torção 𝑚̇𝑖𝑗 são obtidas integrando-se as taxas de tensões 

𝜎̇𝑖𝑗ao longo da espessura th da placa, como segue:  

𝑚̇𝑖𝑗 = ∫ 𝑧𝜎̇𝑖𝑗𝑑𝑧
𝑡ℎ/2

−𝑡ℎ/2
 (1) 

No contexto não-linear, as tensões (𝜎̇𝑖𝑗) são obtidas a partir do modelo constitutivo adotado. Porém, 

neste trabalho como é feita uma abordagem em multi-escala, essas tensões são calculadas após a solução do 

EVR, adotando-se uma técnica de homogeneização para se fazer a passagem da micro-escala para a macro-

escala. Por outro lado, as deformações podem ser divididas em suas parcelas elásticas 𝜀𝑖̇𝑗
𝑒  e plásticas 𝜀𝑖̇𝑗

𝑝
 como 

segue: 

𝜀𝑖̇𝑗 = 𝜀𝑖̇𝑗
𝑒 + 𝜀𝑖̇𝑗

𝑝
 (2) 

Observe que, aplicando-se a lei de Hooke, as tensões 𝜎̇𝑖𝑗 são relacionadas às deformações elásticas, 

sendo 𝜀̇𝑖𝑗
𝑒 = 𝜀𝑖̇𝑗 − 𝜀̇𝑖𝑗

𝑝
. Além disso, adotando-se as hipóteses de Kirchhoff, as deformações totais podem ainda 

serem escritas em termos das curvaturas 𝑤̇,𝑖𝑗:  𝜀𝑖̇𝑗 = −𝑥3𝑤̇,𝑖𝑗 .  Assim, as taxas de momentos elásticos de ten-

tativa 𝑚̇𝑖𝑗
𝑒 , podem ser escritos em termos das curvaturas totais 𝑤̇,𝑖𝑗:  

𝑚̇𝑖𝑗
𝑒 = −𝐷⌊𝜈𝑤̇,𝑘𝑘𝛿𝑖𝑗 + (1 − 𝜈)𝑤̇,𝑖𝑗⌋ (3) 

onde 𝛿𝑖𝑗  é o delta de Kronecker, 𝐷 = 𝐸𝑡ℎ
3/(12(1 − 𝜈2)) é a rigidez à flexão da placa e  𝜈 o coeficiente de 

Poisson. 

Portanto, a taxa de momentos plásticos ou inelásticos, se outro tipo de modelo constitutivo for adotado, 

podem ser definidos como: 

𝑚̇𝑖𝑗
𝑝
= 𝑚̇𝑖𝑗

𝑒 − 𝑚̇𝑖𝑗 (4) 

2.1.2 Equações Integrais 

A equação integral do deslocamento para um ponto interno é obtida a partir do Teorema de Reciprocidade de 

Betti, que no caso de flexão de placas é dado por: 

∫ 𝑤,𝑗𝑘
∗ 𝑚̇𝑗𝑘𝑑ΩΩ

= ∫ 𝑚𝑗𝑘
∗ 𝑤̇,𝑗𝑘𝑑ΩΩ

− ∫ 𝑤,𝑗𝑘
∗ 𝑚̇𝑗𝑘

(𝑝)
𝑑Ω

Ω
 (5) 

onde os termos com índice * são relacionados ao problema fundamental.  

Integrando-se a equação (5) por partes duas vezes, se obtém a conhecida representação de deflexão 

para um ponto de colocação q: 

𝐾(𝑞)𝑤(𝑞) = −∫ (𝑉𝑛
∗𝑤̇ − 𝑀𝑛

∗ 𝜕𝑤̇

𝜕𝑛
) 𝑑Γ

Γ

̇
− ∑ 𝑅𝑐𝑗

∗ 𝑤𝑐𝑗
𝑁C
𝑗=1 + ∑ 𝑅̇𝑐𝑗𝑤𝑐𝑗

∗𝑁𝑐
𝑗=1 + ∫ (𝑉̇𝑛𝑤

∗ − 𝑀̇𝑛
𝜕𝑤̇

𝜕𝑛
)𝑑Γ

Γ
+

∫ 𝑔̇𝑤∗𝑑Ω
Ω𝑔

− ∫ 𝑤,𝑗𝑘
∗ 𝑚̇𝑗𝑘

𝑝
𝑑Ω

Ω
 (6) 

onde 𝑤∗, 𝑉∗e 𝑀∗ são valores fundamentais de deflexão, cortante equivalente e momentos de contorno; 𝑁𝑐 é o 

número de cantos e Ω𝑔 a região carregada da placa. Para os valores dos termos livres 𝐾(𝑞), ver em [18]. 

Note que a solução não-linear é obtida a partir de um processo incremental de carga. Assim conside-

rando-se Δ𝑡 = 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛 um passo de tempo, relacionado a um incremento de carga, o problema consiste em 

achar a solução no passo de tempo 𝑡𝑛+1, sendo a solução já conhecida em 𝑡𝑛. Desse modo, nas equações an-

teriores os valores escritos em termos de taxas devem ser substituídos por seus respectivos valores em incre-

mentos. A representação integral das curvaturas Δ𝑤,ℓ𝑖 é obtida derivando-se a equação (6) duas vezes, ou 

seja: 
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Δ𝑤,ℓ𝑖 = −∫ (𝑉𝑛,ℓ𝑖
∗ Δ𝑤 −𝑀𝑛,ℓ𝑖

∗ 𝜕Δ𝑤

𝜕𝑛
)𝑑Γ

Γ
− ∑ 𝑅𝑐𝑗,ℓ𝑖

∗ Δ𝑤𝑐𝑗
𝑁𝑐
𝑗=1 + ∑ Δ𝑅𝑐𝑗𝑤𝑐𝑗,ℓ𝑖

∗𝑁𝑐
𝑗=1 + ∫ (Δ𝑉𝑛𝑤,ℓ𝑖

∗ −
Γ

Δ𝑀𝑛𝑤,𝑛ℓ𝑖
∗ )𝑑Γ + ∫ Δ𝑔𝑤,ℓ𝑖

∗ 𝑑Ω𝑔Ω𝑔
−

𝜕

𝜕𝑥𝑖
∫ 𝑤,𝑗𝑘ℓ

∗ Δ𝑚𝑗𝑘
𝑝
𝑑Ω

Ω
 (7) 

2.1.3 Equações Algébricas 

Para transformar as equações integrais em algébricas, o contorno é discretizado em elementos com aproxi-

mação quadrática das variáveis, enquanto o domínio é discretizado em células com aproximação linear dos 

momentos inelásticos (ou plásticos). Ao longo do contorno têm-se quatro valores definidos: ∆𝑤, Δ𝑤,𝑛 , Δ𝑀𝑛 

e Δ𝑉𝑛 , sendo dois desses valores dados como condição de contorno. Portanto, duas equações devem ser escri-

tas para cada nó de contorno. Neste trabalho, será considerada uma equação de ∆𝑤 escrita no próprio nó e 

outra equação de ∆𝑤 escrita para um ponto externo bem próximo ao contorno. Esse esquema já foi adotado 

em diversos trabalhos, como por exemplo, [20] – [23], gerando bons resultados. Além disso, nos cantos são 

definidas duas variáveis, sendo uma delas dada como condição de contorno. Portanto, uma equação de ∆𝑤 

também deve ser escrita em cada canto da placa. Note que o cálculo das integrais de domínio envolvendo o 

carregamento, assim como as integrais nas células são calculadas transformando-as em integrais de contorno. 

Além disso, a fim de melhorar a precisão numérica adota-se a técnica de sub-elementos na integração numé-

rica das células e dos elementos de contorno (ver mais detalhes em [22]). 

Para se obter a solução não-linear, devem-se ainda escrever 3 equações dos momentos elásticos de 

tentativa Δ𝑀𝑗𝑘
𝑒  nos nós das células. Essas equações são obtidas considerando-se a equação (3), onde as curva-

turas são definidas pela equação (7). Após escrever todas as equações necessárias, obtém-se um sistema de 

equações, que após inserir as condições de contorno, pode ser escrito como (ver mais detalhes em [16]): 

Δ𝑋 = Δ𝐿 + 𝑅𝑀Δ𝑚
𝑃 (8) 

onde o vetor Δ𝑋 contêm as incógnitas do contorno, Δ𝐿 representa a parte elástica dessas incógnitas, 𝑅𝑀 re-

presenta as correções devido ao incremento de momentos inelásticos. 

Escrevendo-se as equações algébricas de Δ𝑀𝑗𝑘
𝑒

 
para todos os nós de células, obtém-se (ver mais deta-

lhes em [16]): 

Δ𝑀𝑒 = Δ𝐾 + 𝑆𝑀Δ𝑚
𝑃 (9) 

onde Δ𝐾 é a solução elástica dada em termos de incremento de momentos, 𝑆𝑀 expressa o efeito do incremen-

to de momentos inelásticos Δ𝑚𝑃. 

Observe que Δ𝑚𝑃, Δ𝑀𝑒 e ∆𝑚 definidos, respectivamente, nas equações (4), (3) e (1) são calculados 

localmente para um determinado ponto, isto é, são obtidos levando-se em conta apenas seu incremento de 

curvatura ∆𝑤,𝑖𝑗 e de tensões ∆𝜎𝑖𝑗 (obtidas após a solução do EVR). Por outro lado, os incrementos de mo-

mentos elásticos Δ𝑀𝑒 definidos na equação (9) são calculados levando-se em conta os incrementos de mo-

mentos inelásticos Δ𝑚𝑃de todos os nós da placa. Neste contexto, pode-se também definir a equação algébrica 

do incremento de momentos Δ𝑀 (ver mais detalhes em [16]): 

Δ𝑀 = 𝐶𝑀Δ𝜒 − Δ𝐾 − 𝑆𝑀(Δ𝑚
𝑃) + Δ𝑚 (10) 

onde os valores nodais Δ𝑚𝑃 são dados por:   

Δ𝑚𝑃 = 𝐶𝑀Δ𝜒 − Δ𝑚 (11) 

sendo Δ𝜒 o incremento de curvaturas nodais da placa e 𝐶𝑀 a matriz elástica obtida a partir da equação (3). 

2.1.4 Equações de Equilíbrio e Operador Tangente Consistente 

Para um incremento n, a equação de equilíbrio da placa é dada por: 

Δ𝐾𝑛 − Δ𝑀𝑛 = 0 (12) 

onde os vetores Δ𝐾𝑛e Δ𝑀𝑛 são definidos, respectivamente, nas equações (9) e (10).  

Substituindo-se a equação (10) na equação (12), obtém-se à expressão final para a equação de equilí-

brio ou equação de resíduos da placa: 

𝑅𝑀(∆𝜒𝑛) = 2Δ𝐾𝑛 − 𝐶𝑀Δ𝜒𝑛 + 𝑆𝑀(𝐶𝑀Δ𝜒𝑛 − Δ𝑚𝑛) − Δ𝑚𝑛 = 0 (13) 
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Após aplicar à placa o incremento de curvaturas ∆𝜒𝑛  e obter a distribuição de tensões ∆𝜎𝑖𝑗  ao longo 

da espessura da placa, para todos os nós de células, se a equação (13) não for satisfeita, haverá um resíduo 

𝑅𝑀, isto é o incremento não será elástico. Neste caso, a equação (13) será resolvida aplicando-se o método de 

Newton-Raphson, no qual se necessita de um processo iterativo para obter-se o valor do incremento ∆𝜒𝑛  que 

satisfaz a equação de equilíbrio da placa. Seja uma iteração i onde o incremento de curvatura ∆𝜒𝑛
𝑖  é conheci-

do. O próximo incremento de tentativa ∆𝜒𝑛
𝑖+1 na iteração (i+1) é obtido adicionado as correções 𝛿∆𝜒𝑛

𝑖+1, ou 

seja:    

Δ𝜒𝑛
𝑖+1 = Δ𝜒𝑛

𝑖 + 𝛿Δ𝜒𝑛
𝑖+1 (14) 

onde as correções 𝛿Δ𝜒𝑛
𝑖+1 são calculadas linearizando-se a equação (13), sendo dadas por: 

𝛿Δ𝜒𝑛
𝑖+1 = [−

𝜕𝑅𝑀(∆𝜒𝑛
𝑖 )

∂Δ𝜒𝑛
𝑖 ]

−1

𝑅𝑀(Δ𝜒𝑛
𝑖 ) (15) 

onde −
𝜕𝑅𝑀(∆𝜒𝑛

𝑖 )

∂Δ𝜒𝑛
𝑖  é o operador tangente consistente obtido derivando-se a equação (13), resultando em:   

−
𝜕𝑅𝑀(∆𝜒𝑛

𝑖 )

∂Δ𝜒𝑛
𝑖 = 𝑆𝑀 (𝐶𝑀𝑛

𝑒𝑝(𝑖)
− 𝐶𝑀) + 𝐶𝑀 + 𝐶𝑀𝑛

𝑒𝑝(𝑖)
 (16) 

Na equação (16), 𝐶𝑀𝑛
𝑒𝑝(𝑖)

 é a matriz que contém as relações constitutivas [𝐶𝑚
𝑒𝑝
]
𝑘

𝑖
 (que relaciona momen-

tos e curvaturas) referentes a todos nós de células. Para um nó k, [𝐶𝑚
𝑒𝑝
]
𝑘

𝑖
 é calculada integrando-se o tensor 

constitutivo[𝐶𝑒𝑝]𝑘
𝑖  (que relaciona tensões e deformações) ao longo da espessura da placa th como segue: 

[𝐶𝑚
𝑒𝑝
]
𝑘

𝑖
=

𝜕𝑚𝑘
𝑖

𝜕∆𝜒𝑘
𝑖 = ∫ (𝑥3)

2[𝐶𝑒𝑝]𝑘
𝑖 𝑑𝑥3

𝑡ℎ/2

−𝑡ℎ/2
 (17) 

sendo [𝐶𝑒𝑝]𝑘
𝑖 =

𝜕(𝜎𝑘
𝑖 )

𝜕𝜀𝑘
𝑖 , que na análise em multi-escala é calculado após resolver o problema de equilíbrio do 

EVR; na análise não-linear convencional ele é calculado de acordo com o modelo constitutivo adotado. 

Observe que os valores de momentos Δ𝑚𝑖𝑗  definidos na equação (1), assim como o tensor [𝐶𝑚
𝑒𝑝
]
𝑘

𝑖
 de-

finido na equação (17), são calculados numericamente usando a fórmula e a quadratura de Gauss. Para isso, 

devem ser definidos pontos de Gauss ao longo da espessura da placa (veja [21], [22], [23]). Assim, após o 

cálculo das curvaturas nodais na placa (equação (14)), o incremento de deformações Δ𝜀𝑖𝑗
𝑔

 referente a um pon-

to de Gauss de um determinado nó de célula pode ser obtido. Então, esse incremento de deformações é im-

posto ao respectivo EVR e o incremento de tensão Δ𝜎𝑖𝑗
𝑔

 obtido após resolver o problema de equilíbrio do 

EVR discutido adiante. Finalmente, a partir da distribuição de tensões ao longo da espessura, os momentos 

Δ𝑚𝑖𝑗são obtidos considerando-se a equação (1), que numericamente resultam em: 

Δ𝑚𝑖𝑗 =
𝑡2

4
∑ Δ𝜎𝑖𝑗

(𝑔)
𝜉𝑔𝜔𝑔

𝑁𝑔
𝑔=1                                                        i,j =1,2  (18) 

onde Ng é o número de pontos de Gauss ao longo da espessura, 𝜉𝑔e 𝜔𝑔 são, respectivamente, a coordenada 

adimensional e fator ponderador do ponto de Gauss.  

O critério de convergência adotado para o problema de equilíbrio da placa é dado por √𝑅𝑀
𝑇 𝑅𝑀/

√Δ𝐾𝑀
𝑇Δ𝐾𝑀 ≤ 𝑡𝑜𝑙, onde 𝑡𝑜𝑙 é a tolerância adotada no processo iterativo. 

2.1.5 Definição do EVR e Passagem do Micro para o Macro-Contínuo 

Seja o macro-contínuo representado na figura (1), que neste trabalho é definido pela placa, onde x é um ponto 

qualquer do macro-contínuo. Na análise em multi-escala, cada ponto x é representado pelo EVR (Elemento 

de Volume Representativo) (veja [10] - [12]), onde define-se 𝑉𝜇 como seu volume, Ω𝜇 como seu domínio e 

𝜕Ω𝜇  como seu contorno, sendo y um ponto qualquer do mesmo. Neste trabalho, deve-se definir um EVR para 

cada ponto de Gauss definido ao longo da espessura e referente a um determinado nó de célula.  Observe que 

dimensão, discretização e definição dos nós no EVR são completamente independentes das dimensões ou da 

discretização do problema estudado na macro-escala. É importante dizer que, na entrada de dados definem-se 

os nós e a discretização para apenas um EVR padrão, pois esses dados do EVR se mantêm constantes, ou seja, 

são independentes da posição que ele ocupe na placa. 

Note na figura (1) que o EVR pode ser composto por vazios (domínio Ω𝜇
𝑣) e por partes sólidas (domí-

nio Ω𝜇
𝑠 ), sendo Ω𝜇 = Ω𝜇

𝑣 ∪ Ω𝜇
𝑠 . Além disso, a parte sólida pode ser composta de várias fases, as quais podem 
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ter módulo de elasticidade e coeficiente de Poisson diferentes uma da outra, além de poderem ser governadas 

por diferentes modelos constitutivos. Para simplificar, no que segue será considerado apenas o caso que os 

buracos não interceptam o contorno do EVR.  

 

 

Figura 1: Definição do Macro-contínuo e microestrutura 

 

Neste trabalho, o EVR também é considerado como meio contínuo e, portanto o conceito de tensão 

permanece válido a nível microscópico. Assim, a tensão microscópica pode ser escrita em termos de defor-

mação como: 𝜎𝜇(𝑦, 𝑡) = 𝑓𝑦(𝜀𝜇(𝑦, 𝑡)), onde 𝑓𝑦 é o tensor constitutivo definido de acordo com o critério ado-

tado ou é dado pela lei de Hooke se um comportamento elástico for adotado para a fase.   

Assume-se que o tensor de deformação 𝜀(𝑥, 𝑡) assim como o tensor das tensões 𝜎(𝑥, 𝑡) referentes a 

um ponto x do macro-contínuo seja a média volumétrica de seus respectivos campos microscópicos (𝜀𝜇 =
𝜀𝜇(𝑦, 𝑡) ou 𝜎𝜇 = 𝜎𝜇(𝑦, 𝑡)) do EVR associado a x, ou seja, para um instante qualquer t, tem-se:  

𝜀(𝑥, 𝑡) =
1

𝑉𝜇
∫ 𝜀𝜇(𝑦, 𝑡)𝑑𝑉Ω𝜇

 (19) 

𝜎(𝑥, 𝑡) =
1

𝑉𝜇
∫ 𝜎𝜇(𝑦, 𝑡)𝑑𝑉Ω𝜇

 (20) 

onde os tensores 𝜀 = 𝜀(𝑥, 𝑡) e  𝜎 = 𝜎(𝑥, 𝑡) são designados, respectivamente, deformação e tensão homoge-

neizados.  

Além disso, a deformação microscópica 𝜀𝜇 pode ser escrita em termos do campo de deslocamento mi-

croscópico 𝑢𝜇como segue: 

𝜀𝜇(𝑦, 𝑡) = ∇
𝑆𝑢𝜇(𝑦, 𝑡)  (21) 

onde ∇𝑆 é o operador gradiente simétrico.  

Pelo processo de homogeneização, pode-se também definir o tensor constitutivo homogeneizado 𝐶𝑒𝑝 

definido na equação (17) como:  

𝐶𝑒𝑝(𝑥, 𝑡) =
𝜕𝜎(𝑥,𝑡)

𝜕𝜀(𝑥,𝑡)
=

1

𝑉𝜇
∫ 𝜕𝜎𝜇(𝑦,𝑡)𝑑𝑉Ω𝜇
𝑆

𝜕𝜀(𝑥,𝑡)
=

1

𝑉𝜇
∫ 𝜕𝑓𝑦(𝜀𝜇(𝑦,𝑡))𝑑𝑉Ω𝜇
𝑆

𝜕𝜀(𝑥,𝑡)
 (22) 

Portanto, após alcançar convergência do processo iterativo definido no EVR, as tensões e o tensor 

constitutivo referente ao macro-contínuo podem ser obtidos a partir das equações (20) e (22). Note que a ten-

são macroscópica σ (equação (20)) e o tensor constitutivo do macro-contínuo C
ep

 (equação (22)) são obtidos 

a partir de seus respectivos campos no EVR. Portanto, a definição de vazios ou de inclusões com diferentes 

materiais no interior do EVR afeta diretamente os valores dessas quantidades macroscópicas, mudando a 

resposta numérica da estrutura. 

 

Macro-contínuo

(macro-escala)

EVR

(micro-escala)
x

y


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2.1.6 Campo de Deslocamento no EVR 

No presente trabalho, o campo de deslocamentos 𝑢𝜇do EVR é dividido da seguinte maneira: 

𝑢𝜇(𝑦, 𝑡) = 𝜀(𝑥, 𝑡)𝑦 + 𝑢̃𝜇(𝑦, 𝑡)  (23) 

onde a parcela 𝜀(𝑥, 𝑡)𝑦 varia linearmente, sendo obtida multiplicando-se a deformação constante 𝜀 imposta 

pelo macro pelas coordenadas do ponto y do EVR; a parcela 𝑢̃𝜇é denotada flutuação de deslocamentos e re-

presenta a variação de deformação no EVR, isto é, se a deformação no EVR é constante, tem-se 𝑢̃𝜇 nulo. 

Analogamente, a deformação microscópica pode ser escrita como: 

𝜀𝜇(𝑦, 𝑡) = 𝜀(𝑥, 𝑡) + 𝜀𝜇̃(𝑦, 𝑡)  (24) 

onde 𝜀 é a deformação homogênea imposta pelo macro-contínuo e 𝜀𝜇̃ é o campo das flutuações de deforma-

ções, sendo definida como: 𝜀𝜇̃(𝑦, 𝑡) = ∇
𝑆𝑢̃𝜇. 

A condição para se ter um campo de flutuações de deslocamentos cinematicamente admissível é que 

𝑢̃𝜇 ∈ 𝐾𝜇
∗, sendo 𝐾𝜇

∗  o espaço vetorial dos campos de flutuações de deslocamentos minimamente restringidos 

e cinematicamente admissíveis, definido como (ver mais detalhes em [12]):  

𝐾𝜇
∗ ≡ {𝜈/ ∫ 𝜈⨂𝑆𝑛𝑑𝐴𝜕Ω𝜇

= 0} (25) 

onde faz-se uso da seguinte expressão 𝑢 ⨂𝑠 𝑣 =
1

2
(𝑢 ⨂ 𝑣 + 𝑣 ⨂ 𝑢), no cálculo das integrais, válida para 

quaisquer vetores u e v.  

Portanto, escrevendo-se a equação (24) na forma de taxas, a taxa de deformação microscópica é dita 

cinematicamente admissível se: 

𝜀𝜇̇(𝑦, 𝑡) = ∇
𝑆𝑢̇𝜇 = 𝜀̇(𝑥, 𝑡) + 𝜀𝜇̃(𝑦, 𝑡)                   ⩝ 𝑢̃𝜇 ∈ 𝐾𝜇 (26) 

onde 𝐾𝜇 é o conjunto dos campos de flutuações de deslocamentos microscópicos cinematicamente admissí-

veis, sendo 𝐾𝜇 ⊂ 𝐾𝜇
∗.  

2.2 Formulação do MEF para modelar a micro-escala 

A microestrutura será modelada pelo Método dos Elementos Finitos, sendo a formulação desenvolvida deta-

lhadamente nos trabalhos [10] - [12] e será apresentada aqui de forma resumida. 

2.2.1 Equação de Equilíbrio do EVR 

Sejam: 𝜎𝜇 = 𝜎𝜇(𝑦, 𝑡) a tensão em um ponto y do EVR, ou seja, a tensão microscópica; 𝑏 = 𝑏(𝑦, 𝑡) o campo 

de forças de volume que agem no EVR e 𝑡𝑒 = 𝑡𝑒(𝑦, 𝑡) o campo de forças externas de superfície que atuam 

no contorno 𝜕Ω𝜇do EVR. O PTV estabelece que o EVR estará em equilíbrio se e somente se a seguinte 

equação variacional for satisfeita a cada instante t:   

∫ 𝜎𝜇(𝑦, 𝑡): ∇
𝑆𝜂𝑑𝑉 − ∫ 𝑏(𝑦, 𝑡).

Ω𝜇
𝑆Ω𝜇

𝑆 𝜂𝑑𝑉 + ∫ 𝜎𝜇(𝑦, 𝑡): ∇
𝑆𝜂𝑑𝑉 − ∫ 𝑏(𝑦, 𝑡).

Ω𝜇
𝑣Ω𝜇

𝑣 𝜂𝑑𝑉 −

∫ 𝑡𝑒(𝑦, 𝑡).
𝜕Ω𝜇

𝜂𝑑𝐴 = 0         ⩝ 𝜂 ∈ 𝕍𝜇 (27) 

onde 𝕍𝜇 é o espaço de deslocamentos virtuais que satisfaz 𝕍𝜇 = 𝐾𝜇 e, portanto, 𝜂 é um campo arbitrário de 

deslocamentos virtuais. 

Assumindo-se que as forças de volume que agem no buraco ou vazio são nulas, levando-se em conta o 

Princípio de macro-homogeneidade de Hill-Mandel (ver mais detalhes em [12]), considerando-se ainda as 

equações (21) e (24) e escrevendo-se a tensão em termos das deformações,  𝜎𝜇 = 𝑓𝑦(𝜀𝜇)
,
, onde 𝑓𝑦 é o tensor 

constitutivo, a equação (27) pode ser reescrita da seguinte forma em termos de flutuação de deslocamentos:  

∫ 𝑓𝑦(𝜀(𝑥, 𝑡)Ω𝜇
𝑆 + ∇𝑆𝑢̃𝜇(𝑦, 𝑡)): ∇

𝑆𝜂𝑑𝑉 = 0     ⩝ 𝜂 ∈ 𝕧𝜇   (28) 

Finalmente, a formulação fica completa com a escolha do espaço 𝕧𝜇, isto é, com a escolha das restri-

ções cinemáticas a ser impostas ao EVR em termos de flutuação dos deslocamentos. Na formulação desen-

volvida em [12], podem ser consideradas as seguintes condições de contorno no EVR: (i) modelo de Taylor, 
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(ii) deslocamentos lineares, (iii) deslocamentos com variações periódicas, (iv) forças de superfície uniformes 

no contorno do EVR. Porém, neste trabalho, apenas será adotada a condição de contorno onde se impõem 

flutuações periódicas ao longo do contorno. Em [17] todas as condições de contorno são discutidas de forma 

detalhada.  

Assim, o problema de equilíbrio de EVR consiste em encontrar o campo de flutuações de deslocamen-

tos 𝑢̃𝜇 ∈ 𝕧𝜇 tal que, a cada instante t, a equação (28) seja satisfeita. Para um campo η arbitrário, após a discre-

tização do EVR em elementos, a seguinte equação de equilíbrio deve ser satisfeita para um passo de 

po∆𝑡𝑛 = 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛 e discretização h, sendo  𝑢̃𝜇(𝑛+1) = 𝑢̃𝜇(𝑛) + ∆𝑢̃𝜇(𝑛):    

𝐺ℎ
𝑛+1 = ∫ 𝐵𝑇𝑓𝑦(𝜀𝑛+1 + 𝐵𝑢̃𝜇(𝑛+1))𝑑𝑉 = 0Ω𝜇

ℎ  (29) 

onde 𝐵 é a matriz global que relaciona deslocamentos com deformações.
 

Se o incremento n é não-linear, a equação (29) é resolvida aplicando-se o método de Newton-Raphson, 

que consiste em encontrar as correções de flutuações 𝛿𝑢̃𝜇
𝑖+1na iteração 𝑖 + 1,  tal que:   

𝐹𝑖 + 𝐾𝑖𝛿𝑢̃𝜇
𝑖+1 = 0  (30) 

sendo K a matriz de rigidez tangente e F o vetor das forças internas; no caso de se ter uma discretização com 

Ne elementos eles são dados por:  

𝐹𝑖 = ∫ 𝐵𝑇𝑓𝑦(𝜀𝑛+1 + 𝐵𝑢̃𝜇
𝑖 )𝑑𝑉 =

Ω𝜇
ℎ ∑ 𝐵𝑒

𝑇𝜎𝜇
𝑒(𝑖)
𝑉𝑒

𝑁𝑒
𝑒=1   (31)  

𝐾𝑖 = [∫ 𝐵𝑇𝐷𝜇
𝑖𝐵𝑑𝑉

Ω𝜇
ℎ ] = ∑ 𝐵𝑒

𝑇𝐷𝜇
𝑒(𝑖)
𝐵𝑒𝑉𝑒

𝑁𝑒
𝑒=1  (32) 

onde Ve é o volume de um elemento e qualquer e 𝐷𝜇
𝑒  é o tensor constitutivo tangente do elemento e, definido 

como:  

𝐷𝜇
𝑖 =

(

 

11 ~   in uB

y

d

df

 
)

  (33) 

Após o cálculo das correções 𝛿𝑢̃𝜇
𝑖+1 pela equação (30), o próximo campo de flutuação de deslocamen-

tos de tentativa a ser considerado na iteração 𝑖 + 1 referente à microestrutura, é dado por: 𝑢̃𝜇
𝑖+1 = 𝑢̃𝜇

𝑖 + 𝛿𝑢̃𝜇
𝑖+1. 

2.2.2 Tensão Homogeneizada 

A tensão homogeneizada é calculada pela equação (20), considerando-se que o EVR é composto de vazios e 

parte sólida (Ω𝜇 = Ω𝜇
𝑣 ∪ Ω𝜇

𝑠 ), resulta em: 

𝜎 = 𝜎(𝑥, 𝑡) =
1

𝑉𝜇
∫ 𝜎𝜇(𝑦, 𝑡)𝑑𝑉Ω𝜇

𝑠 +
1

𝑉𝜇
∫ 𝜎𝜇(𝑦, 𝑡)𝑑𝑉Ω𝜇

𝑣  (34) 

Considerando-se o teorema de Green e discretizando-se o EVR em elementos finitos, a equação (34) 

pode ser escrita da seguinte forma num passo de tempo Δ𝑡𝑛 = 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛 relacionado a um determinado in-

cremento de carga: 

𝜎𝑛+1 =
1

𝑉𝜇
[∫ 𝑡𝑛+1

𝑒 ⨂𝑠𝑦𝑑𝐴𝜕Ω𝜇
ℎ − ∫ 𝑏𝑛+1⨂𝑠𝑦𝑑𝑉Ω𝜇

𝑠(ℎ) ] (35) 

onde faz-se uso da seguinte expressão 𝑢 ⨂𝑠 𝑣 =
1

2
(𝑢 ⨂ 𝑣 + 𝑣 ⨂ 𝑢), no cálculo das integrais, válida para 

quaisquer vetores u e v; 𝑡𝑛+1
𝑒  são as forças ao longo do contorno externo (definidas na equação (31)) e y é o 

vetor das coordenadas de um ponto genérico do EVR. 

2.2.3 Condição de Contorno Imposta ao EVR 

Neste trabalho será adotada apenas a condição de contorno que impões flutuações periódicas ao longo do 

contorno do EVR. Porém, outros tipos de condições de contorno são discutidos em [17] e [25]. Note-se que 

cada condição de contorno leva a uma resposta numérica diferente, definindo-se assim, diferentes modelos 

em multi-escala. 
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O modelo com flutuações periódicas no contorno é adequado para descrever o comportamento de ma-

teriais que têm microestrutura periódica. No entanto, pode-se mostrar que se for utilizada uma discretização 

refinada a resposta de qualquer material pode ser modelada por essa condição. Para definir o campo de flutu-

ações neste modelo, considere a figura (2), onde são representados um EVR retangular e outro hexagonal. 

Observe-se que nos EVRs definidos na figura (2) cada lado Γ𝑖
+ corresponde a um lado igual e oposto Γ𝑖

−, 

sendo 𝑛𝑖
+a direção normal ao contorno Γ𝑖

+ e 𝑛𝑖
− a direção normal ao contorno Γ𝑖

−, com 𝑛𝑖
+ = −𝑛𝑖

−. Assim, 

para cada ponto 𝑦+ pertencente ao contorno Γ𝑖
+ existe um ponto correspondente 𝑦− do contorno Γ𝑖

−. 

Neste modelo, adota-se que as flutuações do par de pontos 𝑦+ e 𝑦− são iguais, ou seja:  

𝑢̃𝜇(𝑦
+, 𝑡) = 𝑢̃𝜇(𝑦

−, 𝑡)                             ⩝ {𝑦+, 𝑦−} ∈ 𝜕Ω𝜇 (36) 
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Figura 2: Definição de EVRs para meio periódicos: célula retangular e hexagonal 

 

Além disso, são prescritas flutuações de deslocamentos nulas nos cantos. Portanto, neste modelo o es-

paço 𝕧𝜇 é adotado como: 

𝕧𝜇 = {𝑢̃𝜇 ∈ 𝐾𝜇
∗/𝑢̃𝜇(𝑦

+, 𝑡) =   𝑢̃𝜇(𝑦
−, 𝑡)       ⩝   {𝑦+, 𝑦−} ∈ 𝜕Ω𝜇} (37) 

A fim de satisfazer o princípio de Hill-Mandel as forças t
e
 devem ser anti-periódicas no contorno, isto 

é: 𝑡𝑒(𝑦+, 𝑡) = −𝑡𝑒(𝑦−, 𝑡) e as forças de volume 𝑏(𝑦, 𝑡) devem ser nulas no domínio do EVR. Portanto, a 

tensão homogeneizada é dada pela equação (35), sendo o segundo termo nulo. Neste modelo o sistema defi-

nido em (30) pode ser escrito da seguinte forma: 

{

𝐹𝑝
𝐹𝑚
𝐹𝐼

}

𝑖

+ [

𝐾𝑝𝑝
𝐾𝑚𝑝
𝐾𝐼𝑝

𝐾𝑝𝑚
𝐾𝑚𝑚
𝐾𝐼𝑚

𝐾𝑝𝐼
𝐾𝑚𝐼
𝐾𝐼𝐼

]

𝑖

{

𝛿𝑢̃𝑝
𝛿𝑢̃𝑚
𝛿𝑢̃𝐼

}

𝜇

𝑖+1

= 0 (38) 

onde os índices  p, m e I definem, respectivamente, pontos 𝑦+, 𝑦− e internos.   

Considerando que 𝛿𝑢̃𝑚 = 𝛿𝑢̃𝑝, o sistema dado pela equação (38) pode ser reduzido e representado da 

seguinte forma:  

{
𝐹𝑝 + 𝐹𝑚
𝐹𝐼

}
𝑖

+ [
𝐾𝑝𝑝 + 𝐾𝑝𝑚 + 𝐾𝑚𝑝 + 𝐾𝑚𝑚

𝐾𝐼𝑝 + 𝐾𝐼𝑚
          

𝐾𝑝𝐼 + 𝐾𝑚𝐼
𝐾𝐼𝐼

]
𝑖

{
𝛿𝑢̃𝑝
𝛿𝑢̃𝐼

}
𝜇

𝑖+1

= 0 (39) 

isto é, neste caso apenas as flutuações de deslocamentos dos pontos p e I são incógnitas no sistema de equa-

ções necessário resolver no processo iterativo para alcançar o equilíbrio do EVR.
 

A equação (39) pode ainda ser escrita na seguinte forma geral:  

{𝛿𝑢̃𝑅}
𝑖+1 = −[𝐾𝑅

𝑖 ]
−1
{𝐹𝑅}

𝑖 (40) 

onde os vetores {𝛿𝑢̃𝑅}
𝑖+1 e {𝐹𝑅}

𝑖 assim como a matriz [𝐾𝑅]
𝑖são definidos de acordo com o modelo em multi-

escala (ou condição de contorno). Para flutuações periódicas no contorno, eles podem facilmente ser obtidos 

da equação (39). 
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2.2.4 Tensor Constitutivo Homogeneizado 

Considerando-se a equação (24), após a discretização do EVR em elementos, para uma iteração i de um in-

cremento n de tempo (sendo Δ𝑡𝑛 = 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛), o tensor constitutivo tangente macroscópico ou homogenei-

zado 𝐶𝑒𝑝 é obtido a partir da equação (22), a qual pode ser escrita como: (ver mais detalhes em [12]): 

𝐶𝑖
𝑒𝑝
=
𝜕𝜎𝑖

𝜕𝜀𝑖
=

1

𝑉𝜇
∫ 𝜕𝑓𝑦(𝜀𝑛+1+∇

𝑆𝑢𝜇
𝑖 )𝑑𝑉

Ω𝜇
ℎ

𝜕𝜀𝑖
 (41) 

onde ∇𝑆𝑢̃𝜇
𝑖  é obtido com a solução do problema de equilíbrio do EVR definido na equação (29). 

A equação (41) pode ser dividida da seguinte maneira:  

𝐶𝑖
𝑒𝑝
= 𝐶𝑖

𝑒𝑝(𝑇𝑎𝑦𝑙𝑜𝑟)
+ 𝐶̃𝑖

𝑒𝑝
 (42) 

onde 𝐶𝑖
𝑒𝑝(𝑇𝑎𝑦𝑙𝑜𝑟)

 é definido como o operador tangente do modelo de Taylor (obtido adotando-se  

∇𝑆𝑢̃𝜇(𝑛+1) = 0), sendo calculado pela média volumétrica do tensor constitutivo microscópico como segue: 

𝐶𝑖
𝑒𝑝(𝑇𝑎𝑦𝑙𝑜𝑟)

=

1

𝑉𝜇
∫ 𝜕𝑓𝑦(𝜀𝑛+1)𝑑𝑉Ω𝜇
ℎ

𝜕𝜀𝑖
=

1

𝑉𝜇
∫

𝜕𝑓𝑦(𝜀𝑛+1)

𝜕𝜀𝜇Ω𝜇
ℎ 𝑑𝑉 =

1

𝑉𝜇
∫ 𝐷𝜇

𝑖
Ω𝜇
ℎ 𝑑𝑉 = ∑

𝑉𝑝

𝑉𝜇
𝐷𝜇
𝑝(𝑖)𝑁𝑝

𝑝=1  (43) 

onde 𝐷𝜇 é o tensor tangente microscópico e Np o número de fases definidas no EVR. 

Note-se que a parte sólida do EVR pode ser composta por diferentes fases, cada uma podendo ter dife-

rentes propriedades elásticas e serem regidas por diferentes modelos constitutivos.  

A outra parte 𝐶̃𝑖
𝑒𝑝

 da equação (42) representa a influência da flutuação dos deslocamentos no valor do 

tensor homogeneizado (ver mais detalhes em [10]). Considerando-se uma discretização em Ne elementos, a 

mesma é definida por: 

𝐶̃𝑖
𝑒𝑝
=

1

𝑉𝜇
∫ 𝜕𝑔𝑦(∇

𝑆𝑢𝜇𝑖)𝑑𝑉Ω𝜇
ℎ

𝜕𝜀𝑖
= −

1

𝑉𝜇
𝐺𝑅
𝑖𝐾𝑅

𝑖 −1𝐺𝑅
𝑖 𝑇 (44) 

onde 𝐺𝑅  é definido de acordo com o modelo em multi-escala; para flutuações periódicas é dado por: 𝐺𝑅
𝑖 =

[𝐺𝑝 + 𝐺𝑚            𝐺𝐼]
𝑖
, sendo G definida como: 𝐺 = ∑ 𝐷𝜇

𝑒𝐵𝑒𝑉𝑒
𝑁𝑒
𝑒=1 . 

2.2.5 Algoritmo 

É importante notar que para se calcular o vetor de momentos elásticos Δ𝐾𝑛 (definido na equação (9)), um 

módulo de Young E e um coeficiente de Poisson ν devem ser definidos para o macro-contínuo. Como a aná-

lise é feita em multi-escala, onde a microestrutura possui fases com diferentes propriedades elásticas, a fim 

de melhorar a taxa de convergência do processo iterativo do macro-contínuo (placa), esses valores (E e ν da 

placa) serão adotados como a média volumétrica dos respectivos valores na microestrutura, ou seja: 

𝐸 = ∑
𝑉𝑝

𝑉𝜇

𝑁𝑝
𝑝=1 𝐸𝑝 (45) 

𝜈 = ∑
𝑉𝑝

𝑉𝜇

𝑁𝑝
𝑝=1 𝜈𝑝 (46) 

onde Np é o número de fases definidas no EVR.  

Observe-se que as equações (45) e (46) não são usadas para resolver o EVR, apenas para calcular os 

vetores elásticos da placa. No algoritmo a seguir, i (sendo 0i ) representa uma iteração do macro-contínuo 

enquanto iEVR (sendo 𝑖𝐸𝑉𝑅 ≥ 0)  está relacionado com o processo iterativo do EVR. O processo incremental-

iterativo necessário para alcançar o equilíbrio da placa em um incremento n é: 

1. Cálculo do incremento de momentos elásticos Δ𝐾𝑛 (definida na equação (9)). 

2. Para cada nó da placa:  

2.1 Incremento de curvatura ∆𝜒𝑛
0

 
é obtido com a lei de Hooke (equação (3)).  

2.2 Um EVR é definido para cada ponto de Gauss definido ao longo da espessura da placa. O EVR 

é resolvido seguindo o procedimento:  

2.2.1 As macro-deformações são impostas ao EVR: Δ𝜀𝑛
𝑖 = −𝑥3Δ𝜒𝑛

𝑖  . 
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2.2.2 Para 𝑖𝑅𝑉𝐸 = 0, as flutuações de deslocamentos são nulas e, portanto, os deslocamentos no 

EVR (equação23) são: {Δ𝑢𝜇
𝑡 }
𝑛

0
= [Δ𝜀]𝑛

𝑖 {
𝑥1
𝑥2
}
𝑦
. 

2.2.3 Solução do problema de equilíbrio do EVR (processo iterativo 𝑖𝑅𝑉𝐸 ≥ 0): 

a) Valores nodais das forças {𝐹}𝑛+1
𝑖𝑅𝑉𝐸  (equação (31)). Para isso, os seguintes valores devem ser compu-

tados para cada elemento finito e:  

-vetor do incremento de deformação de tentativa: {Δ𝜀𝜇
𝑒(𝑡)
}
𝑛

𝑖𝑅𝑉𝐸
= 𝐵𝑒{Δ𝑢𝜇

𝑒(𝑡)
}
𝑛

𝑖𝑅𝑉𝐸
, 

- vetor do incremento de tensão de tentativa {Δ𝜎𝜇
𝑒(𝑡)
}
𝑛

𝑖𝑅𝑉𝐸
, usando a lei de Hooke, 

 -vetor de tensão de tentativa: {𝜎𝜇
𝑒(𝑡)
}
𝑛+1

𝑖𝑅𝑉𝐸+1

= 𝜎𝑛
𝑒 + {Δ𝜎𝜇

𝑒(𝑡)
}
𝑛

𝑖𝑅𝑉𝐸

.   

- verifica-se o modelo constitutivo, obtendo-se a tensão {𝜎𝜇
𝑒}
𝑛+1

𝑖𝑅𝑉𝐸+1
e o tensor constitutivo [𝐷𝜇

𝑒]
𝑛

𝑖𝑅𝑉𝐸
 

(todas as variáveis são atualizadas tendo como base os valores do incremento anterior (ver em [26])). 
 

b) O vetor {𝐹𝑅}𝑛+1
𝑖𝑅𝑉𝐸  (equação (40)) é obtido de acordo com o modelo em multi-escala. 

c)Verifica-se a convergência: 

  
√𝐹𝑅

𝑇𝐹𝑅

√𝐹𝑃
𝑇𝐹𝑃

≤ 𝑡𝑜𝑙, onde 𝐹𝑝 são as forças nodais no lado Γ𝑖
+ (ver figura (2)) e tol é a tolerância adotada para 

o processo iterativo. Se há convergência, segue no passo (2.2.4); se não há, o processo continua no 

passo d.  

d) Obtêm-se a matriz de rigidez do EVR (equação (32)) e a matriz [𝐾𝑅](𝑛)
𝑖𝑅𝑉𝐸 (equação (40)); 

e) Resolve-se o sistema dado pela equação (40) e obtém as correções de flutuações {𝛿𝑢̃𝑅}𝑛
𝑖𝑅𝑉𝐸+1;  

f) Obtém-se o vetor total {𝛿𝑢̃}𝑛
𝑖𝑅𝑉𝐸+1. 

g)Calcula-se o novo incremento de deslocamento a ser imposto ao EVR: 

{∆𝑢𝜇
𝑡 }
𝑛

𝑖𝑅𝑉𝐸+1
= [∆𝜀]𝑛

𝑖 {
𝑥1
𝑥2
}
𝑦
+ {∆𝑢̃𝜇}𝑛

𝑖𝑅𝑉𝐸+1
, onde  {∆𝑢̃𝜇}𝑛

𝑖𝑅𝑉𝐸+1
= {∆𝑢̃𝜇}𝑛

𝑖𝑅𝑉𝐸
+ {𝛿𝑢̃}𝑛

𝑖𝑅𝑉𝐸+1 e retorna-se 

ao passo (a). 

2.2.4 Obtém-se o tensor constitutivo homogeneizado [𝐶𝑒𝑝]𝑛
𝑖  (equação (20)). 

2.2.5 Obtém-se a tensão homogeneizada 𝜎𝑛+1
𝑖+1  (equação (35)), onde o segundo termo é nulo para 

flutuações periódicas; calcula-se o incremento de tensão Δ𝜎𝑛
𝑖 = Δ𝜎𝑛+1

𝑖+1 − 𝜎𝑛−1 do macro. 

2.2.6 Obtêm-se o incremento de momento Δ𝑚𝑛
𝑖  (equação (18)) e o tensor constitutivo [𝐶𝑚

𝑒𝑝
]
𝑛

𝑖
 

(equação (17)). 

3.  Verifica-se o equilíbrio do macro-contínuo expresso pela equação (13). 

3.1 Se o resíduo 𝑅𝑀  não for nulo, a matriz tangente (equação (16)) é atualizada e as 

ções 𝛿Δ𝜒𝑛
𝑖+1  (equação (15)) são calculadas. Atualiza-se o incremento de curvatura Δ𝜒𝑛

𝑖+1  (equação 

(14)) a ser aplicado na próxima iteração e retorna-se ao passo 2.2 para começar a nova iteração 𝑖 + 1. 

3.2 Se o critério de convergência do macro é nulo, de acordo com a tolerância adotada, continua 

no passo 4. 

4. Calculam-se os valores nodais dos momentos plásticos (equação (11)) e os valores nodais de des-

locamentos, forças e esforços internos (equações (8) e (10)). 

5. Retorna-se ao passo 1 e aplica-se novo incremento 𝑛 + 1. 
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3. RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Como exemplo inicial de aplicação da formulação proposta, adota-se uma placa quadrada cujos lados medem 

1m (ver figura (3a)), sendo a mesma apoiada nas quatro bordas e submetida a uma carga uniformemente dis-

tribuída de 1 N/cm². Além disso, adotou-se para a mesma 4 cm de espessura e a discretização definida na 

figura (3a), onde têm-se 100 nós no contorno, 25 pontos internos, 72 células e 48 elementos no contorno. 

Considerando-se essa placa são realizadas diferentes análises numéricas.  

Neste exemplo objetiva-se mostrar que a formulação proposta é capaz de capturar os diferentes com-

portamentos da estrutura com a manipulação da microestrutura heterogênea. Para tanto, inicialmente, os re-

sultados numéricos são obtidos adotando-se uma análise não linear convencional, onde um material homogê-

neo é utilizado a fim de comparar com aqueles referentes a uma análise não-linear multi-escala. Nesse se-

gundo caso, a microestrutura do material é modelada inserindo inclusões mais rígidas na matriz, o que au-

menta a rigidez da estrutura. 

Para a análise não-linear convencional adotou-se que a estrutura é composta por um material que obe-

dece o modelo de Von Mises com haderning isotrópico com as seguintes propriedades: módulo de elasticida-

de E = 2000 kN/cm², coeficiente de Poisson ν = 0,2; tensão de escoamento de 70 N/cm² e módulo de encru-

amento K= 430 N/cm². Já na análise multi-escala, o material tem sua microestrutura representada por um 

EVR onde cinco inclusões elásticas são inseridas na matriz metálica, cujas propriedades são: ν = 0,35 e E = 

4000 kN/cm², enquanto que para a matriz do EVR é definida com as mesmas propriedades do material ho-

mogêneo da análise não-linear convencional. Condições periódicas foram utilizadas na modelagem do EVR. 

Na discretização do EVR adotaram-se 520 elementos triangulares e 293 nós (veja figura (3b)) e como condi-

ção de contorno no mesmo foi considerada flutuações periódicas. Vale ressaltar que na formulação aqui de-

senvolvida, cada EVR representa um ponto do macro e, portanto, suas dimensões não são importantes, porém 

é fundamental o conhecimento da proporcionalidade entre as fases constituintes e a localização dos consti-

tuintes. Ou seja, os resultados numéricos não mudam em função das dimensões adotadas para os lados do 

EVR. 

 
Figura 3: a) Discretização da placa: 100 nós no contorno, 72 células b) Discretização do EVR com inclusões elásticas. 

Esse tipo de geometria de EVR pode representar materiais como o concreto, onde inclusões elásticas 

mais rígidas (agregados) são adicionadas à matriz (argamassa), de comportamento mais flexível. Também se 

pode pensar na modelagem de materiais compósitos com matriz metálica reforçada (CMM), [25]. Contudo, 

focando em materiais como o concreto, para modelar o comportamento da matriz, além do modelo de Von 

Mises, é adotado também o modelo de Mohr-Coulomb, a fim de mostrar que os resultados mudam de acordo 

com o modelo constitutivo adotado, o que ressalta a importância de adotar um modelo constitutivo que me-

lhor represente o comportamento do material. No entanto, para modelar o comportamento da argamassa, que 

é um material frágil, o modelo de Mohr-Coulomb seria mais indicado por considerar uma limitação de resis-

tência para estados predominantes de tração. Para o modelo de Mohr Coulomb foram adotados os mesmos 

parâmetros já citados para o modelo de Von Mises, além de ser definido o ângulo de dilatação de 20° e ângu-

lo de fricção de 10°, o que leva a uma regra não-associativa, [9]. 

A figura (4) apresenta o deslocamento do ponto central da placa ao longo do processo incremental, 

considerando-se os diferentes tipos de análises. Observa-se que os resultados das análises multi-escala estão 
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bem próximos e os resultados mostram um comportamento mais rígido da estrutura, devido à consideração 

de inclusões elásticas na microestrutura do material. Os resultados da análise não-linear convencional foram 

bem diferentes a partir do ponto que houve plastificação, o que era esperado devido a menor rigidez do mate-

rial homogêneo. Focando no caso das análises multi-escala, a estrutura evidenciou processos de plastificação 

devido ao emprego dos modelos constitutivos mencionados, entretanto, com a consideração de perfeita ade-

rência entre agregado e matriz, sendo os agregados mais rígidos que a matriz, foi evidenciada uma rigidez 

maior da estrutura mesmo com o processo de plastificação da matriz, o que mostra que a inserção de inclu-

sões rígidas na microestrutura do material leva a um ganho de resistência e rigidez. Também percebe-se que a 

inserção de inclusões rígidas na matriz limita o comportamento dúctil do material quando comparado às aná-

lises convencionais, principalmente no caso do emprego do modelo de Von Mises (abreviado como VM na 

figura (4)). Ainda discutindo as análises convencionais, com o modelo de Mohr Coulomb (abreviado como 

MC na figura (4)) a estrutura resiste a maiores carregamentos, porém apresenta menores deslocamentos ca-

racterizando materiais frágeis enquanto o modelo de Von Misses apresenta um grande aumento no valor do 

deslocamento com pequeno incremento de carga, caracterizando o comportamento de materiais mais dúcteis. 

 
Figura 4: Deslocamentos no ponto central da placa considerando-se diferentes tipos de análises. 

Analisando agora a placa definida na figura (5) para representar o macro-contínuo, o EVR considera-

do é composto por uma matriz metálica, de comportamento elasto-plástico, onde se define uma inclusão elás-

tica, cuja área será modificada a fim de demonstrar como o aumento de sua área afeta diretamente a resistên-

cia e rigidez do material e, consequentemente, o comportamento da estrutura. Esse tipo de EVR pode repre-

sentar materiais como o CMM, onde inclusões são adicionadas ao material a fim de melhorar suas proprieda-

des elásticas ligadas à rigidez e à resistência. 

A figura (5a) ilustra a placa analisada, onde os lados menores são considerados livres enquanto que os 

outros dois lados são engastados. Para a definição da geometria da placa adotou-se: espessura th=4,0 cm, 

a=200,0 cm e b=100,0 cm. Como carregamento, considerou-se uma carga g=3,5 kN/cm
2
 uniformemente dis-

tribuída sobre a área central definida na figura, a fim de representar uma carga concentrada de 787,5 kN apli-

cada no centro da placa. Na discretização da placa foram adotados 36 elementos no contorno e 144 células no 

domínio como definido na figura (5b). 
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Figura 5: a) Condições de Contorno b) Discretização da placa. 

Para modelar o comportamento elasto-plástico da matriz será adotado o critério de Von Mises, sendo 

adotado: encruamento K=2000 kN/cm
2
, coeficiente de Poisson =0,3; Módulo de Elasticidade E=20000 

kN/cm
2
, tensão de escoamento y=40,0 kN/cm

2
. Por outro lado, as seguintes propriedades elásticas serão 

adotadas para as inclusões: =0,3 e E= 160000 kN/cm
2
. Serão considerados três diferentes tamanhos para a 

inclusão: o primeiro EVR possui uma fração de volume de inclusão de 5%, onde foram adotados 720 elemen-

tos finitos triangulares e 393 nós na discretização (veja figura (6)); para o segundo EVR adotou-se fração de 

volume de inclusão de 10%, com 584 elementos finitos triangulares e 325 nós (figura (7)); finalmente, para o 

terceiro EVR foi utilizada uma fração volumétrica de inclusão de 30%, com 572 elementos finitos triangula-

res e 319 nós (figura (8)). Condições periódicas foram utilizadas na modelagem do EVR. 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 6: Discretização do EVR com fração de volume de 5% para a inclusão 

 

 

 

 

 

 

Figura 7: Discretização do EVR com fração de volume  de 10% para a inclusão 
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Figura 08: Discretização do EVR com fração de volume de 30% para a inclusão 

No que segue são apresentadas as respostas dos EVRs em termos de tensão homogeneizada na direção 

x quando submetidos a uma deformação macroscópica, tendo como objetivo a simulação de estados predo-

minantes de tração e de compressão, evidenciando a diferença de comportamento mecânico da microestrutura 

heterogênea. Para o caso de estados predominantes de tração foi imposta a deformação macroscópica  = [x; 

y; xy] = [0,005; -0,000695; 0,0]. Já para o caso de estados predominantes de compressão, foi imposta a de-

formação macroscópica  = [x; y; xy] = [-0,05; 0,000695; 0,0]. Nos dois casos, as deformações macroscópi-

cas foram aplicadas em 10 incrementos utilizando uma tolerância de 10
-8

 para verificação do processo incre-

mental-iterativo. Condições periódicas foram utilizadas na modelagem do EVR. 

No caso de estados predominantes de compressão, a figura (9) ilustra as respostas obtidas. Observa-se 

que o aumento da fração volumétrica de inclusão (reforço da matriz metálica) confere um aumento da rigidez 

e resistência da microestrutura do material. Isso é refletido no comportamento mecânico da macroestrutura 

ilustrada na figura (10). Observa-se ainda que o aumento da fração volumétrica de inclusão também eviden-

cia sua influência no comportamento elástico do EVR, onde a plasticidade da matriz fica menos evidente. Em 

particular, a resposta do EVR com 5% de inclusão mostra um comportamento mecânico elástico até 42 

kN/cm
2
 (420 MPa) quando há o início dos processos de plastificação da matriz. Já o aumento da fração vo-

lumétrica da inclusão mostra valores menores de tensão para início da plastificação, isso porque a presença 

da inclusão rígida faz com que o nível de tensão no EVR seja aumentado. 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 9: Comparação dos resultados de Tensão homogeneizada de compressão na direção x (σx) do EVR  

versus deformação macroscópica de encurtamento imposta na direção x (εx) para os casos de fração 

volumétrica de inclusão de 5%, 10% e 30%. Os valores foram considerados positivos para melhor visualiza-

ção. 
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No caso de estados predominantes de tração, as respostas obtidas foram exatamente as mesmas obti-

das para estados predominantes em compressão. Isso é devido ao uso do modelo de Von Mises que considera 

que os materiais têm o mesmo comportamento mecânico em tração e compressão.  

A figura (10) apresenta as respostas obtidas com o emprego das análises multi-escala da placa, sendo 

analisado o deslocamento no ponto central da placa com a evolução do fator de carga. Observa-se que o ga-

nho de rigidez demonstrado nas análises da microestrutura (figura (9)) é refletido no comportamento mecâni-

co do macro-contínuo. É interessante constatar como a manipulação da microestrutura, inserindo inclusões 

com maior rigidez na matriz elasto-plástica, leva a um comportamento desejável da estrutura, que em nosso 

caso, procurou-se aumentar a rigidez da estrutura com a manipulação do material homogêneo, conferindo-lhe 

maior rigidez e, em contrapartida, heterogeneidade. Portanto, com a formulação multi-escala é possível anali-

sar estruturas compostas por materiais complexos em sua microestrutura recorrendo a modelos constitutivos 

simples em formulação e com poucos parâmetros, sem a necessidade de recorrer a modelos constitutivos fe-

nomenológicos com alto grau de complexidade. Em suma, os resultados apresentados neste trabalho estão em 

concordância com respostas esperadas, as quais também estão relatadas em [7], [10], [11] e [14], tanto em 

análises desacopladas da microestrutura apenas, como também em análises envolvendo a micro e macroestru-

tura de forma totalmente acoplada. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 10: Deslocamento no ponto central da placa ao longo do processo incremental. 

4. CONCLUSÕES 

Neste trabalho foi apresentada a formulação multi-escala para análise de flexão de placas, onde o MEC foi 

usado para modelar a macro-escala e o MEF adotado para modelar a micro-escala. Neste modelo cada nó de 

célula da placa é representado por um EVR, cujo problema de equilíbrio deve ser resolvido para se obter a 

tensão e o tensor constitutivo do nó da placa através de um processo de homogeneização.  

Foram apresentadas análises numéricas, onde os resultados obtidos com a análise não-linear conven-

cional foram comparados com aqueles obtidos com as respostas do emprego da formulação multi-escala. 

Adotaram-se diferentes modelos constitutivos para representar o comportamento do material, tendo definidas 

inclusões elásticas no EVR a fim de enrijecer a estrutura. O modelo de Von Mises é ideal para representar o 

comportamento de materiais dúcteis, os quais apresentam valores consideráveis de deformação plástica antes 

de atingir o estado de colapso, sendo o modelo de Mohr Coulomb mais indicado para materiais frágeis, que 

rompem sem apresentar deformações plásticas muito consideráveis. Contudo, o emprego desses modelos, 
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associados à geometria e à fração volumétrica dos constituintes da microestrutura, levam à capacidade de 

obtenção de respostas numéricas de estruturas compostas por materiais heterogêneos ao se utilizar a formula-

ção multi-escala. 

Os resultados obtidos são coerentes, isto é, obteve-se resposta mais rígida com a análise em multi-

escala se comparada à análise não-linear convencional e uma curva mais flexível quando se adotou o modelo 

de Von Mises para modelar a matriz da microestrutura. Além disso, é importante dizer que o programa mos-

trou ser estável, sendo a convergência do processo incremental-iterativo sempre alcançada com poucas itera-

ções. Daí a importância da formulação tangente consistente apresentada neste trabalho, principalmente numa 

análise multi-escala, onde o custo computacional é um limitador de sua utilização para grandes problemas. 

Por outro lado, os exemplos numéricos evidenciaram a capacidade da modelagem multi-escala em 

capturar a influência da modificação das propriedades da microestrutura na rigidez do macro-contínuo, evi-

denciando que a validação qualitativa da formulação proposta foi alcançada. Acredita-se que esse é um passo 

inicial antes de aplicações e comparações com respostas experimentais em estruturas compostas por materiais 

heterogêneos. 

Por fim, os resultados apresentados até então são promissores. A formulação apresentada aqui está em 

aperfeiçoamento para se considerar o processo de fraturamento na microestrutura com o intuito de modelar o 

descolamento da interface inclusão/matriz em CMMs (ver os trabalhos [6] e [25]) e sua influência no macro-

continuo. Já no caso de materiais frágeis como o concreto, o surgimento e localização do processo de danifi-

cação na microestrutura e sua posterior transição para o macro-contínuo em forma de fraturamento, é uma 

linha de pesquisa ainda em aberto, onde alguns trabalhos foram publicados, [27] e [28]. 
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