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RESUMO

Neste trabalho apresentam-se analises de flexdo de placas compostas por materiais heterogéneos através de
uma abordagem multi-escala. O macro-continuo, representado neste trabalho pela placa, ¢ modelado por uma
formulag@o ndo-linear do Método dos Elementos de Contorno (MEC), que leva em conta o operador tangente
consistente (CTO). A micro-escala ¢ representada pelo EVR (Elemento de Volume Representativo), sendo
seu problema de equilibrio definido em termos de flutuagdo dos deslocamentos e solucionado através do M¢é-
todo dos Elementos Finitos (MEF), onde a hipotese de média volumétrica das tensdes e deformagdes ¢ ado-
tada para se fazer a passagem do micro-continuo para o macro-continuo. A cada ponto do macro-continuo,
onde se necessita conhecer as tensdes e o tensor constitutivo deve estar associado um EVR, onde se podem
definir inclusdes e/ou vazios no interior de uma matriz a fim de representar a micro-estrutura de um material
heterogéneo. Nos exemplos numéricos sdo considerados diferentes EVRs com inclusdes elasticas dentro de
uma matriz, onde os modelos de Von Mises ou Mohr Coulomb séo adotados, a fim de governar o comporta-
mento do seu material. Consideram-se diferentes fra¢cdes volumétricas para as inclusdes a fim de verificar a
influéncia na resposta homogeneizada da microestrutura e, consequentemente, no comportamento mecanico
do macro-continuo. Para solucionar o problema de equilibrio do EVR devem-se adotar condigdes de contor-
no em termos de flutuagdes dos deslocamentos, que nos exemplos analisados no presente trabalho serdo con-
sideradas como periddicas.
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ABSTRACT

Analyses of the bending problem of plates composed of heterogeneous materials are performed considering a
multi-scale modelling. The macro-continuum, represented in this paper by the plate, is modelled by a non-
linear formulation of the boundary element method (BEM) taking into account the consistent tangent opera-
tor (CTO) in the iterative procedure required to solve the plate equilibrium problem. The micro-scale is rep-
resented by the RVE (Representative Volume Element) being its equilibrium problem solved in terms of dis-
placements fluctuations by a Finite Element Formulation (FEM), where the volume averaging hypothesis of
strain and stress tensors is used to make the micro-to-macro transition. To each point of the macro-continuum
where the stresses and constitutive tensor have to be computed, a RVE must be assigned, where inclusions
and voids can be defined inside the matrix in order to represent the microstructure of a heterogeneous materi-
al. In the numerical examples are considered different RVEs with elastic inclusions, while for the matrix the
Von Mises or Mohr-Coulomb criteria can be adopted to govern its material behavior. Different volume frac-
tions have been adopted for the inclusions in order to verify its influence on the homogenized response of the
microstructure as well as on the mechanical behavior of the macrostructure. To solve the RVE equilibrium
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problem, boundary conditions in terms of displacement fluctuations have to be imposed, which for the nu-
merical examples presented in this paper will be adopted periodic.

Keywords: Multi-scale modelling, homogenization, boundary elements, plate bending.

1. INTRODUGAO

A maioria dos materiais ¢ heterogénea ao nivel dos grdos ou da sua microestrutura. Além disso, a micro-
estrutura de alguns materiais sdo manipulados adicionando novos constituintes, a fim de melhorar suas pro-
priedades. Como qualquer heterogeneidade do material, assim como o processo de fissuracdo que ocorre na
micro-escala afetam diretamente a resposta da estrutura [1-4], sua modelagem em diferentes escalas ¢ muito
importante para melhor representar o comportamento de materiais complexos [5-9]. Em muitos casos, a ana-
lise ndo-linear convencional ndo consegue representar de forma precisa o comportamento de tais estruturas.

Para se fazer a modelagem multi-escala deve-se definir no dominio do macro-continuo pontos de inte-
resse que sao chamados de EVR (Elemento de Volume Representativo), os quais representam a microestrutu-
ra, ao nivel dos grdos, do macro-continuo na vizinhanga infinitesimal do ponto [10-15]. Podem-se definir
vazios ou inclusdes (elasticas ou elasto-plasticas) dentro da matriz do EVR, sendo a formagdo e propagacao
de micro-fissuras ou o processo de plastificagdo monitorados individualmente em cada EVR, considerando-
se as diferentes propriedades elasticas e modelo constitutivo adotado para cada fase do EVR. Assim, conside-
rando-se uma estrutura sujeita a um carregamento qualquer, através do modelo na macro-escala, obtém-se
para cada EVR o campo de deformacgdes, que devera ser imposto de forma constante a todos os pontos do
EVR, como “carregamento”. Entdo, utilizando-se o modelo adotado na micro-escala, estuda-se o comporta-
mento do material nas diferentes fases do EVR devido a essa deformacdo imposta. Em seguida, através de
principios de homogeneidade e conceito de média volumétrica, passa-se da micro-escala para a macro-escala
e atualizam-se as tensdes ¢ a relacdo constitutiva para aquele ponto do macro. Com a relagdo constitutiva
atualizada para todos os pontos da macro-escala (neste trabalho tratamos de placas), da-se novo incremento
de carga obtendo-se, através do modelo na macro-escala, novos campos de deformagdes a serem aplicados
nos EVRs. Portanto, a analise na micro-escala alimenta aquela na macro-escala e vice-versa. Neste trabalho,
a microestrutura ¢ modelada pelo Método dos Elementos Finitos (MEF), através da formulag@o apresentada
em [12].

A formulagdo do MEC a ser usada na analise da macro-escala ¢ descrita em [16], onde se deve discre-
tizar o contorno da placa em elementos nos quais os deslocamentos e esforgos sdo aproximados para se obter
a solucdo do problema. Além disso, na analise nao-linear necessita-se também discretizar o dominio da placa
em células, onde sdo aproximados os momentos iniciais ou inelasticos. Os momentos num ponto da placa sdo
calculados integrando-se numericamente as tensdes ao longo da espessura, usando um sistema gaussiano.
Assim, para a se obter a solugdo em multi-escala, deve-se definir um EVR em cada ponto de Gauss definido
ao longo da espessura e relativo a um determinado né do macro-continuo. Em suma, este trabalho ¢ um de-
senvolvimento dos trabalhos anteriores dos autores procurando-se validar a formulagdo proposta com novas
aplicagdes e emprego do modelo constitutivo de Mohr-Coulomb com vistas as aplicagdes futuras em compo-
sitos como o concreto. Diante disso, sdo apresentados dois exemplos numéricos. No primeiro, simula¢des de
estruturas homogéneas empregando-se modelos constitutivos fenomenoldgicos sdo comparadas com a mode-
lagem proposta quando da inser¢do de heterogeneidade na microestrutura e sua repercussdo ndo macroc-
continuo. Ja no segundo exemplo, adota-se uma inclusdo no centro do EVR com diferentes fragdes de volu-
me, a fim de verificar tanto a influéncia na resposta homogeneizada da microestrutura, quanto no comporta-
mento mecédnico da placa.

2. MATERIAIS E METODOS
2.1 Formulagido do MEC para modelar o macro-continuo (problema nao-linear de flexao de placas)

2.1.1 Relagoes Basicas

Neste trabalho, o problema do macro-continuo é definido pelo problema nao-linear de flexdo de placas, que
serd modelado pelo Método dos Elementos de Contorno (MEC), através da formulagdo descrita em [16], ba-
seada nas hipdteses de Kirchhoff. Para definir o problema considere-se uma placa de espessura ¢, contorno
externo ' e dominio (), onde as variaveis sdo definidas segundo um sistema de coordenadas cartesianas onde
X, € x, sdo as diregdes no plano da placa e x5 a direcdo transversal a esse plano. Assume-se que a placa su-
porta apenas cargas distribuidas g distribuidas na sua superficie média. Como o presente trabalho trata de
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analise ndo-linear, todas as variaveis do problema serdo definidas em termos de taxas, ou seja, suas derivadas
no tempo, sendo () = dx/dt. Assim, as variaveis relacionadas ao problema de flexio de placas sdo: V, (ta-
xa do esforgo cortante equivalente); M,, (taxa do momento de flexdo),w (taxa da deflexdo); W, (taxa da deri-
vada direcional), onde (n, s) ¢ o sistema de coordenadas locais, sendo n e s, respectivamente, as direcdes
normal e tangencial ao contorno da placa. As equacdes basicas do problema de flexdo de placas serdo omiti-
das aqui, mas as mesmas podem ser encontradas em [19]-[24].

As taxas dos momentos de flexdo e de torgdo 771;; sdo obtidas integrando-se as taxas de tensdes
d;ja0 longo da espessura #, da placa, como segue:

thi2 .
f—l;h/z 26,;dz (1)

m; j =
No contexto ndo-linear, as tensdes (d;;) sdo obtidas a partir do modelo constitutivo adotado. Porém,
neste trabalho como ¢ feita uma abordagem em multi-escala, essas tensdes sdo calculadas apds a solugdo do
EVR, adotando-se uma técnica de homogeneizagdo para se fazer a passagem da micro-escala para a macro-
escala. Por outro lado, as deformagdes podem ser divididas em suas parcelas elasticas &;; e plasticas éf]. como

segue:
L — &€ :D 2
Eij = Sij + Ei]- ( )

Observe que, aplicando-se a lei de Hooke, as tensdes d;; sdo relacionadas as deformagdes elasticas,
sendo Sfj =& i~ ég-. Além disso, adotando-se as hipdteses de Kirchhoff, as deformacdes totais podem ainda
serem escritas em termos das curvaturas W;: €; = —X3W,;; . Assim, as taxas de momentos elasticos de ten-
tativa m;;, podem ser escritos em termos das curvaturas totais w;:

Lo . .
mhf; = =DV 8 + (1 = V)| 3)

onde §;; € o delta de Kronecker, D = Et;3/(12(1 — v?)) é a rigidez a flexfio da placa e v o coeficiente de
Poisson.

Portanto, a taxa de momentos plasticos ou inelésticos, se outro tipo de modelo constitutivo for adotado,
podem ser definidos como:

P _ e
m; =my;

— 1 4)
2.1.2 Equagoes Integrais

A equacdo integral do deslocamento para um ponto interno ¢ obtida a partir do Teorema de Reciprocidade de
Betti, que no caso de flexao de placas é dado por:

Jo WiemedQ = [ miiedQ — [ wim®do )

onde os termos com indice * sdo relacionados ao problema fundamental.

Integrando-se a equacdo (5) por partes duas vezes, se obtém a conhecida representacdo de deflexao
para um ponto de colocagio g:

'* . « 0V N * Ne p * - . OV
K(Q)W(q) == fr (Vn w— My %) dr — Zj:c1 chWcj + Zj:l chWcj + fl“ (VnW - M, %)dr +
fo, g dQ = f, wjif,da (6)

onde w*, V*e M* sdo valores fundamentais de deflexdo, cortante equivalente e momentos de contorno; N, € o
niimero de cantos e {); a regido carregada da placa. Para os valores dos termos livres K (q), ver em [18].

Note que a solucdo ndo-linear ¢ obtida a partir de um processo incremental de carga. Assim conside-
rando-se At = t,,; — t,, um passo de tempo, relacionado a um incremento de carga, o problema consiste em
achar a solucao no passo de tempo t, 1, sendo a solucio ja conhecida em t,,. Desse modo, nas equagdes an-
teriores os valores escritos em termos de taxas devem ser substituidos por seus respectivos valores em incre-
mentos. A representagdo integral das curvaturas Aw ,; € obtida derivando-se a equacdo (6) duas vezes, ou
seja:
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_ % « O0Aw
My = = [ (Vo ubw — My i ——

* * a *
AM, Wi )dl + fﬂg Agw ydQy — - Jo, WikeAmy, dQ 7

N¢ * N¢ * *
)AL — X551 R 1iAWej + X5 AR W i + [ (Awy; —

2.1.3 Equacgdes Algébricas

Para transformar as equacdes integrais em algébricas, o contorno ¢ discretizado em elementos com aproxi-
magdo quadratica das variaveis, enquanto o dominio ¢ discretizado em células com aproximagao linear dos
momentos ineldsticos (ou plésticos). Ao longo do contorno tém-se quatro valores definidos: Aw, Aw,, , AM,,
e AV, sendo dois desses valores dados como condi¢do de contorno. Portanto, duas equagdes devem ser escri-
tas para cada nd de contorno. Neste trabalho, sera considerada uma equagao de Aw escrita no proprio no e
outra equagdo de Aw escrita para um ponto externo bem proximo ao contorno. Esse esquema ja foi adotado
em diversos trabalhos, como por exemplo, [20] — [23], gerando bons resultados. Além disso, nos cantos sdo
definidas duas variaveis, sendo uma delas dada como condi¢do de contorno. Portanto, uma equagdo de Aw
também deve ser escrita em cada canto da placa. Note que o calculo das integrais de dominio envolvendo o
carregamento, assim como as integrais nas células sdo calculadas transformando-as em integrais de contorno.
Além disso, a fim de melhorar a precisdo numérica adota-se a técnica de sub-elementos na integragdo numé-
rica das células e dos elementos de contorno (ver mais detalhes em [22]).

Para se obter a solugdo ndo-linear, devem-se ainda escrever 3 equacdes dos momentos elasticos de
tentativa AM}; nos nds das células. Essas equagdes sdo obtidas considerando-se a equagio (3), onde as curva-
turas sdo definidas pela equacdo (7). Apds escrever todas as equagdes necessarias, obtém-se um sistema de
equacdes, que apo6s inserir as condi¢des de contorno, pode ser escrito como (ver mais detalhes em [16]):

AX = AL + RyAmP (8)

onde o vetor AX contém as incognitas do contorno, AL representa a parte elastica dessas incognitas, Ry, re-
presenta as corregdes devido ao incremento de momentos inelésticos.

Escrevendo-se as equagdes algébricas de AM}; para todos os nés de células, obtém-se (ver mais deta-
lhes em [16]):

AM® = AK + Sy, AmP )

onde AK ¢ a solugdo elastica dada em termos de incremento de momentos, S, expressa o efeito do incremen-
to de momentos inelasticos Am?.

Observe que AmP, AM® e Am definidos, respectivamente, nas equagdes (4), (3) e (1) sdo calculados
localmente para um determinado ponto, isto ¢, sdo obtidos levando-se em conta apenas seu incremento de
curvatura Aw;; e de tensdes Ag;; (obtidas apos a solugdo do EVR). Por outro lado, os incrementos de mo-
mentos elasticos AM® definidos na equagdo (9) sdo calculados levando-se em conta os incrementos de mo-
mentos inelasticos AmPde todos os nos da placa. Neste contexto, pode-se também definir a equaciio algébrica
do incremento de momentos AM (ver mais detalhes em [16]):

AM = CyAy — AK — Sy (Am?) + Am (10)
onde os valores nodais Am” sdo dados por:

AmP = CyAxy — Am (11)
sendo Ay o incremento de curvaturas nodais da placa e C,; a matriz elastica obtida a partir da equagdo (3).
2.1.4 Equacgoes de Equilibrio e Operador Tangente Consistente
Para um incremento 7, a equagao de equilibrio da placa é dada por:

AK, — AM,, = 0 (12)

onde os vetores AK, e AM,, sdo definidos, respectivamente, nas equagdes (9) e (10).

Substituindo-se a equagdo (10) na equacao (12), obtém-se a expressao final para a equagdo de equili-
brio ou equacao de residuos da placa:

Ry (Axyn) = 20K, — CylAxn + Sy (Cyldyxn, — Amy) — Amy, =0 (13)
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Apos aplicar a placa o incremento de curvaturas Ay, e obter a distribuigdo de tensdes Ag;; ao longo
da espessura da placa, para todos os nos de células, se a equacdo (13) ndo for satisfeita, havera um residuo
Ry, isto € o incremento ndo sera elastico. Neste caso, a equagdo (13) sera resolvida aplicando-se o método de
Newton-Raphson, no qual se necessita de um processo iterativo para obter-se o valor do incremento Ay,, que
satisfaz a equacdo de equilibrio da placa. Seja uma iteragdo i onde o incremento de curvatura Ay} é conheci-

do. O préximo incremento de tentativa Ay.+! na iteragio (i+/) é obtido adicionado as correcdes SAy.™?, ou
seja:

Ayt = Ayl + ALt (14)

i+1

onde as corregdes SAy, " sdo calculadas linearizando-se a equagdo (13), sendo dadas por:

sagirt = [~ 2 cahy (1)
onde — # ¢ o operador tangente consistente obtido derivando-se a equacao (13), resultando em:
—aRgA(Af‘“) Su (CEFD = Cy) + Cu + €2 (16)

Na equagao (16), C P ¢ a matriz que contém as relagdes constitutivas [C p] (que relaciona momen-

tos e curvaturas) referentes a todos nos de células. Para um no k, [C ]k é calculada integrando-se o tensor
constitutivo[C®P]¢ (que relaciona tensdes e deformagdes) ao longo da espessura da placa 7, como segue:

ep i _ 6m;‘c _ th/2 2 i
[Cm kT oahgh —th/z(x3) [CP]dx; 17)

.
sendo [C?], = ( k) , que na analise em multi-escala ¢ calculado apds resolver o problema de equilibrio do

EVR; na analise nao- hnear convencional ele € calculado de acordo com o modelo constitutivo adotado.

Observe que os valores de momentos Am;; definidos na equagdo (1), assim como o tensor [Cﬁlp]; de-
finido na equagdo (17), sdo calculados numericamente usando a férmula e a quadratura de Gauss. Para isso,
devem ser definidos pontos de Gauss ao longo da espessura da placa (veja [21], [22], [23]). Assim, apos o
calculo das curvaturas nodais na placa (equagdo (14)), o incremento de deformagdes Aeg. referente a um pon-
to de Gauss de um determinado né de célula pode ser obtido. Entdo, esse incremento de deformagdes é im-
posto ao respectivo EVR e o incremento de tensdo Aag. obtido apos resolver o problema de equilibrio do
EVR discutido adiante. Finalmente, a partir da distribuicdo de tensdes ao longo da espessura, os momentos
Am,jsio obtidos considerando-se a equagdo (1), que numericamente resultam em:

Amy; = —ZNH Ao D€ w, ij=12 (18)

onde N, € o niimero de pontos de Gauss ao longo da espessura, ¢ e w, sdo, respectivamente, a coordenada
adimensional e fator ponderador do ponto de Gauss.

O critério de convergéncia adotado para o problema de equilibrio da placa ¢ dado por \/RL R,/
VAKTLAK,, < tol, onde tol é a tolerancia adotada no processo iterativo.

2.1.5 Definicdo do EVR e Passagem do Micro para o Macro-Continuo

Seja o macro-continuo representado na figura (1), que neste trabalho ¢ definido pela placa, onde x ¢ um ponto
qualquer do macro-continuo. Na analise em multi-escala, cada ponto x é representado pelo EVR (Elemento
de Volume Representativo) (veja [10] - [12]), onde define-se V, como seu volume, €1, como seu dominio e
0Q,, como seu contorno, sendo y um ponto qualquer do mesmo. Neste trabalho, deve-se definir um EVR para
cada ponto de Gauss definido ao longo da espessura e referente a um determinado n6 de célula. Observe que
dimensao, discretizagdo e definicdo dos nds no EVR sdo completamente independentes das dimensdes ou da
discretizagio do problema estudado na macro-escala. E importante dizer que, na entrada de dados definem-se
0s nos e a discretizacdo para apenas um EVR padrio, pois esses dados do EVR se mantém constantes, ou seja,

sao independentes da posi¢ao que ele ocupe na placa.

Note na figura (1) que o EVR pode ser composto por vazios (dominio ;) e por partes sélidas (domi-
nio ), sendo Q, = Q;; U Q. Além disso, a parte solida pode ser composta de vérias fases, as quais podem
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ter modulo de elasticidade e coeficiente de Poisson diferentes uma da outra, além de poderem ser governadas
por diferentes modelos constitutivos. Para simplificar, no que segue sera considerado apenas o caso que os
buracos ndo interceptam o contorno do EVR.

Macro-continuo
(macro-escala)

EVR
(micro-escala)

.YC
Qu

Figura 1: Definicdo do Macro-continuo e microestrutura

Neste trabalho, 0 EVR também ¢é considerado como meio continuo e, portanto o conceito de tensdo
permanece valido a nivel microscopico. Assim, a tensdo microscopica pode ser escrita em termos de defor-
magdo como: a,(y, t). = f,(e,(y,t)), onde f,, € o tensor cogstltutlvo definido de acordo com o critério ado-
tado ou ¢ dado pela lei de Hooke se um comportamento elastico for adotado para a fase.

Assume-se que o tensor de deformagdo £(x,t) assim como o tensor das tensdes a(x, t) referentes a
um ponto x do macro-continuo seja a média volumétrica de seus respectivos campos microscopicos (&, =
g, (y,t) ouo, = 0,(y,t)) do EVR associado a x, ou seja, para um instante qualquer t, tem-se:

e(x,t) = %fﬂu g,(y, t)av (19)

o(x,t) = ifﬂu o, (y, t)av (20)

onde os tensores € = £(x,t) e o = g(x,t) sdo designados, respectivamente, deformacéo e tensdo homoge-
neizados.

Além disso, a deformagdo microscopica &, pode ser escrita em termos do campo de deslocamento mi-
croscopico u,como segue:

&, t) = Vu, (1) e2))

onde V5 ¢ o operador gradiente simétrico.

Pelo processo de homogeneizagdo, pode-se também definir o tensor constitutivo homogeneizado C°P
definido na equagéo (17) como:

u
de(x,t) de(x,t) de(x,t)

1 1
Ao (x,t) _ Efﬂs doy(y.t)av _ Efﬂiafy(“—'u(%f))dv

C?(x,t) =

(22)

Portanto, apos alcangar convergéncia do processo iterativo definido no EVR, as tensdes e o tensor
constitutivo referente ao macro-continuo podem ser obtidos a partir das equagdes (20) e (22). Note que a ten-
sdo macroscopica o (equagdo (20)) e o tensor constitutivo do macro-continuo C? (equagéo (22)) séo obtidos
a partir de seus respectivos campos no EVR. Portanto, a defini¢do de vazios ou de inclusdes com diferentes
materiais no interior do EVR afeta diretamente os valores dessas quantidades macroscopicas, mudando a
resposta numérica da estrutura.
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2.1.6 Campo de Deslocamento no EVR

No presente trabalho, o campo de deslocamentos u1,do EVR ¢ dividido da seguinte maneira:
u,(y,t) = e(x, )y + i, (v, t) (23)

onde a parcela €(x, t)y varia linearmente, sendo obtida multiplicando-se a deformagdo constante € imposta
pelo macro pelas coordenadas do ponto y do EVR; a parcela #,€ denotada flutuagdo de deslocamentos ¢ re-
presenta a variagdo de deformagdo no EVR, isto €, se a deformagdo no EVR ¢ constante, tem-se i, nulo.
Analogamente, a deformacao microscopica pode ser escrita como:

g, t) = e(x,t) + (v, t) (24)

onde ¢ ¢ a deformagdo homogénea imposta pelo macro-continuo € €, ¢ o campo das flutuagdes de deforma-
¢des, sendo definida como: &,(y,t) = Vsﬁ#.

A condicao para se ter um campo de flutuagdes de deslocamentos cinematicamente admissivel ¢ que
i, € K;, sendo K;; o espago vetorial dos campos de flutuagdes de deslocamentos minimamente restringidos
e cinematicamente admissiveis, definido como (ver mais detalhes em [12]):

K; = v/ Jyq, v®sndA = o} (25)

. ~ 1 . . s
onde faz-se uso da seguinte expressdo u @; v = 3 (u® v +vQ®u), no calculo das integrais, valida para

quaisquer vetores u e v.

Portanto, escrevendo-se a equacdo (24) na forma de taxas, a taxa de deformacdo microscopica ¢ dita
cinematicamente admissivel se:

&,y 0) =V, = é(x,t) + €,(y,t) vi, ek, (26)

onde K, € o conjunto dos campos de flutuagdes de deslocamentos microscopicos cinematicamente admissi-
veis, sendo K, € K;.

2.2 Formulagao do MEF para modelar a micro-escala

A microestrutura sera modelada pelo Método dos Elementos Finitos, sendo a formulagdo desenvolvida deta-
lhadamente nos trabalhos [10] - [12] e sera apresentada aqui de forma resumida.

2.2.1 Equacao de Equilibrio do EVR

Sejam: g, = g,,(y,t) a tensdo em um ponto y do EVR, ou seja, a tensdo microscopica; b = b(y,t) o campo
de forcas de volume que agem no EVR e t® = t°(y,t) o campo de forgas externas de superficie que atuam
no contorno dQ),do EVR. O PTV estabelece que o EVR estara em equilibrio se € somente se a seguinte
equacdo variacional for satisfeita a cada instante #:

Jos 0., O: V0V — [ s b(y, t).ndV + [, 0,(y,0): VndV — [, b(y, t).ndV —
n 7 u 7

faﬂu té(y,t).ndA =0 ¥nev, 27)
ondeV, ¢ o espago de deslocamentos virtuais que satisfaz V,, = Ku e, portanto, 7 ¢ um campo arbitrario de
deslocamentos virtuais.

Assumindo-se que as for¢as de volume que agem no buraco ou vazio sio nulas, levando-se em conta o
Principio de macro-homogeneidade de Hill-Mandel (ver mais detalhes em [12]), considerando-se ainda as
equagdes (21) e (24) e escrevendo-se a tensdo em termos das deformagdes, o, = f, (¢,) , onde f,, € o tensor
constitutivo, a equacao (27) pode ser reescrita da seguinte forma em termos de flutuagdo de deslocamentos:

fni fy(e(x, t) + V31, (y,£)):VSndV =0  ¥ne€v, (28)
Finalmente, a formulacdo fica completa com a escolha do espaco v,,, isto é, com a escolha das restri-

¢des cinematicas a ser impostas ao EVR em termos de flutuagdo dos deslocamentos. Na formulagdo desen-
volvida em [12], podem ser consideradas as seguintes condi¢cdes de contorno no EVR: (i) modelo de Taylor,
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(i1) deslocamentos lineares, (iii) deslocamentos com variag¢des periddicas, (iv) for¢as de superficie uniformes
no contorno do EVR. Porém, neste trabalho, apenas serd adotada a condi¢do de contorno onde se impdem
flutuagdes periddicas ao longo do contorno. Em [17] todas as condi¢des de contorno sdo discutidas de forma
detalhada.

Assim, o problema de equilibrio de EVR consiste em encontrar o campo de flutuagdes de deslocamen-
tos fi, € v, tal que, a cada instante ¢, a equagdo (28) seja satisfeita. Para um campo # arbitrario, ap6s a discre-
tizagdo do EVR em elementos, a seguinte equacdo de equilibrio deve ser satisfeita para um passo de
pOAt, = tpy1 — ty, € discretizacdo A, sendo Uiy = Uy + Ally(ny:

Gptt = fg_fﬁ BTfy(gn+1 + Bliyn4+1y)dV =0 (29)

onde B ¢ a matriz global que relaciona deslocamentos com deformagdes.
Se o incremento n € nao-linear, a equacdo (29) ¢ resolvida aplicando-se o método de Newton-Raphson,

que consiste em encontrar as correcdes de flutuagdes (Sﬁfl“na iteracdo i + 1, tal que:

Fi+K'su}* =0 (30)

sendo K a matriz de rigidez tangente ¢ F' o vetor das forgas internas; no caso de se ter uma discretizagdo com
N, elementos eles sdo dados por:

Fi= fﬂ,;1 B"f,(ens1 + Bl )dV =30¢, BT as Vv, (31)

e=

K= o BTDiBdV| = 3b°, BIDSVB,V, (32)

onde 7, ¢ o volume de um elemento e qualquer e D; € o tensor constitutivo tangente do elemento e, definido

como:

[« \

D - dfy (33)
\ 8'“ s#—s””JrBﬁ;fI/

Apds o calculo das corregdes (Sﬂb“ pela equagdo (30), o proximo campo de flutuacio de deslocamen-

tos de tentativa a ser considerado na iteragdo i + 1 referente a microestrutura, ¢ dado por: ﬁ;fl =1, +46 a;;l.

2.2.2 Tensao Homogeneizada

A tensdo homogeneizada ¢é calculada pela equagdo (20), considerando-se que o0 EVR é composto de vazios e
parte solida (Q, = Q; U Q;), resulta em:

o=o(xt) = i fﬂi 0, (v, t)dv + V—lu fﬂz a0, (v, t)dv (34)

Considerando-se o teorema de Green e discretizando-se o EVR em elementos finitos, a equagdo (34)
pode ser escrita da seguinte forma num passo de tempo At,, = t,,; — t,, relacionado a um determinado in-
cremento de carga:

1
On+1 = faﬂh tn+1®sydA — f sth) b1 @sydV (33)
Vi K Dy

onde faz-se uso da seguinte expressdo u @, v = %(u ® v +vQ®u), no calculo das integrais, valida para
quaisquer vetores u e v; t5,, sdo as for¢as ao longo do contorno externo (definidas na equagdo (31)) ey é o
vetor das coordenadas de um ponto genérico do EVR.

2.2.3 Condigao de Contorno Imposta ao EVR

Neste trabalho sera adotada apenas a condi¢do de contorno que impdes flutuagdes periddicas ao longo do
contorno do EVR. Porém, outros tipos de condi¢des de contorno sdo discutidos em [17] e [25]. Note-se que
cada condi¢do de contorno leva a uma resposta numérica diferente, definindo-se assim, diferentes modelos
em multi-escala.
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O modelo com flutuagdes periddicas no contorno ¢ adequado para descrever o comportamento de ma-
teriais que tém microestrutura periddica. No entanto, pode-se mostrar que se for utilizada uma discretizacao
refinada a resposta de qualquer material pode ser modelada por essa condigdo. Para definir o campo de flutu-
acdes neste modelo, considere a figura (2), onde sdo representados um EVR retangular e outro hexagonal.
Observe-se que nos EVRs definidos na figura (2) cada lado I}t corresponde a um lado igual e oposto I,
sendo n;j'a direcio normal ao contorno I e nj a dire¢do normal ao contorno I}, com n} = —n;. Assim,
para cada ponto y* pertencente ao contorno I existe um ponto correspondente y~ do contorno I

Neste modelo, adota-se que as flutuagdes do par de pontos y* e y~ sdo iguais, ou seja:

i,y ) =1, t) v{y*t,y }€oaq, (36)

I,
+—0 . y, O—>»
nf y Q# nli
Iy I’
r

2
Figura 2: Definicao de EVRs para meio periddicos: célula retangular e hexagonal

Além disso, sdo prescritas flutuagdes de deslocamentos nulas nos cantos. Portanto, neste modelo o es-
pago v, ¢ adotado como:

ve = {, € G/u,0*0) = 4,070) v {y*y}eoq, 7)

A fim de satisfazer o principio de Hill-Mandel as forgas t° devem ser anti-periodicas no contorno, isto
été(yt,t) = —té(y~,t) e as forgas de volume b(y, t) devem ser nulas no dominio do EVR. Portanto, a
tensdo homogeneizada é dada pela equagdo (35), sendo o segundo termo nulo. Neste modelo o sistema defi-
nido em (30) pode ser escrito da seguinte forma:

, - Ko Ky1 i 51, i+1
Ent + | Kmp K Kog | < 81, =0 (38)
Fy Kip Kim Kir | 8%,

onde os indices p, m e I definem, respectivamente, pontos y*, y~ e internos.

Considerando que i, = &1i,, 0 sistema dado pela equagdo (38) pode ser reduzido e representado da
seguinte forma:
{Fp + Fm}i N [K,,,, + Kpm + Knp + Kum Ky + Km,]l {aa,,}i“ _ 0 39)
Fy Kip + Kim Ky ot ),
isto €, neste caso apenas as flutuagdes de deslocamentos dos pontos p e [ sdo incognitas no sistema de equa-
¢des necessario resolver no processo iterativo para alcangar o equilibrio do EVR.

A equacdo (39) pode ainda ser escrita na seguinte forma geral:
{01} = —[Ki] ™ (Fe’ (40)

onde os vetores {85 }*! e {Fi}' assim como a matriz [Ky]*sdo definidos de acordo com o modelo em multi-
escala (ou condi¢@o de contorno). Para flutuagdes periddicas no contorno, eles podem facilmente ser obtidos
da equacdo (39).
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2.2.4 Tensor Constitutivo Homogeneizado

Considerando-se a equagdo (24), apos a discretizagdo do EVR em elementos, para uma iteragdo i de um in-
cremento n de tempo (sendo At,, = t,,; — t,), 0 tensor constitutivo tangente macroscopico ou homogenei-
zado C°P ¢ obtido a partir da equagdo (22), a qual pode ser escrita como: (ver mais detalhes em [12]):

) p
a5t Vgl Ofy(Eneat Vo)AV

ep _

G = ot det “1)
onde V¥ ﬁL ¢ obtido com a solucdo do problema de equilibrio do EVR definido na equacgao (29).

A equagdo (41) pode ser dividida da seguinte maneira:

ceP = cepTaylor) (jiep (42)

L L

onde Cfp(Tay 07 & definido como o operador tangente do modelo de Taylor (obtido adotando-se
Vsﬁ#(nﬂ) = 0), sendo calculado pela média volumétrica do tensor constitutivo microscopico como segue:

9fy(en+1) dv = Vifﬂﬁ D;it av =7y
u

1

— a av
C'Ep(TaleT) _ Vi fﬂﬁ fy(€n+1) 1 (e
dey

—_— =—f h Np W
t oet V" Qy

p()
p=17, D, (43)

onde D, ¢ o tensor tangente microscopico € N, o nimero de fases definidas no EVR.

Note-se que a parte sélida do EVR pode ser composta por diferentes fases, cada uma podendo ter dife-
rentes propriedades elasticas e serem regidas por diferentes modelos constitutivos.

A outra parte Cie P da equacdo (42) representa a influéncia da flutuagio dos deslocamentos no valor do
tensor homogeneizado (ver mais detalhes em [10]). Considerando-se uma discretizagdo em N, elementos, a
mesma ¢é definida por:

1
3 v Jon 09y (VST AV o1
o s S —V—luaél(,g eL" (44)

l det

onde G, é definido de acordo com o modelo em multi-escala; para flutuagdes periodicas é dado por: Gs =
[Gp + G, G,]l, sendo G definida como: G = \° D;B,V,.

e=1

2.2.5 Algoritmo

E importante notar que para se calcular o vetor de momentos elasticos AK,, (definido na equagio (9)), um
moddulo de Young E e um coeficiente de Poisson v devem ser definidos para o macro-continuo. Como a ana-
lise ¢ feita em multi-escala, onde a microestrutura possui fases com diferentes propriedades elasticas, a fim
de melhorar a taxa de convergéncia do processo iterativo do macro-continuo (placa), esses valores (E e v da
placa) serdo adotados como a média volumétrica dos respectivos valores na microestrutura, ou seja:

Ny V.

E = szl VZ EP (45)
Ny v,

v=) pzl_VZ vy (46)

onde N, ¢ o nimero de fases definidas no EVR.

Observe-se que as equagdes (45) e (46) nao sdo usadas para resolver o EVR, apenas para calcular os
vetores elasticos da placa. No algoritmo a seguir, i (sendo I = () representa uma iteragdo do macro-continuo
enquanto igyr (sendo igyr = 0) esta relacionado com o processo iterativo do EVR. O processo incremental-
iterativo necessario para alcangar o equilibrio da placa em um incremento n ¢:

1. Célculo do incremento de momentos elésticos AK,, (definida na equagao (9)).
2. Para cadano da placa:

2.1 Incremento de curvatura Ay é obtido com a lei de Hooke (equagio (3)).

2.2 Um EVR ¢ definido para cada ponto de Gauss definido ao longo da espessura da placa. O EVR
¢ resolvido seguindo o procedimento:

2.2.1 As macro-deformagdes sdo impostas ao EVR: A} = —x; Ayl .
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2.2.2 Para ipyp = 0, as flutuagdes de deslocamentos sdo nulas e, portanto, os deslocamentos no
x P 10 _ i (%1
EVR (equagio23) sio: {Au#}n = [Ae]}, {xz}y.

2.2.3 Solugdo do problema de equilibrio do EVR (processo iterativo ig,r = 0):
a) Valores nodais das forcas {F }iﬂ’f (equagdo (31)). Para isso, os seguintes valores devem ser compu-
tados para cada elemento finito e:

IRVE

e(t

u ()} .
n

IRVE
-vetor do incremento de deformagao de tentativa: {Agﬁ (t)} =B, {A "
n

. N . iRVE .
- vetor do incremento de tensdo de tentativa {AO’: (t)} , usando a lei de Hooke,
n

iRVE+1 IRVE

-vetor de tensdo de tentativa: {of ® }
n+1 n

. o ~ iRvE+1 _— iRVE
- verifica-se 0 modelo constitutivo, obtendo-se a tensio {5 }n+1 € o tensor constitutivo [Dﬁ]n

(todas as variaveis s2o atualizadas tendo como base os valores do incremento anterior (ver em [26])).

b) O vetor {F, R}iﬂ’f (equagdo (40)) é obtido de acordo com o modelo em multi-escala.

c¢)Verifica-se a convergéncia:

FRFR

< tol, onde F, sdo as forgas nodais no lado I;" (ver figura (2)) e tol ¢ a tolerdncia adotada para
FEFp

0 processo iterativo. Se ha convergéncia, segue no passo (2.2.4); se ndo ha, o processo continua no

passo d.

d) Obtém-se a matriz de rigidez do EVR (equacdo (32)) e a matriz [K R]éfl')/E (equagdo (40));

e) Resolve-se o sistema dado pela equagdo (40) e obtém as corregdes de flutuagdes {6ﬁR};RVE 1

f) Obtém-se o vetor total {511};’“’5 1

g)Calcula-se o novo incremento de deslocamento a ser imposto ao EVR:

{Auﬁ}:fVEH = [Ace], {2} + {Aﬁ”}:fVEH, onde {Aﬁu};RVEH = {Aﬁ”}:WE + {8T}RVE* ¢ retorna-se
y

ao passo (a).

2.2.4 Obtém-se o tensor constitutivo homogeneizado [C¢P]%, (equagdo (20)).

2.2.5 Obtém-se a tensdo homogeneizada 0,1} (equagdo (35)), onde o segundo termo ¢ nulo para
flutuagdes periddicas; calcula-se o incremento de tensdo Ag}: = Ac il — 6,,_; do macro.

2.2.6 Obtém-se o incremento de momento Am/, (equacio (18)) e o tensor constitutivo [Cﬁlp];
(equagdo (17)).

3. Verifica-se o equilibrio do macro-continuo expresso pela equagédo (13).

3.1 Se o residuo Ry ndo for nulo, a matriz tangente (equacdo (16)) ¢é atualizada e as
¢des SAyL*! (equagdo (15)) sdo calculadas. Atualiza-se o incremento de curvatura Ay.*! (equacio
(14)) a ser aplicado na proxima iteragdo e retorna-se ao passo 2.2 para comegar a nova iteragao i + 1.

3.2 Se o critério de convergéncia do macro € nulo, de acordo com a tolerancia adotada, continua
no passo 4.

4. Calculam-se os valores nodais dos momentos plasticos (equacdo (11)) e os valores nodais de des-

locamentos, forcas e esforcos internos (equagdes (8) e (10)).

5. Retorna-se ao passo 1 e aplica-se novo incremento n + 1.
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3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Como exemplo inicial de aplicacdo da formulagdo proposta, adota-se uma placa quadrada cujos lados medem
Im (ver figura (3a)), sendo a mesma apoiada nas quatro bordas e submetida a uma carga uniformemente dis-
tribuida de 1 N/cm?. Além disso, adotou-se para a mesma 4 cm de espessura ¢ a discretizagdo definida na
figura (3a), onde tém-se 100 nés no contorno, 25 pontos internos, 72 células e 48 elementos no contorno.
Considerando-se essa placa sdo realizadas diferentes analises numéricas.

Neste exemplo objetiva-se mostrar que a formulagdo proposta é capaz de capturar os diferentes com-
portamentos da estrutura com a manipulacdo da microestrutura heterogénea. Para tanto, inicialmente, os re-
sultados numéricos sdo obtidos adotando-se uma analise ndo linear convencional, onde um material homogé-
neo ¢ utilizado a fim de comparar com aqueles referentes a uma analise nao-linear multi-escala. Nesse se-
gundo caso, a microestrutura do material ¢ modelada inserindo inclusdes mais rigidas na matriz, o que au-
menta a rigidez da estrutura.

Para a analise ndo-linear convencional adotou-se que a estrutura ¢ composta por um material que obe-
dece o modelo de Von Mises com haderning isotropico com as seguintes propriedades: modulo de elasticida-
de E = 2000 kN/cm?, coeficiente de Poisson v = 0,2; tensdo de escoamento de 70 N/cm? e modulo de encru-
amento K= 430 N/cm?. J& na analise multi-escala, o material tem sua microestrutura representada por um
EVR onde cinco inclusdes elasticas sdo inseridas na matriz metalica, cujas propriedades sdo: v=0,35¢ E =
4000 kN/cm?, enquanto que para a matriz do EVR ¢ definida com as mesmas propriedades do material ho-
mogéneo da analise ndo-linear convencional. Condi¢des periddicas foram utilizadas na modelagem do EVR.
Na discretizagdo do EVR adotaram-se 520 elementos triangulares e 293 nos (veja figura (3b)) e como condi-
¢do de contorno no mesmo foi considerada flutuagdes periddicas. Vale ressaltar que na formulagdo aqui de-
senvolvida, cada EVR representa um ponto do macro e, portanto, suas dimensdes ndo sdo importantes, porém
¢ fundamental o conhecimento da proporcionalidade entre as fases constituintes ¢ a localizagdo dos consti-
tuintes. Ou seja, os resultados numéricos ndo mudam em fungdo das dimensdes adotadas para os lados do
EVR.

75 51
76 A [b]

im

100 | Vo | N \|28 i

im

Figura 3: a) Discretizacdo da placa: 100 nds no contorno, 72 células b) Discretizagdo do EVR com inclusdes elasticas.

Esse tipo de geometria de EVR pode representar materiais como o concreto, onde inclusdes elasticas
mais rigidas (agregados) sdo adicionadas a matriz (argamassa), de comportamento mais flexivel. Também se
pode pensar na modelagem de materiais compoésitos com matriz metalica reforcada (CMM), [25]. Contudo,
focando em materiais como o concreto, para modelar o comportamento da matriz, além do modelo de Von
Mises, ¢ adotado também o modelo de Mohr-Coulomb, a fim de mostrar que os resultados mudam de acordo
com o modelo constitutivo adotado, o que ressalta a importancia de adotar um modelo constitutivo que me-
lhor represente o comportamento do material. No entanto, para modelar o comportamento da argamassa, que
¢ um material fragil, o modelo de Mohr-Coulomb seria mais indicado por considerar uma limitagdo de resis-
téncia para estados predominantes de tracdo. Para o modelo de Mohr Coulomb foram adotados os mesmos
parametros ja citados para o modelo de Von Mises, além de ser definido o angulo de dilatagdo de 20° e angu-
lo de fric¢do de 10°, o que leva a uma regra nao-associativa, [9].

A figura (4) apresenta o deslocamento do ponto central da placa ao longo do processo incremental,
considerando-se os diferentes tipos de analises. Observa-se que os resultados das analises multi-escala estdo
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bem préximos e os resultados mostram um comportamento mais rigido da estrutura, devido a consideracao
de inclusdes elasticas na microestrutura do material. Os resultados da analise ndo-linear convencional foram
bem diferentes a partir do ponto que houve plastifica¢do, o que era esperado devido a menor rigidez do mate-
rial homogéneo. Focando no caso das analises multi-escala, a estrutura evidenciou processos de plastificacdo
devido ao emprego dos modelos constitutivos mencionados, entretanto, com a consideracdo de perfeita ade-
réncia entre agregado e matriz, sendo os agregados mais rigidos que a matriz, foi evidenciada uma rigidez
maior da estrutura mesmo com o processo de plastificacdo da matriz, o que mostra que a insercao de inclu-
soes rigidas na microestrutura do material leva a um ganho de resisténcia e rigidez. Também percebe-se que a
insercdo de inclusdes rigidas na matriz limita o comportamento ductil do material quando comparado as ana-
lises convencionais, principalmente no caso do emprego do modelo de Von Mises (abreviado como VM na
figura (4)). Ainda discutindo as andlises convencionais, com o modelo de Mohr Coulomb (abreviado como
MC na figura (4)) a estrutura resiste a maiores carregamentos, porém apresenta menores deslocamentos ca-
racterizando materiais frageis enquanto o modelo de Von Misses apresenta um grande aumento no valor do
deslocamento com pequeno incremento de carga, caracterizando o comportamento de materiais mais ducteis.

Fator de Carga x Deslocamento

-
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Figura 4: Deslocamentos no ponto central da placa considerando-se diferentes tipos de analises.

Analisando agora a placa definida na figura (5) para representar o macro-continuo, o EVR considera-
do ¢é composto por uma matriz metalica, de comportamento elasto-plastico, onde se define uma inclusio elas-
tica, cuja area sera modificada a fim de demonstrar como o aumento de sua area afeta diretamente a resistén-
cia e rigidez do material e, consequentemente, o comportamento da estrutura. Esse tipo de EVR pode repre-
sentar materiais como o0 CMM, onde inclusdes sdo adicionadas ao material a fim de melhorar suas proprieda-
des elasticas ligadas a rigidez e a resisténcia.

A figura (5a) ilustra a placa analisada, onde os lados menores sdo considerados livres enquanto que os
outros dois lados sdo engastados. Para a definicdo da geometria da placa adotou-se: espessura t,=4,0 cm,
a=200,0 cm e b=100,0 cm. Como carregamento, considerou-se uma carga g=3,5 kN/cm? uniformemente dis-
tribuida sobre a area central definida na figura, a fim de representar uma carga concentrada de 787,5 kN apli-
cada no centro da placa. Na discretizagdo da placa foram adotados 36 elementos no contorno e 144 células no
dominio como definido na figura (5b).
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Figura 5: a) Condi¢des de Contorno b) Discretizagdo da placa.

Para modelar o comportamento elasto-plastico da matriz serd adotado o critério de Von Mises, sendo
adotado: encruamento K=2000 kN/cmz, coeficiente de Poisson v=0,3; Modulo de Elasticidade £=20000
kN/cm?, tensdo de escoamento c,=40,0 kN/cm®. Por outro lado, as seguintes propriedades elasticas serdo
adotadas para as inclusdes: v=0,3 ¢ E= 160000 kN/cm®. Serdo considerados trés diferentes tamanhos para a
inclusdo: o primeiro EVR possui uma fragdo de volume de inclusdo de 5%, onde foram adotados 720 elemen-
tos finitos triangulares e 393 nods na discretizagdo (veja figura (6)); para o segundo EVR adotou-se fracdo de
volume de inclusdo de 10%, com 584 elementos finitos triangulares e 325 nos (figura (7)); finalmente, para o
terceiro EVR foi utilizada uma fragdo volumétrica de inclusdo de 30%, com 572 elementos finitos triangula-
res € 319 nos (figura (8)). Condicdes periddicas foram utilizadas na modelagem do EVR.

Figura 6: Discretizagdo do EVR com frag@o de volume de 5% para a inclusdo

Figura 7: Discretizagdo do EVR com fragdo de volume de 10% para a inclusido
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Figura 08: Discretizagdo do EVR com fragdo de volume de 30% para a inclusdo

No que segue sdo apresentadas as respostas dos EVRs em termos de tensdo homogeneizada na direg@o
x quando submetidos a uma deformagdo macroscdpica, tendo como objetivo a simulagdo de estados predo-
minantes de tragdo e de compressao, evidenciando a diferenca de comportamento mecanico da microestrutura
heterogénea. Para o caso de estados predominantes de tracdo foi imposta a deformacdo macroscopica € = [g;
&y: Yxy] = [0,005; -0,000695; 0,0]. J4 para o caso de estados predominantes de compressdo, foi imposta a de-
formagdo macroscopica € = [&; &y, Yxy] = [-0,05; 0,000695; 0,0]. Nos dois casos, as deformag¢des macroscopi-
cas foram aplicadas em 10 incrementos utilizando uma tolerancia de 10™ para verificagdo do processo incre-
mental-iterativo. Condi¢des periddicas foram utilizadas na modelagem do EVR.

No caso de estados predominantes de compressdo, a figura (9) ilustra as respostas obtidas. Observa-se
que o aumento da fragdo volumétrica de incluséo (refor¢o da matriz metalica) confere um aumento da rigidez
e resisténcia da microestrutura do material. Isso ¢ refletido no comportamento mecanico da macroestrutura
ilustrada na figura (10). Observa-se ainda que o aumento da fragdo volumétrica de inclusdo também eviden-
cia sua influéncia no comportamento elastico do EVR, onde a plasticidade da matriz fica menos evidente. Em
particular, a resposta do EVR com 5% de inclusdo mostra um comportamento mecénico elastico até 42
kN/cm® (420 MPa) quando hé o inicio dos processos de plastificagio da matriz. J4 o aumento da fragdo vo-
lumétrica da inclusdo mostra valores menores de tensdo para inicio da plastificagdo, isso porque a presenga
da inclusdo rigida faz com que o nivel de tensdo no EVR seja aumentado.

Resposta Homogeneizada do EVR em Compressdo

600
Tensdo Homogeneizada

na direcdo X (MPa) 300

400

300| 5% de inclusdo
—— 10% de inclusdo

200] — 30% de inclusio

100]

! |

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
x 1073

Deformagao Macroscopica na diregdo X
Figura 9: Comparagdo dos resultados de Tensdo homogeneizada de compressao na direcdo x (o,) do EVR

versus deformacdo macroscopica de encurtamento imposta na diregdo x (&) para os casos de fragdo
volumétrica de inclusdo de 5%, 10% e 30%. Os valores foram considerados positivos para melhor visualiza-
¢do.
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No caso de estados predominantes de tracdo, as respostas obtidas foram exatamente as mesmas obti-
das para estados predominantes em compressao. Isso ¢ devido ao uso do modelo de Von Mises que considera
que os materiais tém o mesmo comportamento mecanico em tragdo e compressao.

A figura (10) apresenta as respostas obtidas com o emprego das analises multi-escala da placa, sendo
analisado o deslocamento no ponto central da placa com a evolugdo do fator de carga. Observa-se que o ga-
nho de rigidez demonstrado nas analises da microestrutura (figura (9)) ¢ refletido no comportamento mecani-
co do macro-continuo. E interessante constatar como a manipulagio da microestrutura, inserindo inclusdes
com maior rigidez na matriz elasto-plastica, leva a um comportamento desejavel da estrutura, que em nosso
caso, procurou-se aumentar a rigidez da estrutura com a manipulagdo do material homogéneo, conferindo-lhe
maior rigidez e, em contrapartida, heterogeneidade. Portanto, com a formulagdo multi-escala é possivel anali-
sar estruturas compostas por materiais complexos em sua microestrutura recorrendo a modelos constitutivos
simples em formulagdo e com poucos pardmetros, sem a necessidade de recorrer a modelos constitutivos fe-
nomenolégicos com alto grau de complexidade. Em suma, os resultados apresentados neste trabalho estdo em
concordancia com respostas esperadas, as quais também estdo relatadas em [7], [10], [11] e [14], tanto em
analises desacopladas da microestrutura apenas, como também em analises envolvendo a micro e macroestru-
tura de forma totalmente acoplada.
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Figura 10: Deslocamento no ponto central da placa ao longo do processo incremental.

4. CONCLUSOES

Neste trabalho foi apresentada a formulagdo multi-escala para analise de flexdo de placas, onde o MEC foi
usado para modelar a macro-escala e o MEF adotado para modelar a micro-escala. Neste modelo cada n6 de
célula da placa ¢ representado por um EVR, cujo problema de equilibrio deve ser resolvido para se obter a
tensdo e o tensor constitutivo do nd da placa através de um processo de homogeneizagao.

Foram apresentadas andlises numéricas, onde os resultados obtidos com a andlise ndo-linear conven-
cional foram comparados com aqueles obtidos com as respostas do emprego da formulagdo multi-escala.
Adotaram-se diferentes modelos constitutivos para representar o comportamento do material, tendo definidas
inclusdes elasticas no EVR a fim de enrijecer a estrutura. O modelo de Von Mises ¢ ideal para representar o
comportamento de materiais ducteis, os quais apresentam valores consideraveis de deformagao pléstica antes
de atingir o estado de colapso, sendo o modelo de Mohr Coulomb mais indicado para materiais frageis, que
rompem sem apresentar deformacgdes plasticas muito consideraveis. Contudo, o emprego desses modelos,
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associados a geometria e a fragdo volumétrica dos constituintes da microestrutura, levam a capacidade de
obtencdo de respostas numéricas de estruturas compostas por materiais heterogéneos ao se utilizar a formula-
¢do multi-escala.

Os resultados obtidos sdo coerentes, isto ¢, obteve-se resposta mais rigida com a analise em multi-
escala se comparada a analise ndo-linear convencional e uma curva mais flexivel quando se adotou o modelo
de Von Mises para modelar a matriz da microestrutura. Além disso, é importante dizer que o programa mos-
trou ser estavel, sendo a convergéncia do processo incremental-iterativo sempre alcangcada com poucas itera-
¢des. Dai a importancia da formulagdo tangente consistente apresentada neste trabalho, principalmente numa
analise multi-escala, onde o custo computacional ¢ um limitador de sua utilizagdo para grandes problemas.

Por outro lado, os exemplos numéricos evidenciaram a capacidade da modelagem multi-escala em
capturar a influéncia da modificacdo das propriedades da microestrutura na rigidez do macro-continuo, evi-
denciando que a validagdo qualitativa da formulag@o proposta foi alcangada. Acredita-se que esse € um passo
inicial antes de aplicacdes e comparacdes com respostas experimentais em estruturas compostas por materiais
heterogéneos.

Por fim, os resultados apresentados até entfo sdo promissores. A formulagdo apresentada aqui esta em
aperfeicoamento para se considerar o processo de fraturamento na microestrutura com o intuito de modelar o
descolamento da interface inclusdo/matriz em CMMs (ver os trabalhos [6] ¢ [25]) e sua influéncia no macro-
continuo. J& no caso de materiais frageis como o concreto, o surgimento e localizagdo do processo de danifi-
cacdo na microestrutura ¢ sua posterior transi¢do para o macro-continuo em forma de fraturamento, ¢ uma
linha de pesquisa ainda em aberto, onde alguns trabalhos foram publicados, [27] e [28].

5. AGRADECIMENTO

Ao Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnologico, CNPq, pelo suporte financeiro forne-
cido durante a realizagdo do trabalho.

6. BIBLIOGRAFIA

[1] PITUBA, J. J. C., FERNANDES, G. R., “An anisotropic damage model for concrete”, Journal of Engi-
neering Mechanics-ASCE, v. 137, 1.9, pp. 610-624, 2011.

[2] PITUBA, J. J. C., “Anisotropic damage model on the effects of damage process due to shearing stress in
concrete”, Acta Scientiarum: Technology, v. 35, n.2, pp. 227-236, 2013.

[3] PITUBA, J. J. C., “A damage model formulation: unilateral effect and RC structures analysis”, Comput-
ers and Concrete, An International Journal, v. 15, n.5, pp. 709-733, 2015.

[4] MATALLAH, M., LA BORDERIE, C., “Inelasticity—damage-based model for numerical modeling of
concrete cracking”, Engineering Fracture Mechanics, v. 76, pp. 1087-1108, 2009.

[5] GAL, E., KRYVORUK, R, “Fiber reinforced concrete properties — a multiscale approach”, Computers
and Concrete, An International Journal, v. 8, n.5, pp. 525-539, 2011.

[6] PITUBA, J. J. C., FERNANDES, G. R., SOUZA NETO, E. A., “Modeling of cohesive fracture and plas-
ticity processes in composite microstructures”, Journal of Engineering Mechaniccs-ASCE, v. 142, n.10, DOI:
10.1061/(ASCE)EM.1943-7889.0001123, 2016.

[71 NGUYEN, V.P.,, LLOBERAS VALLS, O., STROEVEN, M., et al, “Homogenization-based multiscale
crack modelling: from micro-diffusive damage to macro-cracks”, Computer Methods in Applied Mechanics
and Engineering, v. 200, n.9-12, pp. 1220-1236, 2011.

[8] KOUZNETSOVA, V., GEERS, M. G. D., BREKELMANS, W. A. M., “Multi-scale second-order compu-
tational homogenization of multi-phase materials: a nested finite element solution strategy”, Computer Meth-
ods in Applied Mechanics and Engineering, v. 193, pp. 5525-5550, 2004.

[91 PITUBA, J. J. C., SOUZA NETO, E. A. “Modeling of unilateral effect in brittle materials by a mesoscop-
ic scale approach”, Computers and Concrete, An International Journal, v. 15, n.5, pp. 735-758, 2015.

[10] PERIC, D., SOUZA NETO, E. A., FEIJOO, R., et al., “On Micro-to-Macro Transitions for Multiscale
Analysis of Heterogeneous Materials: Unified Variational Basis and Finite Element Implementation”, Inter-
national Journal for Numerical Methods in Engineering,. v. 87, pp. 149-170, 2011.

[11] GIUSTI, S. M., BLANCO, P.J., SOUZA NETO, E. A., et al., “An assessment of the Gurson yield crite-
rion by a computational multi-scale approach”, Engineering Computations, v. 26 ,n.3, pp. 281-301, 2009.



JUNIOR,S,S.N.; FERNANDES, G.R.; PITUBA, J.J.C. revista Matéria, v.22, n.2, 2017.

[12] SOUZA NETO, E. A., FEJOO, R. A., Variational foundations of multi-scale constitutive models of
solid: Small and large strain kinematical formulation. National Laboratory for Scientific Computing
(LNCC/MCT), Brazil, Internal Research & Development Report No. 16, 2006.

[13] WATANABE, 1., TERADA, K., SOUZA NETO, E. A, et al., “Characterization of macroscopic tensile
strength of polycrystalline metals with two-scale finite element analysis”, Journal of the Mechanics and
Physics of Solids, v. 56, pp. 11051125, 2008.

[14] SOMER, D.D., SOUZA NETO, E. A., DETTMER, W. G., ef al., “A sub-stepping scheme for multi-
scale analysis of solids”, Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, v. 198, pp. 1006-1016,
2009.

[15] SAAVEDRA-FLORES, E. 1., SOUZA NETO, E. A., PEARCE, C., “A large strain computational multi-
scale model for the dissipative behavior of wood cell-wall”. Computational Materials Science, v. 50(3): pp.
1202-1211, 2011.

[16] FERNANDES, G. R., SOUZA NETO, E. A., “Self-consistent linearization of non-linear BEM formula-
tions with quadratic convergence”, Computational Mechanics. DOI: 10.1007/s00466-013-0867-2, v. 52, pp.
1125-1139, 2013.

[17] FERNANDES G. R., PITUBA J. J. C., SOUZA NETO E. A. “Multi-Scale Modelling For Bending
Analysis of Heteregeneous Plates by Coupling BEM AND FEM”, Engineering Analysis with Boundary Ele-
ments, v. 51, pp. 1-13, 2015.

[18] FERNANDES G. R., PITUBA J. J. C., SOUZA NETO E. A. “FEM/BEM formulation for multi-scale
analysis of stretched plates”, Engineering Analysis with Boundary Elements, v. 54, pp. 47-59, 2015.

[19] FERNANDES, G. R., DENIPOTTI, G. J., KONDA, D. H., “A BEM formulation for analysing the cou-
pled stretching-bending problem of plates reinforced by rectangular beams with columns defined in the do-
main”, Computational Mechanics, v. 45, pp. 523 - 539, 2010.

[20] FERNANDES, G. R. “A BEM formulation for linear bending analysis of plates reinforced by beams
considering different materials”, Engineering Analysis with Boundary Elements, v. 33, pp. 1132 - 1140, 2009.

[21] FERNANDES, G. R., KONDA, D. H. “A BEM formulation based on Reissner’s theory to perform sim-
ple bending analysis of plates reinforced by rectangular beams”, Computational Mechanics, v. 42, pp. 671 -
683, 2008.

[22] FERNANDES, G. R., VENTURINI, W. S. “Building floor analysis by the Boundary element method”,
Computational Mechanics, v. 35, pp. 277 - 291, 2005.

[23] FERNANDES, GR., KONDA, DH. “A BEM formulation based on Reissner's hypothesis for analysing
the coupled stretching-bending problem of building floor structures”, Engineering Analysis with Boundary
Elements, v. 36, pp. 1377 - 1388, 2012.

[24] FERNANDES, G. R., VENTURINI, W. S. “Non-linear boundary element analysis of floor slabs rein-
forced with rectangular beams”, Engineering Analysis with Boundary Elements, v. 31, pp. 721 - 737, 2007.

[25] SANTOS, W. F., FERNANDES, G. R., PITUBA, J. J. C., “Analise da influéncia dos processos de plas-
ticidade e fratura no comportamento mecanico de microestruturas de Compositos de Matriz Metalica”, Revis-
ta Matéria, v.21,n.3, pp. 577 - 598, 2016.

[26] SOUZA NETO, E. A, PERIC, D., OWEN, D. R. J. Computational methods for plasticity: Theory and
applications, Wiley, Chichester, 814 pp, 2008.

[27] RODRIGUES, E. A., MANZOLI, O. L., BITENCOURT JR, L. A. G,, et al., “2D mesoscale model for
concrete based on the use of interface element with a high aspect ratio”, International Journal of Solids and
Structures, v. 94-95, pp. 112-124, 2016.

[28] TORO, S., SANCHEZ, P. J. S., BLANCO, P. J., et al., “Multiscale formulation for material failure ac-

counting for cohesive cracks at the macro and micro scales”, International Journal of Plasticity, v. 76, pp.
75-110, 2016.


http://lattes.cnpq.br/6759737872829668

