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Apresenta-se o sistema de equacoes que descreve consistentemente os estados quase-permanentes,
campos e potenciais, abrangendo a eletrostitica, a magnetostatica e a lei de induc¢ao de Faraday.
Mostra-se que ele é correto até a ordem de v?/c? e de wr/c® em que v e w sdo a velocidade e a
aceleracao tépicas das cargas, ¢ a velocidade da luz e r a distancia ao ponto considerado. Pode-
se entdo obter o campo elétrico de uma carga em movimento nessa aproximagao, o qual corrige
o campo de Coulomb por termos dependentes da velocidade e da aceleracao da carga. Mostra-
se assim, como feito anteriormente por Ritz e O’Rahilly, que a inducao eletromagnética pode ser
atribuida a aceleracao das cargas do circuito indutor, propiciando uma visdo alternativa dessa
interacao, usualmente atribuida a variacao do fluxo no interior do circuito.

The equations of the quasi-steady states, for the fields and the potentials, covering electrostatics,
magnetostatics and the Faraday Induction Law, are given. They are correct to the order of v?/c?
and wr/ec, v and w being the typical velocity and acceleration of the charges, ¢ the speed of light
and r the distance to a given point . This last fact allow us to obtain, in this approximation,
the electric field of a moving charge, which corrects the Coulomb field by terms depending on the
velocity and acceleration of the charge. Then, it may be shown, as done previously by Ritz and
O Rabhilly, that electromagnetic induction may be attributed to the acceleration of the charges of
the inducting circuit, thus ensuing an alternative view of this interaction, usually attributed to flux
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variation enclosed by the circuit.

I Introducao

O ensino do eletromagnetismo comeca com a ele-
trostatica, vai a magnetostdtica, incorpora depois a
lei de inducao de Faraday, com a qual estuda a in-
teracao entre circuitos elétricos, sob o titulo de esta-
dos quase-permanentes (ou quase-estaciondarios) e final-
mente chega as equagbes de Maxwell [1-4]. Atingido
este dltimo estdgio, ndo se preocupa porém em esta-
belecer claramente a aproximacao envolvida no estagio
anterior, isto é, a dos estados quase-permanentes, ao
qual dedicou tempo consideravel, ja que com ela muitas
questoes préticas foram estudadas (carga do conden-
sador, o capitulo de correntes alternadas, motores etc).
Vejamos o que diz o muito popular Reitz, Milford, e
Christy [2]. No Cap. 13, estudando correntes variando
lentamente no tempo, diz, em nota de roda-pé, que os
estados quase- permanentes resultam da aproximagao
de se desprezar no rotacional do campo de indugdo

magnética a contribuicdo da corrente de deslocamento.
Como notou hé muito Maxwell, isto tornaria aquela
equacao inconsistente. Do nosso conhecimento, s6 em
[5] o assunto é discutido explicitamente, mas de forma
inadequada (ver secao III adiante). Parece-nos, por-
tanto, interessante e mesmo necessario esclarecer o as-
sunto, o que, alids, é muito simples de ser feito, como
veremos na secdo II, em que o sistema de equagdes
dos campos elétrico e de inducao magnética é apresen-
tado. Na secao III os correspondentes potenciais sao
dados e na secdo IV estuda-se em que regido e em que
condigoes a aproximagcao fornece valores quase corretos.
E, na verdade, aqui que o presente estudo se mostra
especialmente frutifero: ele permitird obter, nessa a-
proximacao, o campo coulombiano corrigido pela ve-
locidade e pela aceleracao da carga em movimento,
estudado na secdo V. Poderemos, entdo, penetrar na
ainda penumbrosa regido do ensino atual do Eletro-
magnetismo, aquele da inducao eletromagnética, no
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qual se procura atribuir seus efeitos a uma acdo co-
letiva dos circuitos - variacoes do fluxo magnético de
um circuito no interior de outro circuito, seguindo a
tradicao Faraday-Maxwell -, sem nenhuma referéncia
as fontes, as cargas elétricas em movimento, em in-
suspeitado contraste com a metodologia empregada no
ensino da eletrostatica e da magnetostatica. Como
mostraram anteriormente Ritz [6] e O’Rahilly [7], que
derivaram seus resultados dos potenciais de Liénard-
Wiechert, a inducdo eletromagnética deve ser atribuida
a aceleracao das cargas do circuito indutor, reconcilian-
do sua metodologia com a do ensino da eletrostatica e
da magnetostatica. Trata-se de uma reunificacido con-
ceitual importante, impossivel de ser feita sem a visao
eletronica -inexistente no tempo de Maxwell-, mas que
nao pode ser ignorada hoje em dia. E que por ser prati-
camente desconhecida da literatura, reproduzimos aqui,
na secao VI.

II O sistema de equacoes dos es-
tados quase-permanentes

Como dissemos ha pouco, a afirmativa de Reitz, Mil-
ford e Christy de que os estados quase-permanentes re-
sultam da aproximacdo de se desprezar a corrente de
deslocamento na equacdo do rotacional do campo de
inducao nao esta correta porque gera uma equacao in-
consistente. Como notou Maxwell, tomando-se a di-
vergéncia de ambos os lados da equacdo, a divergéncia
do rotacional é identicamente nula enquanto que a di-
vergéncia da densidade da corrente nao o é. Na verdade,
a aproximacao dos estados quase-permanentes (EQ-P)
consiste em usar-se, naquela equagao, nao o vetor deslo-
camento, mas o campo eletrostatico. Alids, é assim que
se inicia 0 ensino da indugao eletromagnética: ao campo
elestrostatico h superpomos o campo elétrico solenoidal
S. Teriamos, entdo, as seguintes equacoes, incorpo-
rando o conteido da lei de Faraday, a eletrostatica e a
magnetostatica

V-h=dmp, (1)

VxﬁzO, (2)

sendo p a densidade de cargas, e para o campo
solenoidal S com

. 10B
VxS§= _Eﬁ (3)
e, naturalmente,
v-§=0 (4)

sendo ¢ a velocidade da luz, e B o campo de inducao
magnética, e o campo elétrico total, E, é

—

=h+8 (5)
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A dependéncia dos campos na posicdo Z e no tempo
t estd sendo omitida na notacao e estamos usando o
Sistema CGS Gaussiano. Para o campo B definimos

V-B=0 (6)

— 471' d 1 aﬁ

ligando B as densidades de corrente de conducao, fc, e
fazendo a Eq.7 auto-consistente, tendo em vista a vali-
dade da equacao da continuidade

op _

As Egs. 1-8 constituem o sistema de equacoes dos esta-
dos quase-permanentes, cobrindo o Eletromagnetismo
em que os campos estdo situados nas proximidades das
cargas e correntes, como logo veremos. E interessante
notar que ele difere do sistema de equacoes de Maxwell
excluswamente pela presenca na Eq.7 de h em vez de
E campo elétrico total, Eq.5. No caso das Equacoes
de Maxwell exatas, a separagdo de Eemhe S deixa
de ser necessaria. Uma hipétese adicional deve ser feita
para se estudar o campo de cargas em movimento, como
faremos adiante. E ela

fc = pU (9)

sendo 7 a velocidade das cargas.

IIT  Os Potenciais dos EQ-P

Mostraremos que os potenciais escalar, U, e vetorial, A,
definidos pelas relacoes

U, 1) _/ P&, )dV! (10)

|7 = 2|

(11)

sendo dV' o diferencial de elemento de volume, geram
os campos dos E-QP dados na secdo anterior, Eqgs.1-8,
através das prescri¢des usuais

C 1 @) + 2O gy
A(m,t):z/ ¢ |.ri;1:|t

" 104
E=-VU--=— 12
vu c Ot (12)
e — —
B=VxA (13)

Notemos primeiro que, pelas Eqgs.11 e 8, temos

V-A=0 (14)
e, pelas Eqs.12, 10 e 14, acha-se

V-E=V-h=dmp (15)
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Agora, através das Eqs.12, 13 e 5, obtém-se

VXBZVX§:—%88—13 (16)
sendo .
Para o campo magnético temos, pela Eq.13
V-B=0 (18)
e para o rotacional, através da identidade
VXxVxA=-V?A4+VV.-4 (19)
obtém-se, com o auxilio da Eq.14,
VXEB = 4?” (jc + i%) (20)

equagoes que reproduzem as Eqs.1, 3 6 e 7, tendo em
conta a Eq.5. Pode ser facilmente verificado que se
na Eq.11, definindo o potencial vetor, tivéssemos adi-
cionado ao campo eletrostatico o campo solenoidal
S , obteriamos as Equacoes de Maxwell exatas. Note-se
que, em principio, poderiamos realizar transformagcdes
de calibre [1-3] nos potenciais U e A, dados nas Eqs.10
e 11, mantendo os valores de E e B inalterados. Mas a
separacao do campo elétrico numa parte eletrostatica,
Egs.1 e 2, e outra solenoidal, Egs.3 e 4, de grande apelo
fisico, ficaria comprometida. Pode-se mostrar que se
partirmos de ambos potenciais como instantaneos (e
nao sé o escalar como na Eq.10),- que é como os EQ-
P sdo definidos em [5] -, isto ndo corresponde a uma
transformagcao de calibre realizada sobre os U e A das
Egs. 10 e 11, e, assim, ndo podem ser considerados
como ponto de partida alternativo para os EQ-P.

IV ~ Ordem de Aproximacgao das
EQ-P

Uma questao importante é a da aproximacao incubada
nas equacoes dos EQ-P. Para respondé- la, devemos es-
tudar com que aproximagao se obtém os campos de uma
carga ¢, com velocidade v e aceleragdo w. Viu-se que
a aproximacgao dos EQ-P consiste em se usar h em vez
de E na Eq.11, desprezando-se S, Eq.5. Como S é 1/c
vezes a derivada temporal de A, Eq.17, (tratando-se de
estimativas s6 os médulos das grandezas serdo referi-
dos) e A é da ordem de qu/cr, S serd da ordem de
qu?/c2r? e de quw/c*r, que, alids, serd também a ordem
com que o campo elétrico serd calculado, Eq.12, onde
r é a distancia da carga ao ponto considerado. Mas a
inclusdo de S junto a h, que é da ordem de ¢/r?, no
integrando da Eq.11 geraria termos de ordem superior
aqueles com que E é calculado e portanto concluimos

que as equacoes dos EQ-P fornecem o campo elétrico
correto até termos da ordem de qu?/c?r? e quw/c?r.
Dentro do espirito de uma aproximagao, as correcdes
serdo suficientes se forem muito menores do que o termo
dominante, que é o campo coulombiano. Vemos, entdo,
que r << ¢?/w. Com relagdo ao campo magnético,
como correntes eletrostaticas de deslocamento (65/ ot)
nao criam campo magnético ([8] ou ver Apéndice), ele,
da Eq.13, serd da ordem de qu/cr?, mas que da no
calculo de forgas (de Lorentz), termo também da or-
dem de qv?/c’r?, isto é, compativel com aquela com
que é dado o campo elétrico.

AproximacOes para os campos de uma carga em
movimento podem ser obtidos alternativamente a par-
tir dos potenciais de Liénard-Wiechert [1-3], como re-
alizado por Ritz [6] e O’Rahilly [7], e daf ser interes-
sante comparar resultados obtidos de pontos de par-
tida aparentemente tdo distantes. O calculo segundo
as equacoes dos EQ-P estd realizado no Apéndice e
seu resultado concorda com aquele fornecido por Ritz e
O’Rabhilly, via Liénard- Wiechert. Obtém-se

E=2 [7“ (1J —3(0-7)° w'F) —@] (21)

r2 2c2 2c?

qu X 7

B = 22
crs (22)

em que 7 € o vetor posicao do ponto do campo, contado
da posicdo instantanea da carga ¢, com velocidade ¥ e
aceleragdo w. © é o versor de 7.

V Breve estudo do campo
elétrico dos EQ-P para a carga
pontual

Daqui em diante, chamaremos de campo elétrico dos
EQ-P a parte em excesso ao campo puramente coulom-
biano, ou seja, o campo dependendo somente da veloci-
dade, E{;, € 0 campo Em, dependendo somente da acele-
racdo W da carga em movimento. Na Fig.1, mostramos
a dependéncia angular de TQEg, como funcdo de z e y,
para o caso de velocidade na direcao +x. E um campo
radial, de cardter rotacional bem visivel (ele obedece a
Eq.16), e vé-se que ele diminui o campo na direcao do
movimento e o aumenta na direcdo perpendicular. En-
quanto que o campo de velocidade E{; cai com 1/r%, o
campo de aceleracao Ew cai como 1/r. A dependéncia
angular de r. Ew estd mostrada na Fig.2 para o caso
de aceleragdo na diregdo +z.
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Figura 1. Padrao de linhas de campo de rzﬁv, Eq.21, cal-
culado com as facilidades do MathCad plus 6. A carga com
velocidade constante estd em x, y = 0 movendo-se na direcao
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Figura 2. Padrao de linhas de campo de r - Ew, Eq.21, cal-
culado com as facilidades do MathCad plus 6. A carga em
xz,y = 0, tem aceleracdo para a direita.

VI A inducao eletromagnética

Como comentado na Introducdo, na apresentacio usual
[1-4] a inducdo eletromagnética é atribuida & variacao
no tempo do fluxo do campo B ‘aprisionado’ num cir-
cuito fechado (as vezes, apenas se imagina que é fechado
e calcula-se a variagdo de um fluxo imagindrio [9], ver
secdo 7). Alternativamente, em vez do fluxo de E,
podemos tomar a circulacdo de ff, e a forca eletro-
motriz induzida num circuito é igual a variagdo tem-
poral da circulagdo de A. Mas, na verdade, A ¢ um
campo definido em todo espaco, e ndo pertencente nec-
essariamente a pontos de um circuito. Vamos mostrar,
como fizeram antes Ritz [6] e O’Rahilly [7], que, se-
gundo a visao eletronica da matéria, a indugdo deve ser

G.F. Leal Ferreira

atribuida a aceleracao das cargas do circuito indutor.
Tomemos o circuito metélico C, em que ha uma cor-
rente i e achemos o potencial escalar e vetorial criado
por todas as cargas do circuito no ponto P, Fig. 3.
A corrente seréd considerada como devida a uma densi-
dade de carga linear A dotada de velocidade v. Sendo £
o versor da tangente a C' num ponto do circuito, o vetor
corrente serd i = Avf. Admite-se que o circuito é neu-
tro, isto é, ha cargas de compensagdo de sinal oposto,
de forma que o campo eletrostatico total se anula. Ve-
jamos agora o potencial vetor das cargas moéveis, Eq.12.
No ponto P, o campo eletrostatico criado por todas as
cargas méveis do circuito é constante no tempo, porque
uma carga ocupa, no instante seguinte, a posi¢ao ocu-
pada pela carga a sua frente no instante anterior. Por-
tanto, a componente de A devida as correntes de deslo-
camento se anula. A outra contribuicdo sera

Ap) = 7{ Avids _ [ tds (23)
c T c T

sendo ds elemento de comprimento de arco de C. Se o
circuito ¢ fixo e a corrente constante no tempo, A’(P)
também serd constante no tempo e o campo elétrico,
obtido da Eq.12, serd nulo. Notemos, de passagem, que
o fato de o campo elétrico de indugdo ser zero para cor-
rentes estaciondrias significa que a integral ao longo de
C dos termos de velocidade, na Eq.21, é nula. E isto
explica por que Ev, isto é, o campo elétrico dos EQ-P
devido as velocidades, Eq.21, pode ser sistematicamente
ignorado no tratamento da indu¢do entre circuitos [6,7].
Voltando a Eq.23, vemos que, se as cargas estdo acele-
radas, isto é, se di/dt # 0, havera no ponto P o campo
de inducao §(P), que pela Eq.23, serd dado por

104 1di [ tds tds
—= Lo w2

S =t T a -

(24)

jé que & ¢ 1 se anula.

Figura 3. Cargas, com densidade linear A no circuito C,
tem velocidade v e aceleragdo w em presenga de cargas de
compensacao. Elas criam no ponto P o campo de indugao
dado pela Eq.23.
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Havera também campo de indugdo em P se C, em-
bora com corrente constante no tempo, for mével, por
exemplo, se for dotado de velocidade de translagdo @
(Fig.4). Neste caso, a velocidade das cargas méveis
serd @ + vt e das fixas, de sinal oposto, @, de forma
que para o potencial vetor, outra vez, s a velocidade
vt dos portadores méveis em relacio a C dard con-
tribuicdo. Outra vez, a parte devida as correntes de
deslocamento se anula e o potencial vetor serd dado pela
Eq.23. Porém agora havera campo elétrico de indugéo
porque JA(P)/dt # 0 pela translacio do circuito (a
menos que o ponto P estivesse animado da mesma ve-
locidade #, anulando a variacdo do potencial vetor em
pP).

Figura 4. Esquema para o célculo da indug¢do em P de-
vido ao circuito C, com corrente, dotado de velocidade de
translagdo 4.

— —

Da mesma forma que o E,, o campo E,, devido &
aceleracdo das cargas pode ser ignorado ao longo dos
anos pela preferéncia dada ao tratamento do fenémeno
de inducao como causado pela variacao do fluxo ‘apri-
sionado’ no interior do circuito. Mas se o circuito
fosse aberto? No célculo presente, o potencial vetor
é calculado no ponto P, sem necessidade de se pen-
sar num circuito fechado que eventualmente o incluiria.
Como dissemos, o cilculo de Ritz e O’Rahilly preenche
um vazio que existe na didatica usualmente empre-
gada, que é a de comecar o estudo da eletrostatica e
o da magnetostitica com o campo de uma carga pon-
tual, parada ou de um elemento de corrente, usando-se
em seguida o principio de superposicdo para abordar
situacoes mais complexas. Mas este ponto de vista é
esquecido no momento de se estudar a inducdo, como
se esta fosse devida a um efeito coletivo do circuito in-
dutor, ou seja, como se o principio de superposi¢do nao
pudesse ser aplicado. Por ultimo, consideremos que C
estd fixo e sua corrente é constante enquanto P pertence
a um circuito metalico em movimento. Neste apare-
cerd uma forga eletromotriz devido agora & componente
magnética, Eq.22, da forca de Lorentz.
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Apéndice

Seja a carga ¢, com velocidade ¢, que ocupa a
posicao @o(t), no tempo ¢ , ver Fig.5. Para o célculo do
potencial vetor no ponto Z, vamos dividir a Eq.11 em
duas partes. Sejam A e A, as parcelas

- 1 qu
A i.’ - T TS o N A].
0= CE =) (A
e
. 1 Bﬁ(f’gtfo(t))
Ay(B) == | —2——dV' A2
2(7) c/ T (42)

O~
X

Figura 5. Esquema para o cdlculo no ponto & do potencial
vetor fl}, Eq.A2, criado por uma carga ¢, em Zo(t) com
velocidade ¥ e aceleragdo w, devido, as correntes de deslo-
camento Ok (&' — Zo(t))/0t distribuidas no espago.

a integral se estendendo a todo espago, de elemento
dV’', sede da densidade de corrente de deslocamento
Oh(# — Zo(t))/Ot. Para se calcular Ay(Z), procedamos
da seguinte maneira: 1) a derivada no tempo pode
ser posta fora do integrando; 2) explicita-se k como
o campo coulombiano de q e faz-se

W)= -v—L __ —vy,— L A3
@ =Ve—mo - VT an
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e V' e V significando gradientes tomados em relagao as
varidveis ¥’ e &y, respectivamente; 3) extrai-se agora V|
do integrando de As. Consideremos, entéo, a integral

=

que pode ser vista como o calculo do potencial no ponto
Z criado pela distribuicdo esférica de cargas centrada
em Zo(t), com densidade de carga inversamente pro-
porcional a distancia ao centro, |Z' — Zy|. Como a inte-
gral em Eq. A4 serd uma funcdo do moédulo de Z — &y,
digamos F'(|Z — Zo(t)|), poderemos por

VO ‘-7/' _-7/'0( |dvl _

|_‘ -0,| / |w —xo(t)‘ dvl (A5)

-»,|

. 1 e I -
Az(;i“'):—/#

Devemos agora retornar a Eq.12 e tendo em conta
que

1 8 1 77
otr — Bt|E—Zo(t)] (A8)
€
I A
ET—T'F , (Ag)

sendo U a velocidade de g. Usando-se agora as Egs.
Al, A2 e a Eq.11 e realizando-se as derivagoes, chega-
se entdo & Eq.21, sendo W a aceleracdo de gq. Deve-
mos notar que, como previramos, V x A, = 0, por ser
A‘z um campo eletrostatico radial s6 dependente de r,
confirmando que correntes de deslocamento de campos
eletrostaticos ndo criam campo magnético [8].
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