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Um Calculo Aproximado do Poder das Pontas

An approximate treatment for the strenght of the points
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Célculo aproximado do potencial e da densidade de carga de um condutor quase cilindrico eletrizado
é realizado seguindo método desenvolvido por Maxwell em seu Treatise para condutores quase
esféricos. Com isso, é possivel obter relacoes diretas entre densidade de carga e curvatura para
casos simples. O plano carregado, levemente corrugado, é também abordado.

An approximate treatment of the potential and of the charge density of a quasi-circular conducting
cylinder is carried out along the line proposed by Maxwell in his ‘Treatise ’ for quasi-spherical
conductors. This allows us to establish relations between charge density and curvature in simple
cases. The slightly corrugated charged plane is also treated.

I Introducao

Antigamente, o ensino da Eletrostdtica dava muita
atencao ao estudo dos condutores eletrizados. Ilus-
trando o que se chama de ‘o poder das pontas’ figu-
rava mesmo o torniquete elétrico em que, a semelhanca
do torniquete hidrodindmico, que gira com a ejecao de
agua, aquele gira ao ser ligado a uma fonte de tensao.
A eletricidade se acumula nas pontas, o campo elétrico
ioniza o ar e a repulsao entre as cargas da ponta e as
ionizadas de mesmo sinal faz o torniquete girar em sen-
tido oposto ao da ponta, como se fosse movido, pela
reacao ao ‘vento elétrico’ [1] criado pela ponta.

Mais geralmente, o ‘poder das pontas’ significa a
preferencial acumulagdo de carga nas regides de maior
curvatura da superficie do condutor eletrizado, fato que
pode ser constatado experimentalmente com o auxilio
do ‘plano de prova’ [2,3]- um disco maledvel, manu-
seado com um isolante, que se aplica & superficie do
condutor, em variadas regides da mesma. Do ponto de
vista tedrico, a justificacdo do poder das pontas é mais
dificil porque exige correlacionar em geral a fungdo po-
tencial nas vizinhancas do condutor com as proprieda-
des geométricas da superficie. Aqui faremos uma abor-
dagem bem mais modesta ao problema, aproveitando
uma solucao aproximada dada por Maxwell em seu Tre-
atise [4] do potencial de um condutor quase esférico,
adaptada aqui para o caso de cilindros quase circulares,
procurando obter a densidade de carga e relacionando-a

com a curvatura, que, no presente caso, é unica.

II Solucao aproximada: o poten-
cial

A solugao aproximada proposta no Treatise [4], adap-
tada ao nosso caso, é a seguinte.

Seja o cilindro ‘quase circular de equacao polar, r e
0, —m <6 <m,

r=a(l+¢£(6) 1)
em que € é pequeno comparado com 1 e a é o raio médio
(ouseja, ["_ f(8)df = 0). Admitiremos que f() é sufi-
cientemente regular e que é representado por uma série
de Fourier

oo

fo) = Z(hn cosnf + g,sen nh) (2)

n=1

Como solucao geral da Equacao de Laplace, o poten-
cial criado pelo condutor carregado pode ser expresso
por

+ B, sen nf
Tn

Vir,g)=Vy+ A logr +5i Ap cosnf
) — Vo 0 -
a n=1
(3)
em que Vy é o potencial do condutor e € marca aqueles
termos que se anulam quando o condutor é perfeita-
mente circular. Desejamos determinar A,, e B,.
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Na superficie do condutor (e no seu interior),
V(r,0) =V, e também podemos escrever

r
log = = log(1 +=/(6)) ~ £ (6) (4)
Como o somatério da Eq. 3 ja contém &, o denomi-

nador r™ pode ser aproximado para a” e obtém-se

0=cAof(0) + Z ain(An cosnf + Bysen nf); (5)

n=1

ou tendo em conta a Eq.2

> A, B,
0= Z[(thn+ a_”) cosnf+ (Aogn + F)sen nf] (6)
n=1

de onde, por argumentos conhecidos, obtém-se
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Em duas dimensoes, o potencial do condutor nao
determina a solugdo no espaco: ¢ a densidade de carga,
Ap, que o faz.

IIT A densidade de carga

A densidade de carga, o, no CGS, é obtido de

dro = _ov 9)
on
n designando aqui a normal ao condutor. A direcdo de
n e a direcdo de r diferem de um angulo que, em radi-
anos, é da ordem de ¢, e como cose ~ 1 — 5, para €
pequeno, e, entdo, podemos tomar a direcdo de n como
sendo a de r. Entdo, aproximadamente,

ov. Ao iL

drog = —— = —— A 6+B 0
A_: — _Ah, o o o " +e 2 rn+1( n €08 nB+Bpsennd)
‘ (10)
e B Desenvolvendo-se 1/r, com r dado na Eq. 1, como
a—: = —Aogn (8) a(l —ef(0)) e no somatério fazendo-se r™* — a™, vem
]
dro = To[l —€ Z(hn cosnf + gpsennb)| + ¢ Z W(An cosnf + B, sennf) (11)

n=1

e substituindo-se os valores de A, e B,, dados nas Eqgs.
7 e 8, vem

A o0
dro = ——0[1 —¢€ Z(l —n)(hy, cosnb + gpsennb)],
a
n=1
(12)
equacao que mostra que o somatério efetivamente se
inicia em n = 2, ou seja, que o termo paran =1 ‘que
déa a posicao do centro de massa do condutor, suposto
de densidade uniforme, em relagio & origem’ [4] pode-
ria ser eliminado a priori da Eq. 2. A Eq. 11 também
mostra que para uma densidade de carga positiva, gy,
Ap é negativo. Reescrevemos a Eq. 11 como

o=og[l+e i(n — 1)(hp cosnb + gpsennd)] (13)

n=2

com o9 = —Ap/4ma.

n=1

IV O raio de curvatura

O raio de curvatura, R, em coordenadas polares é dado
por [5]

R— 2(r2 + r1?)3/2 (14)

r2 4+ 2712 —rrn

onde r/ e r/! significam derivadas primeira e segunda em
relacdo a 6. Para a aproximacao de la. ordem do nosso
calculo, vamos tomar 72 ~ a?(1 + 2cf( 0)), r! ~ caf/(
0), r* ~ 0, rrt ~ a(l +ef( 0))eafn( ) ~ ea®fn( 9),
de maneira que R é

R_ a(l + 3ef(6))
= T+ 2:£(8) —<f1(0)
ou tendo em conta a Eq. 2

R=a[l —¢ Z(n2 — 1)(hy cosnb + gpsennd)]  (16)

n=2

~ a[l+e(f(0)+fr(6))] (15)

A curvatura K igual a 1/R é

K =Koy[l+¢ z:(n2 — 1)(hy, cosnb + gpsennd)] (17)

n=2

com Ky =1/a, a curvatura média.
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V Discussao

V.1 Casos “puros”

Casos “puros” sdo aqui definidos como aqueles em
que um unico n comparece na deformacao do cilindro,
seja ele m. Discutiremos o caso em que ela é do tipo
cosmf com m par. cosmf tem m periodos angulares,
cada um compreendendo angulo de 6, = 27/m. As
pontas estardo em 6, = £27k/m e, entre elas, os va-
les (depressbes) em 6, = 7 (2k + 1)/m, 0 < k <
(m —1)/2. Com

r = a(l + e cosmb) (18)
tem-se para a densidade de carga e para a curvatura
o = oo[l+e(m—1) cosmb] e K = Ky[1+&(m>—1) cos mb]
(19)

Escrevemos também a expressdo do potencial V'(z),
sendo z = r — a,

1
1+

V(z,0) = Vo — dmopallog(1 + 2) —e( )™ cosmb]

(20)

Na verdade, a curva z(f) que faz V(z) na Eq. 20
igual a Vy s6 é dada pela Eq.17 na ordem de €. Em or-
dens superiores de €, €2, €2, etc., aparecerdo harménicos
de ordem m £ 1, m £ 2, etc. Permaneceremos em pri-

2 |

meira ordem.

Comparando-se a dependéncia angular de r, 0 e K
com m, vé-se que ela é mais forte para K, depois para
o e, em geral, mais fraca para r. Do valor de ¢ nas Eq.
19 vé-se que a diferenga entre as densidades de carga
nas pontas e nos vales é de 20¢e(m — 1), isto é, aumenta
com o estreitamento do periodo, quando as pontas fi-
cam, relativamente, mais agucadas. Também das Eq.
19 vé-se que, aproximadamente, vale a relagao

o) _ K@), L
e (TO) (21)

mostrando que para o caso puro pode-se escrever uma
relacdo direta entre a densidade e a curvatura. Por
exemplo, para m = 2, quando o cilindro é eliptico, te-
mos o(f) ~ ¢/K(0) e 0(0) ~ r(f). Na Fig. 1 mos-
tramos r/a, 0/og e K/K, para esse caso, m = 2,com
€ =0,1ena Fig. 2, param =4, com € = 0,05.

V.1.1 Placa plana levemente corrugada

Para um dado valor de m, o periodo angular é
0, = 27 /m, como visto acima, e o arco correspondente,

[, é
2ma
= — 22
i (22)

Como em 1* ordem todas as grandezas tem esse
tnico periodo, s6 necessitamos do que ocorre no periodo

em torno da origem, —m/m < 8 < w/m, para descrever
as grandezas tomemos nele o arco z, correspondendo a
6 = x/a. Teremos

mh=—=—— (23)

Fagamos, agora, o raio a crescer e nos mantenhamos
nas vizinhancas da superficie do cilindro. Devemos fa-
zer também m crescer para que [ se mantenha finito,
Eq. 22. Teremos uma superficie praticamente plana,
levemente corrugada, isto é, ea = by << I. A Eq.20
para o potencial, na aproximacio z << a, é

draogz  4mogae cosmb

V(Zao) = ‘/0 -

(24)

1+mz

———K(8)

Figura 1. Grafico polar para r(0),c(0) e K(6), normaliza-
dos & unidade, para r(#) = 1+ 0,1 cos 2. Trago cheio para
r(),pontilhado para o(f) - que nesse caso coincide com o
de r(0) -, e tracejado para K ().

— r(0)

———K(8)

\
N/

O mesmo que na Fig.l, para r(f) = 1 +

Figura 2.
0, 05. cos 46.

Em primeiro lugar, notemos, ao passarmos da
solucdo cilindro & solucdo plano, que esta herda daquela
a condi¢do de campo nulo no interior do cilindro (essen-
cialmente z negativo). Para corrigirmos isso, devemos
por 27 em vez de 47 na Eq.23, com o que subtraimos
0 campo 270 ao primeiro termo da Eq.23 e obrigamos
que o segundo cancele o primeiro para z na superficie do
cilindro. Fazendo-se as substituicoes validas para o caso
a — 00, que sdo ag — by, mf — 2wz /l, m/a — 2w/l,
tem-se finalmente

2moobg cos 2w

V(z,z) = Vo — 21002z + 14 2=

(25)
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para a qual vale a observagdo do tipo feita abaixo da
Eq.19.

V.2 Caso geral

Nas Figs. 3 e 4 mostramos o(f) e K(6), normali-
zados, para r/a = 1+ 0,05.(cos26 + 0,5. cos30) e nas
Figs.5 e 6, para r/a = 1+ 0,05.(cos20 + 0, 5. cos 36 +
0,25. cos46). Figs.3 e 5 sdo gréficos polares, incluindo-
se também os de r (6) /a, enquanto as Figs. 4 e 6 sdo
graficos cartesianos. Vé-se que méaximos e minimos
de o(f) e K(6) se correlacionam perfeitamente, sem-
pre com K (#) mais proeminente. Alids, o(f) estd, em
geral, mais préximo de r(6) do que de K (6), porém, a
determinacao de r(6) depende da locagdo da origem e
é, em termos praticos, menos accessivel.

Figura 3. Mesmas convencoes, para r(f) = 140, 05.(cos 26+
0,5 cos 36).

1.5
N /
e \ /
a(8) N
10 \/
— K \ \
() \/ \/
| | 1
0'50 2 4 6 8
e

Figura 4. Gréfico cartesiano para comparagao entre o(f) e
K (#),normalizados, para r(f) da Fig.3. Trago cheio para
o () e tracejado para K(0).
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— r(8)

, G(@)

———K(8) S

Figura 5. Mesmas convengoes dos outros graficos polares,
para r(#) =1+ 0,05.(cos 26 + 0, 5 cos 36 + 0, 25 cos 40).
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Figura 6. Como na Fig.4, para r(f) da Fig.5.
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