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En los cursos de F��sica y Mec�anica para estudiantes universitarios de Ciencias e Ingenier��a se
estudian los s�olidos deformables. Cuando un s�olido se somete a un esfuerzo, sufre una deformaci�on
que puede llegar incluso, cuando el esfuerzo es considerable, a la destrucci�on del sistema. Si el s�olido
recupera su forma original despu�es de suprimir las fuerzas externas, se dice que la deformaci�on ha
sido el�astica y si, adem�as, la deformaci�on producida es proporcional a la tensi�on aplicada entonces
se habla de s�olido el�astico lineal. Una de las deformaciones que puede sufrir un s�olido es la 
exi�on.
Cuando una barra delgada o una viga empotrada en una pared se somete a un esfuerzo de 
exi�on,
la barra se deforma curv�andose. Tambi�en en este caso en los primeros cursos universitarios de
las materias antes se~naladas se analiza la 
exi�on de una viga supondiendo que el material del que
est�a fabricada es el�astico y lineal y as�� podemos encontralo en los textos de F��sica y Mec�anica de
S�olidos. Sin embargo, cada vez m�as se utilizan materiales cuyo comportamiento es no lineal y �este
hecho deber��a considerarse. En este trabajo se analiza la 
exi�on de una viga supondiendo que el
material de la misma es no lineal. Se obtienen las ecuaciones de la el�astica y la 
echa siguiendo
un tratamiento an�alogo al desarrollado por Feynman cuando estudia la viga 
exionada en su libro
de F��sica, por lo que el desarrollo aqu�� presentado podr��a ser seguido sin muchos problemas por
cualquier estudiante de F��sica de los primeros cursos universitarios.

I Introducci�on

Las vigas generalmente son cuerpos s�olidos de forma
alargada y secci�on recta constante, de gran inter�es en
ingenier��a y arquitectura, que normalmente se utilizan
en posici�on horizontal y siendo su longitud grande com-
parada con las dimensiones de su secci�on recta. Las vi-
gas pueden estar sometidas a cargas concentradas, car-
gas distribuidas o a pares (momentos concentrados) que
act�uen solos o en una combinaci�on cualquiera, siendo
la 
exi�on la principal deformaci�on que sufren [1].

Puede de�nirse una viga como un s�olido homog�eneo
e is�otropo engendrado por una secci�on transversal, que
generalmente admite un plano de simetr��a y cuyo cen-
tro de gravedad describe una curva o l��nea, denominada
directriz, siendo el plano que contiene a la secci�on trans-
versal normal a dicha directriz [2]. Un caso particular
de vigas que se estudian en los primeros cursos univer-
sitarios de F��sica de las carreras de Ingenier��a y Arqui-
tectura son las est�aticamente determinadas o isost�aticas
[1,2], para las que se pueden obtener las reacciones de
los apoyos a partir de las ecuaciones de la Est�atica, es

decir, imponiendo las condiciones de que la suma de
fuerzas sea nula y la suma de momentos respecto a un
punto tambi�en lo sea. El estudio de la 
exi�on de las
vigas isost�aticas puede encontrarse en algunos textos
de F��sica General y Mec�anica (en su parte de Est�atica)
[1,4] y Mec�anica de Materiales [5,6]. Asimismo, las vi-
gas en voladizo han recibido recientemente atenci�on en
revistas en las que se publican trabajos relacionados
con la ense~nanza de la F��sica a nivel universitario [7-10].
Sin embargo, para el an�alisis que vamos a considerar en
este trabajo basta con el estudio de la viga 
exionada
que hace Feynman [11], al y su�ciente para compren-
der el comportamiento de estos elementos constructivos
cuando se someten a acciones externas.

Muchos problemas en Mec�anica de S�olidos pueden
resolverse utilizando el an�alisis lineal [6]. Sin embargo,
esta situaci�on cambia cuando se trata de plantear y so-
lucionar problemas no lineales. Entre las causas de no
linealidad en Mec�anica de S�olidos se encuentran la no
linealidad geom�etrica, la no linealidad debida al com-
portamiento del material y la no linealidad debida a las
condiciones de contorno [12]. En todos los casos la so-
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luci�on anal��tica suele ser complicada o inexistente salvo
en situaciones sencillas, por lo que es necesario recu-
rrir a t�ecnicas de soluci�on mediante m�etodos num�ericos.
En los libros de F��sica General y Mec�anica y en los
textos elementales de Mec�anica de S�olidos se estudian
�unicamente problemas cuya soluci�on puede encontrarse
bajo la hip�otesis del an�alisis lineal, mientras que los
problemas no lineales apenas se analizan, a�un cuando
hay muchas situaciones reales bastante comunes que
son claramente no lineales [10].

En el presente trabajo se plantea una forma sen-
cilla de introducir a los estudiantes de los primeros cur-
sos universitarios el concepto de no linealidad debida
al comportamiento del material. Para ello se analiza
la 
exi�on de una viga en voladizo en el caso particu-
lar en que el material del que est�a fabricada es el�astico
no lineal, a diferencia del caso lineal que es el que se
estudia en todos los libros de texto antes se~nalados.
El desarrollo que se va a realizar es an�alogo al presen-
tado por Feynman en su libro [11] y material el�astico
no lineal que se va a considerar es el conocido como
de tipo Ludwick [12, 13] pues presenta la ventaja que
incluye al material el�astico lineal como caso particular,
junto con un tratamiento matem�atico sencillo. Esto
es did�acticamente muy interesante pues permite a los
estudiantes derivar las ecuaciones que le son m�as fa-
miliares correspondientes al material el�astico lineal de
las m�as generales del material el�astico no lineal de tipo
Ludwick.

Se van a obtener dos caracter��sticas de la viga: el
desplazamiento m�aximo del extremo libre de la barra
o 
echa en funci�on de la fuerza aplicada y la curva de-
formada que adopta la barra 
exionada y que se deno-
mina el�astica [11], en el caso de una viga empotrada
en un extremo, tambi�en denominada viga en voladizo
o m�ensula. Tanto la 
echa como la el�astica dependen
del material y de la geometr��a de la viga [2, 3]. Se
estudiar�an algunas situaciones particulares en las que
se puede obtener la ecuaci�on de la el�astica por inte-
graci�on inmediata de la ecuaci�on diferencial que gobier-
na el comportamiento de la viga.

II Ecuaci�on momento-curvatura

para una viga de material

el�astico no lineal

Consideremos una viga de secci�on rectangular cons-
tante sometida a una serie de cargas externas que la
deforman. Si la barra est�a curvada signi�ca que el ma-
terial de la parte interna de la curva est�a comprimido,
mientras que el material de la parte externa est�a es-
tirado como se muestra en la Fig. 1 (a). Existe una
super�cie que no est�a ni comprimida ni estirada y que
se conoce como super�cie neutra [2, 6]. Consideraremos
tres hip�otesis relativas a la forma en que el esfuerzo de-

forma al material de la viga [6]. Para peque~nas 
exiones
de vigas simples el eje longitudinal de la viga, es decir,
la l��nea que une los centros de gravedad de las secciones
transversales de la viga, no experimenta ning�un cambio
de longitud y se conoce como l��nea neutra. Es evidente
que la l��nea neutra pertenece a la super�cie neutra de
la viga. El momento tiende a deformar la viga en forma
tal que esta l��nea recta se vuelve una l��nea curva. La
segunda hip�otesis es que todas las secciones transver-
sales de la viga permanecen planas y perpendiculares
al eje longitudinal durante la deformaci�on. La tercera
hip�otesis es que cualquier deformaci�on de la secci�on
transversal dentro de su propio plano ser�a despreciada.
En particular, el eje contenido en el plano de la secci�on
tranversal y respecto al cual gira la secci�on se llama eje
neutro.
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Figura 1. (a) Viga 
exionada y (b) segmento peque~no de
la viga 
exionada.

Si el comportamiento del material es lineal, la ley
de Bernoulli-Euler [6, 11] indica que el momento 
ector
es inversamente proporcional al radio de curvatura, sin
embargo si el comportamiento del material no es lineal
esto so se cumple. Para 
exi�on pura, una rebanada del-
gada de la barra se deforma como se ve en la Fig. 1 (b).
El material por debajo de la super�cie neutra tiene una
deformaci�on compresional, que veremos es proporcio-
nal a la distancia a la super�cie neutra, mientras que
el material por encima est�a estirado, tambi�en en pro-
porci�on a la distancia a la super�cie neutra. De la Fig.
1 (b) es f�acil ver que la relaci�on entre el estiramiento
longitudinal �l de una �bra de la viga, la altura y (Fig.
2) y longitud de la �bra antes de la deformaci�on l y el
radio de curvatura �, es 2� = �l/y = l/�, de donde:

�l

l
=

y

�
(1)
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Figura 2. Secci�on transversal de la viga.

Si suponemos que el material es el�astico no lineal de
tipo Ludwick, la relaci�on entre la fuerza por unidad de
�area (el esfuerzo � = dF/dS ) y el alargamiento por uni-
dad de longitud de una �bra cualquiera (la deformaci�on
" = �l/l) se escribe en la forma [12, 13]:

� = E"1=n (2)

donde E y n son constantes caracter��sticas que depen-
den del material. La relaci�on tensi�on-deformaci�on no
lineal de tipo Ludwick de la ecuaci�on (2) se ha repre-
sentado en la Fig. 3 para distintos valores de n, in-
cluyendo el caso el�astico lineal n = 1, mientras que en
la Tabla I se presentan los valores de E y n para algunos
materiales de tipo Ludwick [6, 12].
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Figura 3. Relaci�on tensi�on-deformaci�on no lineal de tipo
Ludwick para distintos valores de n, incluyendo el caso
el�astico lineal n = 1.

TABLA I - Valores de E y n para distintos materiales
de tipo Ludwick

MATERIAL E (MPa) n

Aleaci�on de aluminio N.P.8 456 4.79
Cobre endurecido 459 2.16
Fibra de vidrio 300 2.00
Pl�astico acetal 66 3.00
Pl�astico polipropileno 10 4.00

Podemos escribir la ecuaci�on (2) en la forma:

dF

dS
= E

�
�l

l

�1=n

(3)

Haciendo uso de las ecuaciones (1) y (3) es posible
calcular la fuerza que act�ua sobre una super�cie dS si-
tuada a una distancia y de la super�cie neutra (Fig. 2),
cuya expresi�on es:

dF = E

�
y

�

�1=n

dS (4)

Es evidente de la ecuaci�on (4) que n = 1 corres-
ponde al caso el�astico lineal y entonces la constante E
es el m�odulo de Young del material, de modo en este
caso la ecuaci�on (4) coincide con la ecuaci�on 38.34 del
libro de Feynman [11].

Veamos a continuaci�on cu�ales son las fuerzas que
dan lugar a tales deformaciones. Las fuerzas que act�uan
sobre el peque~no segmento dibujado en la Fig. 1 (b)
est�an dibujadas en la misma. Si consideramos cualquier
corte transversal, las fuerzas act�uan a trav�es de �el, en un
sentido por encima de la super�cie neutra y en el otro
por debajo. Vienen en pares para dar lugar a lo que se
conoce como \momento 
ector", M , que representa el
momento de las fuerzas respecto a la l��nea neutra. Es
posible calcular el momento total integrando la fuerza
multiplicada por la distancia a la supe�cie neutra (Fig.
2) en una de las caras del segmento de la Fig. 1 (b):

M =

Z
S

y dF (5)

donde la integral se extiende a la secci�on transversal S
de la barra.

Haciendo uso de la ecuaci�on (4), el momento 
ector
de la ecuaci�on (5) se puede expresar en la forma:

M =

Z
S

yE

�
y

�

�1=n

dS (6)

que �nalmente puede escribirse como:

M =
E

�1=n

Z
S

y(n+1)=ndS (7)
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La integral de y(n+1)=ndS es el \momento de orden
(n + 1)/n", que vamos a denominar In, de la secci�on
transversal respecto a un eje horizontal que pasa por su
centro de gravedad:

In =

Z
S

y(n+1)=ndS (8)

por lo que la ecuaci�on (7) queda �nalmente:

M =
EIn
�1=n

(9)

La ecuaci�on (9) proporciona la relaci�on entre el mo-
mento 
ector M y el radio de curvatura � de la viga y
se conoce como ecuaci�on momento-curvatura. La \rigi-
dez" de la viga es proporcional al producto EI n.

El radio de curvatura � de una curva de ecuaci�on
z = z(x) (ecuaci�on cartesiana de la curva el�astica de la
viga) puede calcularse mediante la ecuaci�on [6, 11]:

1

�
=

d2z=dx2

[1 + (dz=dx)2]
3=2

(10)

En el caso particular en que el desplazamiento de
los puntos de la el�astica de la viga deformada respecto
a los de la viga sin deformar es peque~no, es decir, en
el caso de pendientes peque~nas, es posible despreciar
el t�ermino (dz/dx )2 frente a la unidad en la ecuaci�on
(10), por lo que el radio de curvatura se puede calcular
a partir de la ecuaci�on:

1

�
=

d2z

dx2
(11)

Lo que permite escribir la ecuaci�on diferencial de
la curva el�astica para una viga de material el�astico no
lineal de tipo Ludwick bajo la hip�otesis de peque~nos
desplazamientos en la forma:

d2z

dx2
=

�
M

EIn

�n
(12)

que es la ecuaci�on diferencial de la el�astica de la viga
de material de tipo Ludwick en el caso de peque~nas
pendientes de la misma.

Si la secci�on transversal de la viga es rectangular de
base b y altura h (Fig. 2), entonces en la ecuaci�on (8)
se tiene dS = bdy, de donde In se puede calcular como:

In =

Z h=2

�h=2

y(n+1)=nb dy (13)

cuya integraci�on es inmediata y proporciona el valor:

In =

�
1

2

�(n+1)=n�
n

2n+ 1

�
b h(2n+1)=n (14)

que para el caso de comportamiento lineal del mate-
rial (n = 1) corresponde al momento de inercia I1 de

la secci�on respecto al eje perpendicular a la misma (eje
neutro) y que pasa por su centro de gravedad:

I1 =
1

12
bh3 (15)

Por otra parte, es posible calcular las tensiones que
se ejercen sobre las distintas �bras de la viga. De las
ecuaciones (1) y (9), teniendo en cuenta que " = �l/l
= y/�, queda:

� =
My1=n

In
(16)

III El�astica y 
echa para una

viga en voladizo

Para obtener la ecuaci�on de la curva el�astica z = z(x) es
necesario conocer el momento 
ectorM . Como ejemplo
consideremos una viga empotrada en un extremo y libre
en el otro, tambi�en conocida como viga en voladizo o
m�ensula, sobre la que se aplica una fuerza concentrada
F en el extremo libre y una fuerza P uniformemente dis-
tribuida a lo largo de la longitud de la viga (que puede
ser, por ejemplo, el peso de la propia viga). La Fig.
4 muestra una viga en voladizo de longitud L, secci�on
rectangular constante, peso P uniformemente repartido
a lo largo de su longitud y que soporta una carga con-
centrada F en el extremo libre. El momento 
ector es
una funci�on de la coordenada x ya que es el momento
con respecto al eje neutro de cualquier secci�on. Para
la viga en voladizo considerada, el momento 
ector MF

debido a la carga puntual Faplicada en el extremo de la
viga respecto a la secci�on situada a una distancia x del
empotramiento puede calcularse f�acilmente mediante la
ecuaci�on [7, 11]:

MF (x) = F (L� x) (17)

mientras que el momento 
ector debido a la carga uni-
formemente distribuida a lo largo de la longitud de la
viga tiene la expresi�on [2, 7]:

MP (x) =
P

2L
(L� x)2 (18)

El momento 
ector total M(x) ser�a la suma de los
dos anteriores, es decir,

M(x) = F (L� x) +
P

2L
(L� x)2 (19)

Sustituyendo en la ecuaci�on diferencial de la el�astica
(12) para peque~nos desplazamientos (peque~nas pen-
dientes), �esta toma la forma:

d2z

dx2
=

1

(EIn)n

�
F (L� x) +

P

2L
(L� x)2

�n
(20)

que puede escribirse tambi�en como:
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Figura 4. (a) Flexi�on de una viga en voladizo de secci�on
rectangular cuando se aplica uuna carga concentrada en el
extremo libre. (b) El�astica de la viga en voladizo.

d2z

dx2
=

�
F

EIn

�n
(L� x)n

�
1 +

P

2FL
(L� x)

�n
(21)

donde para la viga en voladizo las condiciones de con-
torno son:

z(0) = 0 (22)

�
dz

dx

�
x=0

= 0 (23)

En general la ecuaci�on (20) es una ecuaci�on dife-
rencia de segundo orden no lineal que debe resolverse
num�ericamente. Sin embargo, es posible considerar al-
gunos casos particulares de gran inter�es did�actico para
los que la integraci�on es inmediata. Veamos a continu-
aci�on algunos de ellos.

III.1. Viga sometida a una fuerza puntual F en
el extremo libre

En este caso basta considerar P = 0 en la ecuaci�on
(20), con lo que se obtiene la siguiente ecuaci�on dife-
rencial de la el�astica:

d2z

dx2
=

�
F

EIn

�n
(L� x)n (24)

que puede integrarse de forma inmediata teniendo en
cuenta las condiciones de contorno en el empotramiento
x = 0 (ecuaciones (22) y (23)), obteni�endose la siguiente
expresi�on para la el�astica de la viga en voladizo:

c

z =
1

(n+ 1)(n+ 2)

�
F

EIn

�n �
(L� x)n+2 + (n+ 2)Ln+1x� Ln+2

�
(25)

d

Esta expresi�on permite calcular el desplazamiento
vertical z de cada secci�on de la viga situada a una dis-
tancia x del empotramiento. Para la viga en voladizo
la 
echa Æ se presenta en el extremo libre y su valor se
obtiene sustituyendo x = L en la ecuaci�on (25):

Æ =
Ln+2

n+ 2

�
F

EIn

�n
(26)

Es importante se~nalar que la ecuaci�on de la el�astica
(25) es v�alida siempre y cuando el cuadrado de la pen-
diente de la el�astica sea mucho menor que la unidad,
pues esa ha sido la hip�otesis para obtener la ecuaci�on
(12), es decir, debe cumplirse la condici�on:

�
dz

dx

�2

<< 1 (27)

A la hora de analizar un problema particular es ne-
cesario comprobar en primer lugar si la aproximaci�on
de peque~nas pendientes es aplicable. Para ello basta
con derivar la ecuaci�on (25) respecto a la variable x
para obtener la pendiente de la el�astica en cada punto:

dz

dx
=

1

n+ 1

�
F

EIn

�n �
Ln+1 � (L� x)n+1

�
(28)

evaluarla en el extremo libre de la viga (x = L), pues
en este punto se produce la m�axima pendiente de la
el�astica (tg'0):

tg'0 =

�
dz

dx

�
x=L

=
Ln+1

n+ 1

�
F

EIn

�n
(29)

y comprobar que su cuadrado es mucho menor que la
unidad.
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Por otra parte, para el caso particular en el que el
material es el�astico lineal, es decir, n = 1, las ecuaciones
(25) y (26) se transforman en:

z =
F

EI1

�
Lx2

2
� x3

6

�
(30)

Æ =
FL3

3EI1
(31)

que son las que aparecen en la bibliograf��a [11].

Resulta interesante introducir el par�ametro adimen-
sional � de�nido como:

� = Ln+1
�

F

EIn

�n
(32)

que permite escribir las ecuaciones (26) y (29) en la
forma m�as sencilla:

Æ

L
=

�

n+ 2
(33)

tg'0 =
�

n+ 1
(34)

Si la condici�on de validez de la aproximaci�on para
peque~nas pendientes (ecuaci�on (20)) la suponemos
v�alida si el cuadrado de la pendiente m�axima es me-
nor, por ejemplo, del 10% de la unidad, lo que implica
tg2'0 < 0:1; entonces de la ecuaci�on (34) se obtiene la
siguiente condici�on de validez de esta aproximaci�on:

� <
n+ 1p
10

(35)

Por ejemplo, para cobre endurecido (E = 459 MPa
y n = 2.16) esta condici�on indica que la aproximaci�on
para peque~nas pendientes es v�alida para � < 1: En las
Figs 5 y 6 se han representado, para cobre endurecido,
los valores de '0 y Æ/L frente al par�ametro � calcula-
dos mediante las ecuaciones (33) y (34) para la zona de
validez de la aproximaci�on considerada en este trabajo
(hasta � = 1 para este material).

�"##"$#"%#"!#"�#"#
#

&

�#

�&

�#

ξ

ϕ �'�
�

Figura 5. Valores de '0 frente a � calculados mediante la
aproximaci�on para peque~nas pendientes para el caso del co-
bre endurecido (E = 459 MPa y n = 2.16).
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Figura 6. Valores de Æ/L frente a � calculados mediante
la aproximaci�on para peque~nas pendientes para el caso del
cobre endurecido (E = 459 MPa y n = 2.16).

III.2. Viga sometida a una fuerza distribuida P
a lo largo de su longitud

Ahora basta poner F = 0 en la ecuaci�on (20), con
lo que se obtiene la ecuaci�on diferencial:

d2z

dx2
=

�
P

2LEIn

�n
(L� x)2n (36)

integrando como en el caso anterior, se obtiene la ecu-
aci�on de la el�astica:

c
z =

1

(n+ 1)(2n+ 1)

�
P

2LEIn

�n
�

��L2n+2 + L2(L� x)2n + 2L2n+1(n+ 1)x� 2L(L� x)2nx+ (L� x)2nx2
�

(37)
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y sustituyendo x = L en la ecuaci�on (37) se puede cal-
cular la 
echa a partir de la expresi�on:

Æ =
Ln+2

2n+1(n+ 1)

�
P

EIn

�n
(38)

que para n = 1 corresponden al caso de comportami-
ento lineal. El valor de la 
echa para n = 1 es el que
aparece en la bibliograf��a para el caso lineal [6,9]:

Æ =
P L3

8EI1
(39)

III.3. Viga sometida a una fuerza puntual F y a
una fuerza distribuida P << F

Si la fuerza distribuida P (que puede ser, por ejem-
plo, el peso propio de la viga) es mucho menor que la
fuerza puntual aplicada F , podemos realizar la si-
guiente aproximaci�on:

�
1 +

P

2F L
(x � L)

�n
� 1 +

n P

2F L
(L� x) (40)

que sustituida en la ecuaci�on (20), proporciona la
siguiente ecuaci�on diferencial de la curva el�astica:

d2z

dx2
=

�
F

EIn

�n
(L� x)n

�
1 +

nP

2F L
(x� L)

�
(41)

cuya integraci�on es inmediata, aunque el resultado es
algo engorroso. Por esta raz�on �unicamente incluimos
el valor de la 
echa, es decir, del desplazamiento del
extremo libre de la viga:

Æ =
Ln+2 [2(n+ 3)F + n(n+ 2)P ]

2(n+ 2)(n+ 3)F

�
F

EIn

�n
(42)

que para n = 1 coincide con la 
echa para el caso de
comportamiento lineal del material y no es otra cosa
que la suma de las 
echas de las ecuaciones (31) y (39):

Æ =
L3

24EI1
(8F + 3P ) (43)

IV Conclusiones

Partiendo de la hip�otesis de que el material del que
est�a fabricada una viga 
exionada es el�astico no lineal
de tipo Ludwick, se ha obtenido la ecuaci�on diferen-
cial de la el�astica de la viga de forma an�aloga a como
se hace en el libro de Feynman. Esta ecuaci�on diferen-
cial se ha simpli�cado considerando el caso de peque~nos
desplazamientos de la directriz de la viga (pendientes

peque~nas) y se ha resuelto para el caso de una viga
empotrada en un extremo sometida a distintos tipos de
cargas. Se han obtenido las ecuaciones de la el�astica y la

echa, compar�andolas con las correspondientes al caso
de material el�astico lineal. Este estudio permite pre-
sentar a los estudiantes que el comportamiento el�astico
de los materiales no es siempre lineal y que los resulta-
dos que se obtienen son diferentes dependiendo de c�omo
sea este comportamiento. Por �ultimo, en el desarrollo
se han utilizado conceptos f��sicos de gran inter�es en un
curso de Mec�anica (esfuerzo, momento 
ector, fuerza
puntual, fuerza distribuida, el�astica, momento de iner-
cia de una secci�on plana, 
exi�on, deformaci�on, etc.), as��
como de c�alculo in�nitesimal (derivada, integral, radio
de curvatura de una curva, etc.).
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