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Apresentamos uma revisao do célculo dos estados coerentes para um grupo de Lie G compacto como
forma de se estabelecer um espago de fase e uma dindmica Hamiltoniana (no limite semicldssico)
para um sistema quantico com a simetria de G. As propriedades desses estados sao investigadas no
caso geral e nos exemplos tradicionais do oscilador harménico e do momento angular. O material
apresentado foi parte do primeiro mini-curso de verdo em fisica tedrica do Instituto de Fisica de

Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo.

We present a review of the coherent state calculation for a compact Lie group G as a way to stablish
a phase space and a Hamiltonian dynamics (in the semiclassical limit) for a quantum system with
the symmetry of G. The properties of these states are investigated in the general case as well as
in the traditional examples of the harmonic oscillator and angular momentum. This material was
part of the first summer mini-course on theoretical physics at the Instituto de Fisica de Sao Carlos,

Universidade de Sao Paulo.

I Introducao

O tema deste curso foi a existéncia de um espaco de
fase “natural” para alguns sistemas quénticos, no qual
a equacao de Schriodinger seja equivalente as equacoes
de Hamilton no limite & — 0. O que motiva essa preo-
cupacao é a necessidade de se compatibilizar a mecanica
cldssica com a quantica no sentido de se estabelecer
uma transicdo suave entre elas no limite semicléssico.
Uma 4rea importante que se abre nesse processo é a
que se dedica a investigar as propriedades de sistemas
quanticos cujo anélogo classico é cadtico, no que se con-
vencionou chamar “caos quantico” [1, 2].

Uma primeira abordagem ao formalismo da quan-
tizacao foi feita por Bohr e Sommerfeld, que interpreta-
ram a constante de Planck como um quantum de acao.
Entretanto, seu formalismo se baseava numa estrutura
classica subjacente que fosse integravel. Einstein foi o
primeiro a notar, baseado no trabalho de Poincaré, que
a regra de quantizacdo de Bohr e Sommerfeld nio de-
veria ser valida em geral para sistemas com mais de um
grau de liberdade, devido & inexisténcia de toros inva-
riantes em sistemas nédo-integraveis. A moderna teo-
ria EBK (Einstein-Brillouin-Keller) e o uso de 6rbitas
classicas na obtencao de propriedades quanticas é muito

bem explorado por exemplo em [2]. Outras abordagens
modernas ao caos quantico incluem por exemplo a te-
oria de matrizes aleatorias, as cicatrizes da funcao de
onda e a func¢do de Wigner, que nio foram tratados
neste curso (o formalismo de Wigner-Weyl foi abordado
em [3]). Referéncias interessantes a esses assuntos sao,
por exemplo, os artigos de revisdo [4] e [5].

Nosso objetivo neste artigo é a “classicalizacdo”
usando estados coerentes: baseados no grupo de sime-
tria de um dado sistema quantico, obteremos o sistema
classico correspondente. A secao II aborda os estados
coerentes de uma perspectiva historica e introdutéria,
tratando dos sistemas paradigmaticos em fisica tedrica:
o oscilador harmoénico e 0 momentum angular. A secio
III é a mais importante, na qual nos preocupamos com
uma teoria geral dos estados coerentes para grupos de
Lie compactos. Na secdo IV voltamos aos exemplos
elementares a luz da teoria geral e apresentamos con-
clusbes na segdo V.

As principais referéncias para o curso foram os arti-
gos de revisdo [6] e [7]. Os estados coerentes do campo
de radiacdo sdo tratados em qualquer livro de ética
quéntica (os artigos originais de Roy Glauber [8]). So-
bre os estados coerentes do momentum angular, a re-
feréncia classica é [9]. Sobre estados coerentes para
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qualquer grupo de Lie, o livro de Perelomov [10] é obri-
gatério, mas mais avancado. Textos com um pouco
mais de detalhes sao [11] e [12]; dos mesmos autores,
[13] e [14] sdo mais curtos e tratam casos particula-
res. Diversos artigos estdo reunidos nas coletaneas [15]
e [16].

Agsumimos um conhecimento prévio do leitor em
relacdo a mecanica quantica basica, incluindo o for-
malismo de integrais de trajetéria de Feynman. Faze-
mos referéncia a alguns conceitos da mecanica classica
moderna, como formas diferenciais, que ndo sdo geral-
mente abordados em cursos de graduagdo, mas mesmo o
leitor que nao possuir familiaridade com esses conceitos
poderd acompanhar a esséncia da exposicao. Algebras e
grupos de Lie sao nosso principal objeto de estudo aqui,
e acreditamos que os leitores devam estar familiares com
os grupos de rotagoes em duas em trés dimensoes e suas
algebras.

IT Casos Particulares

IT.1 Oscilador Harmoénico
I1.1.1 Definigcao e Propriedades

Os estados coerentes do oscilador harmonico, cha-
mados canénicos, foram descobertos pelo proéprio
Schrédinger (em 1926), que notou as propriedades se-
miclassicas desses estados. Isso permaneceu uma curio-
sidade por muitos anos (principalmente porque nao foi

]
aln) = valn—1),

nln) =nln),

afny=vn+1n+1),
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possivel encontrar estados andlogos para o dtomo de hi-
drogénio; essa é uma area de pesquisa, veja por exemplo
[17] e as referéncias ai contidas), até o comeco da década
de 60 quando Glauber [8] estabeleceu a relagio entre es-
ses estados e propriedades do campo de radiacao, dando
origem ao que hoje se conhece como “6tica quantica”.
Como nosso interesse é a generalizacdo do conceito
de estado coerente, adotaremos aqui uma abordagem
algébrica. Os leitores interessados nas implicacdes em
6tica podem consultar por exemplo a Ref. [18].

A &lgebra associada ao oscilador harménico,

[a,a'] =1, [, a'] = af, (1)

é gerada pelos operadores {a,a', 7,1} definidos por

N v L p,
h vVmwh
onde X e P representam a posicdo e o momentum de

uma, particula que se move em uma dimensao.

As relacoes de comutacdo acima levam a relagio de
incerteza AXAP > g, que implica que a particula nao
possui valores bem definidos de posicdo e de momen-
tum simultaneamente (Af = /((f — (f))?) representa
o desvio quadrético médio da varidvel f). Sendo assim,
nao é possivel representar o sistema como um “ponto”
em um espacgo de fase, como fazemos tradicionalmente
em mecanica classica.

Essa &algebra é representada por matrizes de di-
mensao infinita que satisfazem

al = n=ala, (2)

n=0,1,2,.. (3)

A Hamiltoniana do oscilador harmonico (medida a partir da energia de ponto zero) é

H="02X?+ P?) = hwi (4)

2

O estado coerente associado a essa dlgebra, também chamado estado coerente canonico, é definido como:

|y = e '

a'=a*a |y — g=laf’/2gaa" gy — o—laf?/2 o ny, a € C. 5
|0) |0) %ml ) (5)

Vemos que a cada ponto do plano complexo corresponde um estado coerente. A seguir as principais propriedades

desses estados:

Autoestados do operador de aniquilacao
Estabilidade

Minima incerteza
Nao-ortogonalidade

Supercompleteza

Variavel de agao

o) = ala), (6)
e~ Ja) = Joe'), )
AXAP = g (8)
(@l8) = exp {~laf* + 5a" - 315¢} )

%/d2a|a)(a| -1, (10)
(a|H|o) = hwl|af?, (11)



Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 24, no. 4, Dezembro, 2002 439

onde a integral é feita sobre todo o plano complexo. Klauder em seu trabalho seminal [21]; recentemente a
Uma familia de estados é dita supercompleta se possuir ultima foi também reconhecida como interessante [22].
um subconjunto completo; uma tal familia ndo pode Neste curso usamos a definicdo de Perelomov [10], que
possuir todos seus elementos ortogonais entre si. A nao deriva da prépria expressao (5).
ortogonalidade é uma caracteristica geral dos estados
coerentes, assim como a supercompleteza. I1.1.2 Integral de trajetdria

Cada uma das propriedades listada acima foi ponto Dados dois estados coerentes |ag) e |an), podemos
de partida para uma generalizacao diferente dos esta- perguntar qual a probabilidade de que uma particula
dos coerentes. A primeira ndo pode ser satisfeita em inicialmente em |ag) esteja em |ay) depois de um
dlgebras compactas, mas funciona para su(l,1), por tempo ¢. Ora, a resposta é dada pelo propagador:
exemplo [19]. A segunda é uma propriedade bastante
desejavel: o resultado da evolugao de um estado coe- K(ag,an,t) = (aN|e’%Ht|a0>. (12)
rente inicial |ap) é um outro estado coerente |ape’t), que
no lano complexo corresponde a uma rotagao do estado Para calcular essa grandeza, dividimos o intervalo de
inicial. A relacdo de minima incerteza foi usada em uma tempo em N intervalos pequenos de tamanho ¢ =
série de trabalhos, dentre os quais se destacam [20]. A t/N e usamos N — 1 vezes a crucial propriedade
supercompleteza foi a principal propriedade exigida por 7! [ d®ala){a| = 1 para obter

]

d2an _icH
K(ag,an,t) = lim H ak|e R g q). (13)

N—)oo
k=1
Considerando € < 1, fazemos a aproximacao

ak|H|ak—1>>

—he g ) o (apll — LeHlap_1) = (1o i 14
(arle”™n* lag—1) ~ (ag] s lok—1) = (aglag—1) T (14)

Sabemos que

1 L1
(aglag—1) = exp {—§|ak|2 +oap_10op — §|04k1|2} ;

e nessa expressao somamos e subtraimos os termos |ay_1]?, aral /2 e |ag_1]|?/2. Apdes rearranjar os fatores
adequadamente, temos

*
_akAk _

1 * *
5 —Oék_lAk +ak—1Ak},

(ak|ak_1) = exp {— 2

onde Ay, = ap — ag_1. Considerando que no limite ¢ — 0 temos

(ak|H|ag—1) .
—— > H(ag,qay), 15
(ak|ak—1> ( k k:) ( )

fazemos ) ,
(ale™ " o 1) = (ap|ag_ e~ mPlari) (16)

O propagador em (13) fica portanto

d2an ig N1 d2an Sk
K(Oéo,O[N,t) = Eh_[)r(l)/ /H Hefh k :&151(1)// H Te*l / , (17)
n=1

1 1
S = Zzh( arp Ay + 204}; 1A — ak_1A2> —eH(ag, af). (18)
k=1
|
Podemos tomar agora o limite para o continuo, no qual

t _ *
sz/m% Ha,0®)dt,  (19)
0



440

e teremos portanto uma Lagrangeana

a*a — aa*

L(a,a”) =ik 5

—H(a,a*).  (20)

Se notarmos que

podemos escrever

L(a,a”) = (oz|ih2 — H|a). (21)
ot

E importante deixar claro que todo o formalismo
desenvolvido nesta secao é exclusivamente quéantico.
As integracoes sao feitas sobre o espago dos estados co-
erentes, ndo sobre um espaco de fase classico dado a
priori, como no formalismo original de Feynman [23].
Para uma discussdo extremamente recente a respeito de

integrais de trajetéria usando estados coerentes, veja
[24].

I1.1.3 Limite Semicldssico

Entendemos como limite semiclassico a situacao em
que a acao de qualquer trajetéria é muito maior que a
constante de Planck

S>> h. (22)

Nesse caso vale o principio de minima acdo 6S = 0,
pois empregamos a aproximacdo de fase estacionaria
ao propagador (veja por exemplo [23]). A equagdo de
Lagrange neste caso fornece as equagdes

. 1 0H

ih oa*

e sua conjugada. Podemos escrevé-las em termos de um
paréntese de Poisson:

of 0y _ of ag} 2

1
{ﬂQZE{aaf‘&;a

e podemos reduzir este paréntese a uma expressao mais
familiar definindo o = (¢ + ip)/v/2h. Usando essas no-
vas variaveis teremos

eJ+ 4
|z) = WU,—J) = Z <

m=—j

e possui as seguintes propriedades:

(14 2722)
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L(q,p) = @ —H(q,p) (25)
of o af o
{f,g}z{a—éa—i—a—ﬁa—g}. (26)

As equagoes de movimento (23) tornam-se as
equagoes de Hamilton:

=2 = (1)
p 9q

e portanto o plano complexo é identificado identica-
mente com o espaco de fase de um sistema unidimensi-
onal. O estado coerente pode ser visto como um ponto
que se move nesse plano sobre a mesma trajetoria do
sistema classico.

Consideramos que as varidveis {q,p} descrevem o
movimento de uma particula quéantica qualquer. En-
tretanto, devemos também levar em conta o grau de
liberdade intrinseco chamado spin. O spin é algebrica-
mente equivalente a um momento angular, e é disso que
trataremos na secao seguinte.

I1.2 Momentum Angular
11.2.1 Definicao e Propriedades

Em mecanica quéantica, a cada componente do mo-
mentum angular de uma particula associa-se um opera-
dor hermitiano, J,, J, ou J,. Com base nesses operado-
res, que obedecem a relagdo de comutacio [J;, J;] = iJj
(i,7, k ciclicos), definimos Jy. = J, £ iJ, de forma a ob-
termos as relacdes de comutacdo abaixo:

[Jy,J-]=2J,, [J., Je] = £J4. (28)
Essa dlgebra de Lie é denotada su(2) ou so(3), e suas re-
presentacoes unitarias irredutiveis sao etiquetadas por
um numero j tal que 25 € N e dadas por

m|j,m), (29)
VG Fm)(£m+1)]j,m+1)(30)

J 1, m)

Jﬂ: |.77m> =

Essas relagdes de comutacgao levam a relagdo de in-
certeza AJ,AJy > 2| (J.)].

O estado coerente, analogamente a (5), é definido
por

27 yitm )
j-l-]m >ﬁ|.77m>7 zeC (31)

L+ [z

Nao-ortogonalidade

(21]22) = (

L |21 P) (1 + [22]?)3”

(32)
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2 _ 1 Qi2*
Valores Médios (2| J.|2) =] IiIQ 1 (2| Iy |2) = #TZP, (33)
Estabilidade e |2) = eI |ze%) (34)
h
Minima incerteza AT AT, = §| (J:2) |, (35)
27 +1 dzdz*
Supercompletern. + [ duz )| (1 =1, du(e2") = L (36)

Outra maneira de visualizarmos esses estados é através de uma projecao estereografica do plano sobre a superficie
esférica dada por

z = e tan g (37)

Nesse caso os estados coerentes ficam

J .
2 i—m . i+m  i(j4+m .
6o = 3 (j+Jm ) (c086)="™ (sin )+ 10 +™I% |y (38)

m=—j

Esta representacdo tem um apelo geométrico forte, uma vez que o grupo SO(3) (usamos letras mindsculas para
designar algebras, e maidsculas para designar grupos) esta ligado a rotacoes tridimensionais. Essa relagio fica ainda
mais evidente quando olhamos o valor médio dos geradores:

(97 (,D| JZ |97 (,D> = jCOSQ,

(0,] o 10,0) = jsinfcosp,  (0,p]Jy|0,0) = jsinbsinep. (39)

Vemos que o estado coerente da dlgebra de momento
angular se comporta como um vetor classico de tama-
nho j. Essa superficie esférica é o espaco de fase asso-
ciado a um sistema de spin j.

I1.2.2 Integral de trajetoria

O célculo do propagador neste caso é andlogo aquele
apresentado para o oscilador harmoénico, exceto pelo
fato de que agora a medida d*a/w deve ser substituida

]

(1+ |Zk_1|2 + A;;Zk_l)%

|
por du(z, z*) e que

(1+ z,’;zk_l)2j
L2 )7 (1 + |21 [?)7

(2k|zk—1) = ( (40)

Nessa expressio, somamos e subtraimos |z;_|> den-
tro do numerador de forma que (1 + zjzx—1) = (1 +
|zk—1|> + Afz_1), onde Ay, = z; — z;—1. No denomi-
nador, somamos e subtraimos |z_1|* e zzf_, de forma
que (14 |zx)?) = (1 + |zk—1* + Afzi + Agzi_;). Dessa
maneira, temos

ZE|Zk—1) = - - 41
(R RV P .V S (R PR D )
Supondo Ay da ordem de € quando € — 0, expandimos a expressdo anterior em série de Taylor

A;;Zk—l — Akz;; 1 A;;Zk_l — Akz}; 1
Zrlzp—1) 21+ ~expq ] — 42
(zk|2k—1) P E p{] T P } (42)

e é facil ver que neste caso a Lagrangeana serd dada por
£y =ingE 2 e, (43)
z2,2") =ihj———5— —H(z,2
) .] 1 + |Z|2 ) )

e que novamente podemos escrevé-la como L(z,z*) =
(z|in2 — H|z).

Para uma discussao extremamente recente a res-

peito de integrais de trajetéria usando estados coeren-
tes de su(2), o leitor pode consultar [25, 26]. Outra
boa referéncia, que inclui uma discussio sobre su(1,1),
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¢ [27].

I1.2.3 Limite Semiclassico

Nesse caso a equacao de Lagrange fornece

) on

e sua conjugada. Podemos escrevé-las novamente em
termos de um paréntese de Poisson:

(hat =0 92 02¢ 02" 02

ou, usando as varidveis da projecio estereogrifica,

1 {Bfag afag}_ (46)

1.9} = e (9000~ 00,

Novamente podemos reduzir essa expressao a uma
forma mais familiar, definindo

q+ip _ z (47)
VAR] TR
ou inversamente
L, atw (48)
V4hj —q* — p?
Note que a relacao
L (49)
A S
obtida a partir de (47) impde a desigualdade
0<¢”+p* < 4hj. (50)
Usando essas novas varidveis temos novamente
P4 — qp
Llg,p) = =5 —Hla,p) (51)
¢ of o of o
g g
gt =S55 57 (52)
0q dp Op Oq

E importante frisar que neste caso o espaco de fase
nio é simplesmente R* devido & restrigio (50). O
espaco de fase mais natural para este sistema é a su-
perficie esférica. Podemos utilizar o plano complexo
se o entendermos como advindo de uma projecdo este-
reografica, mas entdo a métrica neste plano serd nao-
trivial como vemos em (45). Outro aspecto essencial é o

]

[H;, Hj] =0, [Hi, Eo] = i By,

By, E_o] = o' H;
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fato de que nos resultados finais a constante de Planck
h aparece sempre multiplicada por j. Isso indica que
o limite 7 — 0 deve ser acompanhado por j — oo de
forma que hj seja mantido constante. Veremos mais
adiante que esse é realmente o caso.

Tendo visto em detalhe a construcao dos estados co-
erentes e do espaco de fase quantico para os casos mais
simples, passamos agora a uma anélise mais geral.

IIT Caso Geral

Consideraremos como caso geral o cdlculo dos estados
coerentes para uma representacao qualquer de um dado
grupo de Lie compacto (o oscilador harménico néo se
encaixa nesta restricio mas pode ser considerado um
caso limite [9]). O espaco de fase natural para um sis-
tema quantico, que no caso do oscilador harmonico é
o plano complexo e no caso do momentum angular é a
superficie esférica, é dado pelo quociente de seu grupo
de simetria G por um subgrupo H. Veremos a seguir
a definicdo de espaco quociente e também, de forma
sucinta, a decomposicdo de Cartan de uma algebra de
Lie. Veremos também que H deve ser o subgrupo de
isotropia do estado fundamental do sistema.

II1.1 Espaco quociente

Seja H um subgrupo do grupo G. Entendemos gH
como o conjunto de elementos obtido multiplicando-se
todos os elementos de H por g, ou seja, gH = {gh|h €
H}. E facil ver que dados dois elementos g;, g; de G os
conjuntos g; H e g;H coincidem ou sao disjuntos. Esses
conjuntos sdo chamados cosets (& esquerda) de G por
H, e sua unido é representada por G/H = {gH|g € G},
chamado espacgo coset ou espago quociente de G por
H. Note que cada conjunto gH constitui um nico ele-
mento do espago quociente.

Exemplo: Se G = R* é o grupo dos numeros re-
ais sem o zero com operacao de multiplicacao, e se
H = {—1,1} é o subgrupo de dois elementos chamado
Zy, entdo G/H é R* /Zx = RT | o conjunto dos ntimeros
reais positivos (que também constituem um grupo, ape-
sar de esse ndo ser o caso geral dos espagos quociente).

I11.2 Decomposicao de Cartan

Seja A uma, slgebra de Lie tal que e* = G. A de-
composi¢io de Cartan de A é [29]

[Ea» Esl = NapEo+tp- (53)
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Os operadores H; compdem a chamada subdlgebra (co-
mutativa) de Cartan. E, e E_, sdo chamados opera-
dores de levantamento e abaixamento, respectivamente.
As outras grandezas sdo nimeros complexos. No caso
do momentum angular, J, é o tnico componente da
subdlgebra de Cartan, enquanto que J; e J_ sdo os
operadores de levantamento e abaixamento.

Vamos denotar por [¢p) o vetor “mais baixo”
(também chamado peso minimo ou estado fundamen-
tal) de uma dada representagao unitiria de A:

E*Oé|1/}0> = 07

Além de ser aniquilado por todos os operadores de abai-
xamento, o estado fundamental pode eventualmente sé-
lo também por alguns dos de levantamento:

para todo a. (54)

Eslpo) =0, para alguns f. (55)
Com relagdo a subalgebra de Cartan, temos
Hl|1/]0> = {0 7E|¢0>7 (56)

onde = é um numero real, que depende apenas da di-
mensao da representacao em questao.

|2) = C(7)ltho) =

1
> 2y Ey
— % =
N(z,z*) o)

A unido de todos os operadores Eg que satisfazem
(55) com seus conjugados E_g e com a subdlgebra
de Cartan gera uma algebra, . A exponencial dessa
algebra, Hy = e", é chamado o subgrupo de isotropia
do vetor |1p), uma vez que h|iy) = €?|1)o) para todo
h € Hy.

IT1.3 Os estados coerentes

A entidade que nos interessa aqui é o quociente,
C, do grupo de simetria do sistema pelo subgrupo de
isotropia do estado fundamental. Levando em conta a
decomposicdo de Cartan pode-se mostrar que o espaco
quociente é obtido através de uma aplicacdo exponen-
cial:

C(r) =G/Hp = exp {ZTaEa — T(:E_a} ,  (57)

onde a soma nao inclui os indices 5 contidos em (55).
Os estados coerentes serdo dados pela acdo de elemen-
tos desse espaco no estado fundamental:

1

z). 58
mll) (58)

Note que a unitariedade do operador C'(7) garante a normalizacdo dos estados |z).

A relacdo

exp {ZTQEQ - TéEa} |tho) = \/ﬁ exp ZZ,YE,Y|1ZJ0> (59)
« I 0%

é garantida pela chamada decomposicdo de Gauss, que
garante que toda matriz pode ser escrita como o pro-
duto de uma matriz triangular superior, uma diagonal e
uma triangular inferior (a relagao entre T e z esta dada
em (70)).

I11.4 Propriedades
I11.4.1 Supercompleteza

Os estados coerentes sdo supercompletos:

/ duH(z,Z*)IZ><2|=/ dp(z, 2%)||lz) (]| = 1,
G/H G/H

(60)
(deixamos o negrito de lado) onde dug(z,2*) é a me-
dida de Haar sobre G/H e vale a relacdo

Ay (2,2") = N(z,2")du(z, =°). (61)

A supercompleteza implica que qualquer estado
quantico pode ser escrito como combinacao linear de

estados coerentes:

1) =/ du(z,z") f(z") ll2) . f(z") = (=l |).
G/H

(62)
As funcoes f(z) formam um espaco de Hilbert quadrado
integravel L2(G/H). A unicidade da expansio (62) im-
plica em

flz) = K(z,y") f(y)du(y), (63)
G/H

onde a funcdo K(z,y*) = (y||||z) é um nicleo repro-
dutor, andlogo & funcdo delta de Dirac. E 6bvio que
N(z,z*) = K(z,z*) . Esta importante fungao é, para
uma algebra de Lie semisimples que satisfaz a decom-
posicao de Cartan, sempre dada por

K(z,2*) = det(I + ZZ")*= (64)

(onde Z é o vetor das varidveis z), sendo Z definido por
(56).
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A supercompleteza permite que escrevamos, para
um dado operador A,

A= A(z,2"%;2,2%) |2) (2| dpr (2)dpn(2),  (65)
G/H

e essa expressdo pode ser colocada em uma forma dia-
gonal, chamada representacao-P do operador:

Az, ") = / Ap |2 (2] dun (2)- (66)
Entretanto, esta representacdo em geral nao é unica.

I11.4.2 Métrica

A métrica no espago coset pode ser escrita explici-
tamente em termos da grandeza K (z,z*) [30]:

2

Guv = Do In[K(z,2")]. (67)

Variedades nas quais a métrica deriva de uma
funcdo (potencial) sdo ditas Kahlerianas, e a fungao
In[K(z,2*)] é o potencial de Kahler neste caso.

A métrica induz de forma natural uma 2-forma fe-
chada ndo-degenerada [31]

w2 =ih Z guvdz? N dz” (68)
nv
e um paréntese de Poisson sobre G/H dado por

1 Oou Ov Oou Ov
_ = wv ) 9% _ 7
{u, v} ih %; g { 0z, 0z; 0z} 0z, } » (69)

onde u e v sdo funcdes definidas sobre G/H e g"’g,, =
w
oK. i .
Essa expressao pode sempre ser trazida a uma forma
mais tradicional introduzindo-se as funcoes
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IT1.5 Discussao

Encontramos portanto uma maneira natural de se
introduzir um espaco de fase na mecéanica quantica.
Dado um sistema com grupo de simetria G e
dada uma funcdo dos geradores da &dlgebra associada
F[Hi,Ea], podemos escrever uma funcao de coorde-
nadas canonicas f(q,p) (muitas vezes chamada repre-
sentacao-Q do operador 13') sobre o espago de fase G/H

fazendo

A~

fla,p) = (z|Flz). (73)

Resta saber qual a relacdo entre a dinamica dessas
funcoes e a dinamica quantica. Pode-se mostrar que,
sendo A e B dois elementos da algebra, o comutador e
o paréntese de Poisson estao relacionados por:

(z|[A, B] |z) = ih{A, B}, (74)

onde A =(z|A|z). Portanto, se a Hamiltoniana for li-
near, teremos, na representacao de Heisenberg:

d o . .
A2 = {A(2,2), H(z, 2}, (75)

que é simplesmente a equagdo de Liouville sobre G/H.
Vemos entao que neste caso a dinamica no espaco de
fase quantico é equivalente a dinamica quantica exata.

Para analisarmos o caso ndo-linear, definimos ob-
servaveis fisicos como funcdes dos geradores da algebra.
Esses geradores sao adimensionais e portanto acrescen-
tamos a constante de Planck:

Git+ipi _ _ zi  _ Tisin|T| (70)
= 2 ’ =
VIRE IR T A(RT) = 37 15T (hTy), (76)
(onde |z|? = 3~ |2]?) o que leva a i
w? = Z dq’ A dp?, (71) onde f;; sdo coeficientes e T; representa qualquer gera-
i dor, cuja representacio-Q é denotada por T; = (z|T;|z).
{f,9} Z 0f 99 _ of 8g. (72) Pode-se mostrar que
’ = 0¢; Opi  9pi Iqi
]
- _ _ 1 _

L)

ou seja, a representacio-() de um produto de geradores
é dada pelo produto das representacoes-@) individuais
mais um termo de corregao, 64 = =71 f(q, p, hZ), cha-
mado de correlacao quantica.

Vemos que no limite = — oo, h — 0, tal que A=
é mantido fixo, a correlacdo quéntica vai a zero e o0s
observaveis quanticos se reduzem as suas contrapartes
classicas. Como ja haviamos mencionado, a solucio
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para o problema de classicalizacdo, ou seja o limite
h — 0, deve ser encarado como concomitante a di-
vergéncia do indice = correspondente.

Voltamos agora brevemente aos casos particulares
ja apresentados, a fim de ver como estdo relacionados
a teroia geral.

IV Exemplos Revisitados

IV.1 Oscilador Harmonico

O subgrupo de isotropia do estado fundamental,
|to) = |0), é gerado pela identidade e pelo operador
7. Sendo assim, o espaco coset é, neste caso, dado por

D(a) = exa'—a"a, (78)

Uma vez que [a, [a,al]] = [a', [a,af]] = 0, podemos uti-
lizar a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff

A+B — BACBC_{A7B]/2, (79)

e
obtendo

D(a) = e~ lal/2gaal gaa, (80)

Os estados coerentes sdo, portanto, obtidos através da
aplicagao do operador D(«) ao vacuo. Tal operador é
chamado de deslocamento, pois

D(a)aD (a) =a+ a. (81)

O potencial de Kahler é obtido de forma trivial. A
relacao
la) = ela*/2¢2a" 0y (82)

leva a
2

- dada*

Note que o potencial de Kahler neste caso ndo pos-
sui a forma geral (64). Isso acontece porque a élgebra
do oscilador harmonico nao é simples.

O paréntese de Poisson sera

g In [ela\Z] ~ 1. (83)

1 ou Ov ou Ov
{“’”}—ﬁig{%aa*‘aa%}’ (84)

]

como ja visto.

IV.2 Momentum Angular

Neste caso, o subgrupo de isotropia é gerado
por uma das componentes do momentum angular (a
subdlgebra de Cartan), por exemplo J,. O estado fun-
damental é o autovetor de J, que possui menor auto-
valor, |¢) = |j,—j). O grupo e’’=, que corresponde
a rotagdes em um plano, é denotado U(1) ou SO(2).
Logo, o espaco coset adequado neste caso é

SU((2)/U(1) ~ SO(3)/SO(2) ~ 52, (85)
que corresponde a uma superficie esférica [7].
A definigao dos estados coerentes de su(2) é

g, 7y = €™+ T =5, = j). (86)

A decomposiciao de Gauss nesse caso é

exp{rJ; — 7 J_} = exp{zJ; } exp{wJ, } exp{—2"J_}
(87)
com

z 7sin |T]

= , w=—2lncos|t|, (88)

V14 |z |7|

o que nos leva a definicdo equivalente (31). Podemos
obter a métrica sobre a esfera a partir do potencial de
Kahler:

52 , 2j
= Inf(1 N2 =
9= 5= In[(1+]2)] CENEDE (89)
e afestd embutido o paréntese de Poisson
1 of 0g 9Of Og
9} = 77mg {Bcp 90 96 0y (90)

Vemos que neste caso Z = 2j e assim reobtemos
a transformacdo de coordenadas dada por (47). O li-
mite cldssico corresponde a j — oo, h — 0, com jh=J
mantido fixo (a existénca de um limite cldssico para sis-
temas de spins foi demonstrada elegantemente em [34]).
A correlagoes quanticas para fungdes quadraticas dos J;
sao

S(LY = =@+ P - ¢~ ), (o)
ST = —gmla—ipPUih— ~p) (92)

1 o .
§(hJ.hJy) = —(q—ip)(4jh—q* = p*)V4jh — ¢ — p?, (93)

4=

SI_BT,) = —=(4jh—q® - ). (94)

4=
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A andlise de correlacbes quénticas em sistemas de
spin é feita por exemplo em [35].

V Conclusao

Recentes desenvolvimentos nas areas de controle
quantico, fisica mesoscédpica, computacido quantica, ele-
trodindmica em cavidades, etc., tém aumentado a
preocupacdo da comunidade com &reas que ha algu-
mas décadas eram consideradas de interesse apenas
académico, como quantizacao de sistemas classicamente
cadticos, limite semiclassico e afins. Os estados co-
erentes, assim como as quase-distribuicdes de proba-
bilidade (e.g. fungdes de Wigner e Husimi), tém se
mostrado ferramentas importantes nessas dreas (como
em outras mais tradicionais), e a compreensdo de sua
conexao com a teoria classica das simetrias de Lie foi
fundamental no desenvolvimento dessas estruturas. Os
grupos e as algebras de Lie se mostraram relevantes em
indimeras areas da fisica tedrica, e certamente forne-
cerdo elementos importantes as futuras investigacoes.
Este artigo se propoe a uma abordagem introdutéria
dessas questoes, buscando motivar o interesse dos lei-
tores nao-especialistas.
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