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O tratamento de miculos r@o-hobnomos na diafica lagrangiana exige cautela, pois procedimeradidos

para vhculos hobhomos nem sempre se aplicamiacilos rdo-hobnomos. Fazemos uma reagsdicitica das
principais propriedades dosn¢ulos rdo-hobhomos, com destaque para certas sutilezas raramente ou nunca
discutidas nos textos de n&tcta anatica. Chamamos a atgfg, tamlgm, para as pouco conhecidas e@esc

de Voronec, que evitam multiplicadores de Lagrange.

The treatment of honholonomic constraints in Lagrangian dynamics requires caution, since procedures valid
for holonomic constraints do not always apply to nonholonomic constraints. We make a didactic review of the
main properties of nonholonomic constraints, with emphasis on certain subtleties seldom or never discussed in
texbooks on analytical mechanics. We also call attention to the little known Voronec equations, which avoid
Lagrange multipliers.

| Introduc,ao Il V inculos rao-holbnomos

Se z1,...,zy Sdo coordenadas que descrevem as
configurg®es (posjdes das partulas) de um determinado
Vinculos rdo-hoBnomos ocorrem com fregicia na sistema meafiico, vhculos hobhomos a0 relades funcio-
mednica, especialmente em problemas envolvendo rola-nais da forma
mento sem deslizamento de corpagidds. Portanto, a
dindmica de sistemas submetidosiaciilos r@o-hobnomos filzr,...,zN,t) =0, I=1,...,p, (1)
€ um Opico importante de qualquer curso abrangente de
med@nica anatica. Alem de interessantes de um ponto de
vista estritamente &gico, tais sistemas encontranuinéras
aplica@es paticas [1].

que definem as configui@es acesseis, isto€, as que
sd0 compatieis com as restries impostas ao sistema.
Vinculos hobhomos restringem as configutas possieis,
e qualquer configur@o compawel com os vhculos corres-

Vinculos rid-hobinomos diferem em arios aspectos  nonde a um conjunto de coordenadas generalizadas conve
dos vnhculos hobhomos, e um de nossos poitos prin- nientemente escolhidas.

cipais € chamar a atefio para os cuidados que precisam  gistemas meniicos mib-hobinomos ad aqueles sujeitos
ser tomados a fim de evitar erros decorrentes da inob-5 ye|o menos ummculo rdo-hobnomo. Vamos focalizar
sendncia de certas sutilezas carattas dos wiculos nossa atero nos vaculos ro-integeveis que dependem
n&o-hobnomos. linearmente das velocidades, podendo, portanto, ser expres

_ _ sos na forma
Ha diversas maneiras de atacar o problema da

constryéo das equd@es de movimento para sistemason” n

holénomos. Nossa discuss$ed limitadaa formulaéo das Z akgr +aw =0, I=1,...,p, )
equades de movimento no contexto do formalismo lagran- k=1

giano. Em particular, discutiremos duas maneiras distin- onde ¢i,...,q, S840 coordenadas que descrevem as
tas de obter as eqizes de movimento de sistemagon™  configurgdes do sistema e os coeficienteg e a;y S40
holénomos na diafica lagrangiana sem o emprego de mul- fungdes somente de, ..., ¢,,t . Apesar da aparente falta

tiplicadores de Lagrange, uma das quais culmina nas poucale generalidade, a classe deatilos (2) abarca a vasta mai-
conhecidas equaes de Voronec. Dois exemplos, um me- oria dos problemas de interessgido. Como veremos a se-
ramente acasgthico e outro da diarhica dos corposgidos, guir, as equdtes (2) restringenaty somente odeslocamen-
seldo usados para ilustrar os resultados gerais. tospossveis do sistema.
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I1.1 Integrabilidade

A fim de ilustrar a maior parte das propriedades ge-
rais dos vhculos rdo-hobnomos, tomaremos como exem-
plo um sistema mexiico meramente aceaudtico constitudo
por uma partula de massa uritia movendo-se livremente
num plano exceto pelantulo

y—l‘:O, (3)

ondex, y sAo coordenadas cartesianas.

Para intio de conversa, come poss/el decidir se este
vinculo é ou réo hoBhomo? O whculo (3) sea” hobbnomo
se e somente se ele for intagel, e elee’integevel se e so-
mente se existe urfator integrante @o-nuloh(z,y,t) tal
que

_dG_0G  9G 0G
“at ot Y T o
para alguma fuf@mo G (z, y, t). CasoG e o fator integranté

existam, a equd@o (4) e a equao de vhculo (3) permitem
concluir que

(4 —x)h “4)

G(z,y,t)—C =0, (5)

ondeC é uma constante. Nessas circamsias, o wiculo
(3) seria hadhomo por ser equivalente a (5), que tem exata-
mente a forma (1).

Admitindo a exis¢hcia da fun@o G, somos forados a
concluir que

oG oG

_— = _— _— 6

Ox T Oy Ot (©)
Da igualdade das derivadas parciais cruzadas d&dfusic-
postamente existente deduzimos que

=—hx .

022G G ohn
droy ~ ogor  ox 0 =),
902G 9°G
oz0t oo 70 (7)

A inexisténcia de um fator integranteaanulo estabelece
gue o vhculo (3) rdoé holbnomo.

Ha uma sutileza na caracterjzacde um sistemaawo-
holbnomo: a exisghcia de wculos isoladamente ao-
integrdveis @0 garante que o sistema sepoftiobnomo,
pois os referidos wiculos podem revelar-se integ€is
guando vistos em conjunto. Considere, por exemplo [1],

(2 + )i+ a22=0, (2®*+9°)y+yzi=0. (8)
E facil provar que cada um dessesatilos, tomado sepa-
radamente, @6 é integevel. No entanto, dividindo uma
equa@o de vhculo pela outra e eliminado a vaviél tempo,
deduz-se facilmentéz/dy = z/y ouy = Cyz. Substi-
tuindo esteultimo resultado ey = C; & na primeira das
equabes (8), resulta imediatamentt—;‘j—t (22 +y* + 2?) =

29

0. Portanto, em conjunto, osnculos separadamentaat”
integrdveis (8) 80, na verdade, hofiomos e equivalentes

C)

Em suma, para decidir se um sistema amc6 € ou rdo
holénomo€ necesario considerar todos osnculos de uma
s6 vez. Crigrios gerais de holonomia parmgulos do tipo
(2) podem ser encontrados na &et.7 de [1].

y=Ciz , 2® +y* +2°=Cy .

1.2 Acessibilidade

Embora as equées de wiculo contenham explicita-
mente as vaaveis de configur@o, vnculos rdo-integeveis
nado restringem de modo algum as configezcdo sistema.
Em outras palavras, todas as configiiecsio acesseis
[2]. Vamos ilustrar este resultado geral com 0 nosso exem-
plo acadmico. Se for possél provar a exighcia de
uma trajedtia ligando dois pontos quaisquer do egpde
configura@o e obedecendo aonculo, estea estabelecida
a acessibilidade de todas as configdesc Sejam(a, b)
e (¢, d) dois pontos quaisquer do espage configurag@o
do sistema. Sejg(¢t) uma fun@o diferencavel e defina
y = f(t)ex f(t). Com esta escolha, andulo (3)
é automaticamente satisfeito. Basta, agora, imfio) =
a, f(0) = b, f(to) = ¢, f(to) = d para que fique estabele-
cida uma conexd entre as configurdes(a,b) emt =0 e
(c,d) emt = to sem violag&o do vhculo. Ora, &'uma in-
finidade de funBes com os requisitos desejados. Por exem-
plo, a fun@&o polinomial

3(d—0b)— 2a)t
ft) = btat+ ( )t%(ch Vo,
2(b—d);(c+a)to 3 (10)
0

da conta do recado.

Em gntese, wiculos rdo-hobnomos caracterizam-se
por restringir apenas odeslocamentopossveis a partir
de uma dada configurf@ae, mantendo aceassgis todas as
configurg®es.

V inculos nao-holbnomos no for-
malismo lagrangiano

Ha diversos aspectos que merecem ser considerados no que
se refere ao problema de construir ediescde movimento

para sistemasat-hobnomos com base no formalismo la-
grangiano.

[11.1 M étodo dos multiplicadores de Lagrange

O método padsd de incorporar sistemaaorhobnomos
ao formalismo lagrangiano consiste em adotar como postu-
lado o pringpio de Hamilton e levar em conta oseulos
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por meio de multiplicadores de Lagrange. Escrevendo os
vinculos (2) na forma diferencial equivalente oy=0 . (15)

n Segue-se que
ZaldekJFal()dt:O , l=1...,p, (11)

k=1
ta

e levando em conta que os deslocamento virtdigjs s4o §S = 5/ 1 (&2 + 9°)dt
executados a tempo fixa{ = 0), a compatibilidade com os 2
vinculos impwe as condites b2 b2

I d - / (&6 + 9637)dt = / (—iba — §oy)dt

n t1 t1
> andgr =0, 1=1,....p, (12) (16)
k=1

onde foi feita a costumeira integépor partes com o0 uso
dedi = Loz,6y = 4oy e foram impostas as condies
nos extremosz(t1) = dz(te) = dy(t1) = dy(t2) = 0.
ExigindoéS = 0, usando (15) em (16) e levando em conta
gue que a varigmdx € arbitdria, resulta

de modo que 0%$¢s rdo €0 todos independentes. Seja
L a lagrangiana do sistema escrita como ae hduvesse
vinculos de esgcie alguma e sejd = fttf Ldt a a@o. Le-
vando em conta as condies (12) no pringiio de Hamil-
ton por meio de multiplicadores de Lagrange, ..., \,,
demonstra-se prontamente que as egesaae movimento PR 17
tomam a forma '
O movimentoe obtido integrando estatima equaéo jun-
tamente com a equac de vhculo (3). O resultade
d s 0L oL
E(a_')*_zzm”c Ck=1,....n. (13) L

K =1 x=x9+vot , y:y0+m0t+§UOt , (18)

Estas equdies, juntamente com as eqfias de wculo ~ L
. . . ondezxg, yo € vy SA0 constantes arbdrias.
(2), permitem determinar as coordenadas generalizadas e 0S - .
X S isi is re-
Como exemplo menos elementar e fisicamente mais re

multiplicadores de Lagrange em fiiledo tempo. Os mul- : R
- . levante, considere uma moeda homogd de masse e
tiplicadores de Lagrange, por sua vez, determinam aasgorc . .

raio R que rola sem deslizar e sem tombar numa rampa de

generalizadas dantulo [3]. T ; .
inclinac@oa. Sejamz, y as coordenadas cartesianas do cen-

tro de massa da moeda, com o eixdorizontal e 0 eixo
y correndo ao longo da rampa e orientado para baixo. Se
¢ € odngulo de rotg@o da moeda em torno de seu eixo de

Os livros réo costumam comentar que, sorestiver- simetria e & odngulo do plano da moeda com o eixca
mos interessados nas fascde whculo mas apenas nas |agrangiana”
equabes de movimento do sistema, podemos dispensar
os multiplicadores de Lagrange completamente. Para isto, m, .o .9
basta resolver as equims (12) para variad®esoq em ter- L= @ +y)+

q (12) para varia qk 2

mos das demais e substituir na expaes$is S = o fttf Ldt.
Como 0sdgs que agora aparecem eri sdo mutuamente
independentes, o argumento h.abitual_u.tilizado para obter i — Rpsed =0 , §— Rbcosf =0 . (20)
as equalies de Lagrange a partir do prip) de Hamilton
aplica-se sem modificao. Na maioria dos problemas de Uma dedyao detalhada desta lagrangiana e doswos
interesseifico a resoly&@o das equdes (12E'trivial, oque  pode ser encontrada em [4], embora tal déduseja irre-

l1l.2 Dispensando os multiplicadores de La-
grange

mR? . mR?

1 ¢2+T92+mgysena . (19)

Os vnculos de rolamentas”

torna o netodo facilmente aplavel. levante para nossos pragifos.
Vamos ilustrar essas étis com o nosso modelo Nas presentes circumstéias, as equées (12) tomam a
acadmico, que tem por lagrangiana forma
L:%(ﬁﬂf) , (14) 51— Répsend =0 , Sy — Répcosf=0 .  (21)
e para o qual a condio (12) reduz-se a A variagdo da ago escreve-se
]
t 2 2
2 R2. . R?2. .
59 = (mi53b+my(5y+m2 ¢5¢+m4 969+mg(5ysena)dt . (22)

t1
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Integrando por partes e usando (21), o ppicde Hamilton torna-se

b2 mR?

2

6S = { (—mjéR send — miR cos € —

t1

Levando em considerao a arbitrariedade de e 66, resul-
tam as equdies de movimento

mR? - . ..
> ¢ = —mRisend) — mRjjcosf + mgRcosfsena ,

(24)
(25)

2--
mE Gy

Diferenciando as equées de wiculo (20) em relgio ao
tempo e substituindo em (24), eob-se imediatamente

2 .
377”;R ¢ = mgRcosfsena .

As equades (25) e (26), em conjunto com as ediexcde
vinculo (20), determinam univocamente o movimento da
moeda.

(26)

[11.3 Substituic o dos vinculos na lagrangiana

O formalismo lagrangiano foi concebido para lidar com
vinculos hobhomos. A essicia da abordagem lagrangiana
consiste em introduzir coordenadas generalizadas . , ¢,
de tal modo que as equi@es de wculo (1) sejam identi-
camente satisfeitas pa# (q,t),...,zn(gq,t). Em seguida,

é +mgRcosf sena) op —

mR?
4

éae} dt=0 . (23)

[

e na energia potencidl, resulta uma lagrangiana =
T —V = L(q,4,t) expressa exclusivamente em termos
das coordenadas e velocidades generalizadas. Em suma,
pela substityigo dos vhculos na lagrangianaselimina-
das vardveis redundantes e a dimca passa a ser descrita
em termos de um conjunto menor de coordenadas mutua-
mente independentes. Uma pergunta natural, quecos-
tuma ser respondida nos livros de raeica anatica, é se
esse processo de substjigcde vhculos na lagrangiana
para eliminar vaaveis, queabsolutamente correto quando
0s vinculos s0 hobnomos, tamémé valido para whculos
ndo-hobnomos.

Consideremos novamente nosso exemploacdah. A
coordenadg €& completamente eliminada pela subst#oic
do vinculo (3) na lagrangiana (14), dando lugaagrangi-
ana reduzida

L= l(a:2 +?) .
2

A equa@o de Lagrange fornecida pdré & — z = 0. Sua
solu@o gerale’ z(t) = Ae' + Be !, que difere completa-
mente da sol #o correta (18).

No caso da moeda rolante,poss/el formalmente eli-
minar z da lagrangiana (19) utilizando (20), dando como

(27)

substituindoz (g, t),...,2n(g,t) Na energia ciefica T’ resultado a lagrangiana reduzida
|
- mR? b m ., mR? .,
L= (1+2sertd) ¢ + DLAR TG + mgy seny . (28)
A variag@do da a&o reduzidaS = [ Ldt & obtida sem dificuldade:
. d mR2(1 + 2sertd)¢ i} o/ o 0
65 = [ 4 ~00 - + (—my +mg sena) Sy +mR ((,b ser cosf — 1)59 dt . (29)

Com a vardvel z eliminada, resta apenas meulo envol-
vendoy. Usandody = Rd¢cosf e igualando a zero os
coeficientes das varjaes independente® e §¢, resultam

as equates
2 .
% lmf (14 2serfd) gb] = —(my — mgsenx)Rcosf .
(31)

Estas equdies s0 completamente diferentes das edesc

0 —4¢>semdcosf =0 , (30)

[

de movimento corretas. Note, em particular, a disanefs
entre (30) e (25), que & equa@o correta paré.

Estes exemplosan” deixam margem paraudida: em
geral raoé permitido introduzir wiculos r@o-hobhomos na
lagrangiana para reduzir amero de vaaveis mantendo as
equabes de movimento na forma lagrangiana padtdma
discusgd minuciosa do prinpio variacional de Hamilton
permite identificar a origem da dificuldade.
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l1l.4 Trajet 6rias de comparg@o no principio  jetéria vizinha obtida mediante um deslocamento virtual, a
variacional de Hamilton saber
T=x+0r , y=y+9y . (32)
Quando os wiculos s hobbnomos, as trajetias vari- Como consegéncia de (15)
adas obtidas por deslocamentos virtuais de wepet cine- e '
maticamente admisgis tamlem sio cinematicamente ad-

misgveis. Em outras palavras, se uma trajit ‘obedece

as equaes de wiculo, deslocamentos virtuais conduzem a de modo que todas as trajeiis variadas violam oimculo.

trajeBrias que tamém obedeceras equabes de wiculo. No caso da moeda rolante, o deslocamento virtual mais
Quando os wiculos @0 10 hobnomos, sabe-se que isto  geral possiel &

naoé verdade em geral [5].

y—z=y—(r+dx)=—-x#0, (33)

Esse fenfneno€ de Hcil verifica@o em nosso exem- T r+ Rsemdép,y=y+ Rcosbdp,
plo aca@mico. Um deslocamento virtual caracteriza-se, se- 0 = 60+60, p=0d+60 , (34)
gundo a equg@m (15), pody = 0. Seja, agora(x,y) uma
trajetria que obedece équado (3) e sejaz, y) uma tra- onde usamos (21). Para a trajgd’'variada temos
]
i— Rpsend =i+ Répsend + RS cost — R(d+ 56)(serd + cos 0 50) . (35)

Usando (20) e desprezando infesitmos de segunda ordem, por que @0 se deve inseririrculos r@o-hobnomos na la-
resulta grangiana com o pragsito de reduzir o urhero de graus de
_ . ) ) liberdade configuracionais.
T — Rpsend = ROcosfdp — Rpcosb b . (36)
_ . [11.5 Equac 0es de Voronec
Devidoa arbitrariedade d&) e §¢, x — R¢ ndoé zero em
geral e o viculoé violado. A discussio anterior estabelece apenas qugréibido
Tendo em vista queiniculos ro-hobnomos restringem  €liminar varéiveis da lagrangiana por meio denstlos
apenas odeslocamentasossteis, o presente estado de coi- ndo-hobnomos se se quiser preservar a forma lagrangiana
sas€ muito bem caracterizado por Whittaker [6] nos se- Padao das equdes de movimento. Para certas formas
guintes termos: “a’infinitamente mais poges adjacentes ~ freqiientemente assumidas pelas g@eaale wiculo, o re-
possieis do que deslocamentos peess a partir de uma ferido processo de eliminao pode ser executado, pan’
dada posi&o.” as equabes de _movimento corretaam %o as equdies de
O fato de as trajetias variadas violarem osnculos ~ Lagrange usuais, mas as egfiede Voronec [1]. Uma vez
ajuda a entender porqueam™é permitido introduzir ~ 9u€ as equdes de Voronec parecem ser pouco conhecidas,
vinculos mio-hobnomos na lagrangiana para eliminar Va@mos apreseatlas em sua forma mais geral (o leieore-

variaveis.  Consideremos novamente nosso exemplometido a [1] para uma dedao). N _
acadfmico. Quando se substityi por = na lagrangiana .(,20n_S|deremo.s um sistema naeeo dESC”tP pelas
(14) se produz um problema variacional inequivalente no variaveis de configur@o g, ..., g, € por um conjunto de

qual 6§ = sz # 0, a0 passo que no primEod variacional vinculos r@o-hoBbhomos que dependem linear e homogene-

fisicamente correto tem-se necessariamente, em virtude d@mente das velocidades. Suponhamos que as primeiras
definigio de variao, 6y = 25y = 0. velocidades sejam mutuamente independentes, permitindc

De maneira geral, a eliminao de variveis da lagran- exprimir ask =n-—m velocidades restantes em termos das
giana por meio de miculos r@o-hobnomos reduz indevi- velocidades mdependente;. Isto significa que as égsac
damente o ufmero de graus de liberdade configuracionais, de Wnculo podem ser escritas na forma
conduzindo a um problema variacional nuomréro menor m
de vargveis e restrito apenas ’FrajetDrlas de compar@o Gt — Z ajg; =0, 1=1,...k (37)
gue satisfazem as equms de wculo usadas no processo
de eliming@o — portanto, essas trag@ias variadasao po-
dempodem ser obtidas da trajeta real por deslocamentos onde os coeficienteg; sdo fun@es das coordenadas gene-
virtuais. Esse problema variacional modificagmg equi- ralizadasyy, . . ., gn.
valentea versio original do pringdio de Hamilton sujeito ao SejaL(q,q,t) a lagrangiana escrita ignorando comple-
conjunto completo deixculos r@o-hobnomos. Isto explica  tamente os wiculos r@o-honomos (37). Eliminando ds

J=1
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Ultimas velocidades da lagrangiana por meio das gpsac
(37), resulta uma lagrangiana reduzibla

"o oL
; Ot

d (oL oL _
dt \ 0¢; N

0ay;

onde

v

p=1

Note que as equées (39) tambm envolvem a lagran-
giana original L(q1,...,qn,d1,---,dn,t). Quando os
vinculos (37) ab integeveis (logo hathomos) a;; =
Ofilq1, - -,qm)/0q;, de modo que o lado direito de (38)
zero porque os coeficientés sio identicamente nuloske
depende unicamente das primeiras coordenagdas. , g,.
Neste caso, as equ#s de Voronec coincidem com as

equabes de Lagrange em termos da lagrangiana reduzida

L apenas, como esperado.

A guisa de aplicg@o, retomemos o problema da moeda
rolante. Fazendq; = ¢,q2 = 6,93 = x,q4 = ¥y, 0S
vinculos (20) podem ser postos na forma (37) com

a1 = Rsend R as =0 .

(41)

a1 = 0 , a21 = Rcosf y
No presente casay = k = 2.

A lagrangiana reduzida, obtida por ins&oc das
equades de wculo (20) na lagrangiana original (19),

L= —qb It 92 +mgy senae . (42)

Uma aplicad@o direta da defindo (40) fornece osirficos
coeficientes a6-nulosh;’;:
by = —bs, = Rcosf |

—b3, = —Rserd .

B, — (43)

Assim, as equdes de Voronec para a moeda rolarate s~

2
3mR é = mgR sena cos 0+ma R cos § —my RO serd |,
(44)
mR2 .. . .
0 = —miR¢cosh + myResend . (45)

4

Langando n&o das equd@es de wculo (20), estas equdes

; aa da
b,L-- _ . l/_] ( vi
/ a(Ij qi Z aqm+u ni

33
L(Qla"'aqnvfha"'a(jnvt) = E(qla"'aqnvfha"'a(jmvt) .
(38)
As equabes de movimento de Voroneacs[1]
Zza qua 2_17 , M, (39)
v=1j=1
day; )
Qi (40)
anL+M !

de movimento tomam a forma substancialmente mais sim-
ples

- 2gsenx

¢= 3R
Estasultimas equa@ies coincidem precisamente com (25) e
(26). Comprova-se, assim, que as e@esade Voronec des-
crevem corretamente o movimento da moeda rolante.
Como regra geral, se as eqdas de wculo g0 fundes
lineares e homagyieas das velocidades, a subst#aicos
vinculos r@o-hoBhomos na lagrangiarma permitida, mas
as equalies de Lagrangestii que ser substitdas pelas
equades de Voronec.

6=0 .

osf (46)

IV Conclusao

Da discusad anterior algumas [lies podem ser ex-
traidas. Embora as equEEs que exprimem osinculos
ndo-hobnomos contenham explicitamente as aegis de
configura@o, apenas os deslocamentos p@ss S0 res-
tringidos, todas as configui@es permanecendo acesss.

A caracteriza&o de um sistema com@a-hobhomo exige

a considerg@o da totalidade doamntulos, pois viculos se-
paradamentead-hobnomos podem ser faidmos quando
tomados em conjunto. Quandoam’té interesse na
determinaéo das foras de vhculo, os multiplicadores de
Lagrange podem ser dispensados, bastando para tal substi-
tuir as variabes dependentes em termos das yasadn-
dependentes no primo de Hamilton e utilizar os argu-
mentos habituais apke/eis a sistemas semne¢ulos. Na
presena de vhculos r@o-hobnomos, as trajetias vari-
adas no pringlio de Hamilton a0 €0 cinematicamente
admissveis, isto €, violam os wculos. Por esse mo-
tivo, vinculos rd@o-hoBhomos @b podem ser substitlds
na lagrangiana para eliminar vavgis mantendo intactas as
equades de Lagrange. Quando osstlos sb fundes
lineares e homagieas das velocidades generalizadas, tal
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substitui@oé possrel, mas as equées de movimento cor-  [3] H. Goldstein, Classical MechanicgAddison-Wesley, Rea-
retas 80 as equdies de Voronec. ding, MA, 1980), 2 edicdo, Cap. 2.

[4] N. A. Lemos, Mednica Analtica. Notas de Aula, Departa-
mento de Kica da Universidade Federal Fuminense (2002).

[5] H. Rund, The Hamilton-Jacobi Theory in the Calculus of Va-
riations (Robert E. Krieger, Huntington, NY, 1973), Cap. 5,
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