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Contracao de Lorentz, Lei de Gauss e Lei de Amgre

Lorentz Contraction, Gauss and Agip Laws

Olivia Ortiz*
Grupo deOptica/Departamento deifica, Universidade do Estado de Santa Catarina, 89223-100, Joinville, SC, Brazil

F. D. Sasse
Departamento de Mateftica, Universidade do Estado de Santa Catarina, 89223-100, Joinville, SC, Brasil

Recebido em 24 de abril, 2003. Aceito em 09 de junho, 2003.

Mostramos como obter a exprasspara a contr@&p de Lorentz dos comprimentos, a partir das leis de Gauss e
Ampeére, sem qualquer conhecimento da teoria da relatividade especial de Einstein. Mostramos em seguida que
tal resultad@ consistente com a transforrdagrelatiistica dos campos &frico e magatico.

We show how to obtain the expression for the Lorentz length contraction, using only Gauss aackAsms,
assuming no previous knowledge of Einstein’s theory of special relativity. We also show that this result is
consistent with the relativistic transformation of the electric and magnetic fields.

| Introdug¢ ao Il Relatividade Especial e Eletromag-
netismo
Est tigo t jeti f lu-
Ste artigo “em o Obj? vo de Figscrevgr a ?rq essores e a uNo seu artigo de 1905 sobre a TRE [4], Einstein comeca
nos de disciplinas &sicas deifica universiria, como a - . X -
~ . chamando atei@p para a assimetria que ocorre na degori¢
contra@o dos comprimentos de Lorentz pode ser enten-

dida como uma soldo para um aparente paradoxo ofiai do movimento relativo entre magnetos e condutores. O ar-
: 4o P P P 0 orig tigo ndAo menciona explicitamente qualquer um dos experi-
nado pela incompatibilidade entre o eletromagnetismo e

o ) 4mentos conflitantes com as teorias vigentes, inclusive o de
mea@nica chssica. ; o : e
Michelson-Morley. A primeira frase do artigo afirma

A Se@o Il brevemente descreve como aparentes assimeSabido que a eletrodimica de Maxwell - na forma enten-
trias da teoria eletromagtica puderam se constituir numa  dida atualmente - quando aplicada a corpos em movimento,

Relatividade Especial (TRE). feromenos™. .
3 ] ) B Einstein considerou o problema de uma correré&riea
Na Se@o Il € mostrado como a hipese da contr@®  induzida em um condutor por um magneto. Tal corrente

de Lorentzé capaz de resolver uma aparente assimetria de-pode ser induzida de duas formas:

corrente da descr@@ do movimento de uma partila-teste

carregada nas proximidades de um fio longo, em diferen- e O magnetc mantido em repouso com refagao la-
tes referenciais inerciais. Embora tal assuattepha sido borabrio e um condutor move-se perto dele.
tratado em textos daticos de diferentes formas [1, 2, 3],

acreditamos que a presente abordagem tem a virtude de ser ® O magneto move-se e o condumantido em re-
bastante simples e acess, rio assumindo a validade da pouso.

teoria da relatividade especial a priori. o .
No primeiro caso, segundo a formuacchssica da ele-

A Se@o IV, que supe que o leitor conhece os funda- trodinamica de Maxwell, a correnteinduzida porque o mo-
mentos fasicos da TRE, mostra como a form@acrela- vimento das cargas sob o campo métigo do magneto ori-
tivistica do problema fornece a mesma satycatraes de gina uma forca sobre cada#lon livre (de carga) do con-
uma transforma@o de Lorentz do tensor eletromagjico, dutor, perpendicular ao campo m&giooB e velocidades
sem necessidade de consid@mdas fontes. do ektron.
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No segundo caso, classicamente a corrénteonsi- esh situada a uma d&nciar (medida ao longo do eixo car-
derada como sendo produzida por um campo reBcm tesianoy) de um fio longo e reto, eletricamente neutro, que
variavel, de acordo com a lei de indig;de Faraday. conduz uma corrente@tical, na dire@o positiva do eixo

Embora o resultado seja 0 mesmo, as efeaagasicas x. Neste referencial a carga-testesesin repouso.
utilizadas para resolver o problema nos dois cagogife- Vamos supor ainda que tal correbteausada pelo deslo-
rentes. camento efetivo de portadores de carga negativa, com velo-

Tal assimetria era inacaiel para Einstein. Em parte, cidade—vi (i, j, k sio vetores undrios dirigidos ao longo
para resolver tal problema, em vez de tentar alterar direta-dos eixosz, y € z, respectivamente).
mente a teoria eletromagtica ou a teoria de Newton, ou Como o fioé neutro e a carga-teste @sim repouso, ne-
supor propriedades@mnicas especiais de corpos movendo- nhuma forga sobre a partilaé medida no referencial.
se numeéter, ele concluiu que uma grande mudanca era ne-  Consideremos agora a mesma siuafisica, agora des-

ceséiria na fsica. crita em um referencia#’, que se move com velocidadg
Einstein baseou sua TRE, em dois postulados, enunciacom relago S. Em tal referencial a pddula-teste agora
dos na seguinte forma: move-se com velocidadevi, assim como os portadores

de carga positiva, que agora podem ser considerados como
1. Todas as leis dddica #m a mesma forma em qualquer sendo os causadores da correhté lei de Ampere agora
referencial inercial. implica que o campo magtico sobre a patula-testeé

dada poB’ = —B’k, onde!
2. A velocidade da luz ndaeuo independe da velocidade P

fonte. 1
da fonte B 2 ’ )
Com seus dois postulados, mais adtgse de isotropia -
do espaco, Einstein pode construir a nova aimgta rela-  ondel’ = X, 'v € a corrente @ltrica agora causada pelo
tivistica, deixando intacta a teoria de Maxwell. No entanto, a deslocamento da linha de cargas positiva. Como acpéat
forma do segundo postulado revela a preocupao de Einsteis em movimento, deve agora atuar sobre ela uma forca
em riio assumir a hiptese da estrita validade das edie;  magretica atrativa, dada pela parte méatoa da forca de
de Maxwell. AEm disso, a contr@p dos comprimentosea Lorentz,F,, = —F,,j, onde
dilatagdo dos tempos, que antes eramotigses das teorias
deéter de Fitzgerald [5], Larmor [6] e Lorentz [7], passaram Fo - CquB. o qu2l’. 29007
a ser meras consé@ncias desses postulado&prhavendo a e c vt c2r
necessidade de especiias sobre a natureza das forcas de
coe&o dentro de corpos, coméguas e rélgios. Tamem
as transformdies de Lorentz, apresentadas em 1904 por : _
Poincaé [8, 9], puderam ser recuperadas. As aparentes asdUes&o natural que surge: qual a origem da forca que
simetrias, envolvendo eletromagnetismo e trocas de referenSontrabalancd’s, 2 _
ciais, desapareceram sob a luz da novazmiea. U'ma hiptese raz'av_el € que no referenciad’ aparece
Conem notar ainda que, apesar do triunfo de Einstein, {@MEm uma forca éfrica repulsivaFe = Fej, causada
Pauli [10], Bell [11] e Brown [12], observaram quémé  Pelo surgimento de uma densidade de caigaidaA\’ no
claro que o ponto de vista atdstico de Lorentz deva ser 110- COM tal Supos#&o o campo éltrico na posigo da carga-
abandonado. Uma analogia frequentemente utilizzalaa  €Ste€ dado, de acordo com a lei de Gauss, Bor= Ej,
segunda lei da termocmica aplicada teoria de gases. ©nde
Embora esta lei possa ser utilizada para explicar e prever ,
varios ferbmenos, ela&o exclui a necessidade da utilizac E = 24 i ©)
da teoria cigtica (molecular) dos gases [13]. r
A forca ektricaé ento dada por

()

Por outro lado, a simetria do problema indica que, com
relag@o ao eixay, a partcula-teste continua em repouso. A

~ H . /
Il Contra¢ ao de L‘orentz via Lei de F, — B = ¢ B = 248V @)
Gauss e de Ampre
Imediatamente podemos observar qug > 0.
Veremos agora como a fiifese da contr@p dos compri- Como a carga-teste ésem equibrio, devemos ter
mentos de Lorentz pode ser utilizada para a reSalaig um
aparente paradoxo em um problema eletrorgtiga sim- Fm+Fo=0, (5)
ples. Nbo vamos assumir, neste ponto, qualquer infoeroac
vinda diretamente da teoria da relatividade especial. ou seja,
Consideremos a seguinte sitaadisica, descrita em um 200,02 2gAN
referencial inercialS: uma paricula-teste com carga> 0 B PR 0. (6)

1Em todo este artigo utilizamos o sistema gaussiano de unidades
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Seja)\.’ a densidade de cargas positivas (negativas) nolV  Formalismo Covariante
fio, medida en5’. Enfio
Quando apresentada na sua forma covariante a eletro-
AN =2+, @) dinamica de Maxwell explica naturalmente o éeneno des-
crito anteriormente, em dois referenciais inerciais, sem a ne-
A eq. (6) pode agora ser escrita como cessidade da considegaxgdas fontes.
) No que se segue utilizama@sdices latinos para denotar
—1)\ A AN =0, ©) componentes espaciais de tensoieg,k,... = 1,2,3, e
27 * indices gregos para denotar componentes espaco-temporais
ou v, ... = 0,1,2,3. Indices de componentes repetidos
A= A2, Q) superiores e inferiores subentendem um sc’)ritat, Ex-
ceto pelas componentes dos campd@driglo e magatico,
onde grandezas denotadas, por letrasimaiilas referem-se a 4-
yoi= 1 _ (10) vetores e 4-tensores, de acordo com a cord@ae Rindler
V1—02/c? [14].
Como estamos supondo que houve uma mudanca de Vamos supor que associado ao referencial ineftia-

. L .mos um sistema de coordenadds= (ct,z,y, z) € ao re-
densidade de cargas na passagem de um referencial meru?l DA it AR
erencialS’ o sistema*’ = (ct’,2',y, 2’).

a outro, a simetria do problema sugere que .
P gereq A forca de Lorentz sobre uma paxtla carregada tem a

A = kA (11) seguinte forma covariante

. o . aPt ¢
ondek & uma constante de proporcionalidade,eé a den- e ~F*y, , (16)

sidade de cargas positivas no referencial inersial Por ¢
simetria devemos ter tarain 7 € 0 tempo poprio da pafcula, P* = mU* & o
4-momento, U* = dX*"/dr a 4-velocidade, X" =
A= )‘; (12) (ct,xz,y,z) 0 4-vetor posigo, t o tempo do laboratio,
k comdt = ~v(v)dr. m a massa de repouso da peuta,

Por hipbtese, o fic eletricamente neutro efy de modoque ~ 7(v) = 1/y/1—v?/¢?, v a 3-veulo,cidadeU,, = Nuw U,
Ay = —A_. Dividindo (12) por (11) e comparando com (9), 7w = diag(l, —1,—1,~1), e F* & 0 4-tensor de segunda
obtemos ordem antissiratrico, denominado tensor eletromagjno,

1 (13) definido por [15]

k=vy= ——.
M2 /-2
V1—vie ~E, -E, -E.

Uma vez que a carga total deve ser conservada, vemos que E, 0 -B, B,

Hy] —
a carga total em um segmento do fio deve ser a mesma nos [ = E, B, 0 -B: (17)
dois referenciais, ou seja, E., -B, B, 0
Q+r =MLy =AMLy, (14) As componentes espaciais da forca de Loreitzaadas
por
onde@ € a carga total positiva (negativa) em um segmento dP" ¢ ingr 4 0 q i
do fio com comprimentd.., emS, e L./, emS’. e e R (18)
Portanto, de acordo com as egs. (11), (12) e (13), @ As componentes covariantds, = (U,,U;) da 4-
equa@o acima implica que velocidade &o
L
Ly == L' =~L_. 15
+ /y ’ ,-Y ( ) dXO
Up = Moo= — =176, (19)
Como~y > 1, vemos que a linha de cargas positivas, que dXH dat A
passou do repouso ao movimento, sofreu uma cdidrag U, = Mip =g =i~y = —yvt. (20)

seu comprimento, na passagem do refereiscgraS’. Por
outro lado, a linha de cargas negativas, que passou do movi-  No referencialS, temos,’ = 0, E* = 0 de modo que
mento ao repouso, sofreu uma dildac de (18) temoglP!/dr = 0.

Embora tais concliges sejam conse§ucias simples No referencials’, vi’ = (—v,0,0) e as componentes
das transformédies de Lorentz, nos&nfase aqui consiste  dos campos élrico e magatico podem ser obtidas exami-
no fato de que elas podem ser obtidas de forma muitonando as componentes do tensor eletroraign £, ob-
simples, invocando somente a validade das dipmgde tidas a transformdp de Lorentz
Maxwell, em particular leis de Gauss e Aarp, em qual-
quer referencial inercial. P = AW A g FOP (21)
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onde
~y —yv/ec 0 0
/ —yv/ec 0 0
W= | e 00 ()
0 0 0 1

€ a matriz ddoostde Lorentz na direfp .

A (inica componentedo nula deF*” e F?! = —F12 =
B,. Portanto, as componenteiomulas dé* sao0F%2" =
E,eF? = —B./ onde

F()Z' _ A()'aAz’ﬁFa,G _ A0’1A2’2F12 (23)

B, 21’
- = 7 (24)

c cer

e

FY AV A% 5FOP = AV AY,F12 (25)

2vI'v
= —B,=-= (26)

cr

Substituindo (19), (20), (23) e (25) na exp@spara a forca
de Lorentz (18), obtemos imediatamente

dpP?

dr

ou seja, a forca resultante sobre a fartt carregada per-
manece nula erd’, como esperado.

(27)

)

V Conclusbes

Mostramos nesse trabalho como deduzir facilmente a ex-
pres&o para a contr@p de Lorentz dos comprimentos, uti-
lizando somente as leis de Gauss e Anep

Tal exemplo mostra que efeitos relasticos podem ser
importantes mesmo quando baixas velocidadessvolvi-
das. As velocidades efetivas détebns em um fio condutor
sao tipicamente da ordem dé—5m /s, para um fio de cobre
calibre 14. Isso implica que/c & extremamente pequeno,
e v(v) muito pximo a 1, resultando numa contéa;de
comprimentos muito pequena. No entanto, os efeitos rela-

tivisticos &0 importantes, pois as densidades de cargas en-

volvidas §i0 muito altas, tipicamenté)?? /m? para o cobre.
Poséveis extendes do neétodo descrito na Sag Il po-
dem ser aplicadas a outros sistemas. Um caso interessan
envolve o @lculo do campo magatico de um anel condutor.
Uma corrente induzida em um anel inicialmente neutro daria
origem rao somente a um campo mégico, mas tamém a
um campo dtrico decorrente do aparecimento de uma den-
sidade de carga@&trica iquida, decorrente da contéagda
linha de cargas negativas. OCétndo covariante, apresen-
tado na Sefo 1V, aplicado ao mesmo problema conduz a
um aparente paradoxo.
A analise covariante tan@m conduz a resultados inte-

ressantes quando utilizada para descrever o campo eletro-

magretico em referenciaisao-inerciais, de acordo com o
principio da localidade [16, 17]. Tais problemasa®abor-
dados em um futuro trabalho.
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