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Um Modelo de Pilha Eletrica

Modeling a battery
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O funcionamento de uma pilhaedtica€ modelado atras de um pgoa duplo de potencial entre os quais age
forca de naturezagico-quimica em portadores ativos, preferenciando um dkisss'Com isso, desenvolve-se
uma diferena de potencial entre os mesmos, fonte dad@letromotriz. A circula&o externa de carga causa
diminuicdo da fora eletromotriz atrae$ de mecanismo adequado. Calcula-se o seu valor efadalzccarga
circulada e a ciefica de recuperdo em circuito aberto &s’ser submetida a breve curto-circuito.

The functioning of a battery is modeled through a potential double well in which a force of physico-chemical
origin acts on charges, causing the population on one side side to increase in relation to the other. The electrical
potential thus created is the source of an electro motive force. External charge circulation makes this electro
motive force to decrease by means of an adequate mechanism. Its value as a function of the amount of circulated
charge is calculated, as well as the kinetics of recovering after briefly short-circuiting it.

| Introduc, ao a minimiza&o da energia livre, atrag’de racioaiio termo-
dindmico-meahico-estastico, produz o0 mesmo resultado
. _que o da sgio anterior. Na séo VI o comportamento qua-
Apresentamos neste artigo modelo que procura reproduzirjiiativo de pilhase’ brevemente relembrado e as preeis”

de forma S|mp||f|ca(|ja, o] funcllonamento de gTa p”-ha.l In- guantitativas do model@s calculadas. Comentérios encer-
vocaremos o modelo do duplo gnde potencial, original- 51, o artigo na séo VII.

mente introduzido por Bhlich [1] no estudo de dietficos
sdlidos. No caso presente, o duplo,pate potencial re-
presentaa’a interface entre espies qumicas no interior

da pilha. A popula&o de uma e®Tie eétrica ativa flu- Il O modelo do duplo pPOgco de pOten'
tua termicamente entre os sc A populago, poEm, rao cial

se reparte igualmente entre eles porque umgafoatural

- de origem fSico-quimica -, age preferencialmente num N, modelo de Fotilich [1], ver tamiemn [2], o dipolo ettrico
sentido, fazendo com que se estabelama difereng de e matriz slidaé representado por uma, vamos dizer, carga
potencial entre os pos - ou polos da pilha -, queaddri- ~ neqgativa, ladeada por doitiss capazes de alojar uma carga
gema sua fora eletromotriz. Se os polos forem ligados positiva. Esta flutua entre as duas pdsis, separadas por
externamente, fluir'carga entre eles, o que interfarila  ymga parreira de potencial, que deve ser vencida por,dtivac
cinética intra-pQos. Poem, para que o modelo ndo viole @ tgrmica. O comportamentoedio de uma populd@o de di-

2% Lei da Termodimiica - predizendo arealizawconthua  nolos como estes éntio analisado. No caso dielétrico,
de trabalho a temperatura constante -, devemos impor quggt,da-se a perturkiw na ocupgo dos gios, ou seja a

a circula@o externa de carga implica em dimi[ﬁrix:cor- polariza@o, causada pela apliGax de um campo etfico,
respondente de popyke ativa nos pges, atraes de me-  yer Fig. 1. Em conformidade com o sentido do campo
canismo adequado. Da circyiacexterna tamdrh resulta  gjatrico mostrado, do pacl ao poo II, a populago do
endo a diminuj&o da fora eletromotriz da pilha, 0 que o 77 tende a crescer em detrimento da dogpbga que
explica a naxima na patica com pilhas-pado, de que a o pmero total de dipolog tomado como constante. As

passagem de corrente deve ser evitada paoapnéjudicar frequencias de passagem de cargas dempoao poo 11,
a sua performance como padt”Na se&o Il, apresentare- ,, . e do pQo I1 a0 poo I, v» 1, SA0

mos 0 modelo do duplo poade potencial, como usado na
teoria da polarizggo eBtrica e na sgm Ill 0 adaptaremos
ao estudo da pilha, deduzindo as ediezccirgticas do mo-
delo. Na IV, o estado de equifio, com a naxima for@a
eletromotriz resultante dbtida. Na sgio V, mostra-se que Va1 = vge (PHEF/RT (2)

Vg = l/oe—(¢—“§“)/kT (1)
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em que, ver Fig. 1y, & a chamada fre@hcia de escape,
¢ & a barreira de potencidl;, o campo edtrico aplicado2a

a disincia entre o fundo dos pas, e a carga elementat,

a constante de Boltzmann’le a temperatura absoluta. O
fatoreEa/2 dé o efeito do campo effico, abaixando a bar-
reira del para2 e aumentando deparal. As equades de
balano entre as popul&es dos pgas, N;e Na, 40

dN;y

ek —v12N1 + 121N (3)
dN:-
d—t2 = —vp1Nao + 112Ny 4)

Com N; + Ny = Ny, numero total de dipolos, uma das
equades, Eq. 3 ou Eg. 4, pode, em pripi”, ser in-
tegrada. No caso dieffico, eEa/2 &, em geral, pequeno
em compargio comkT’, e 0s expoentes nas Eqs. 1 e 2
podem ser linearizados na parte dependentend®/2kT .
Alem disso, definindo a polarizae eBtrica total como
P = ea(Ny — Ny), a Eq. 3 & origema famosa equao
de Debye [2]

P

o = 2w(=P+ Noe?a*E/kT) (5)

com

vV = 1pe

3

(6)

Na p©xima se@&o adaptaremos o modelo do duplo, poc
de potencial para a desdiz do funcionamento da pilha
elétrica.

N_/
- 2q —e=
Figura 1. Modelo de Ftfilich para a polarizéo dieEtrica. O
campo aplicadd abaixa a barreira dé parall aumenta no sen-

tido oposto. O trag cheio representa o potencial antes da ap#ioac
do campo, o tracejado, depois.

[l O modelo do duplo poco e a pilha

Usaremos o modelo do duplo mpde potencial com a se-
guinte interpretg@o e acessios. Ao longo daafea de
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respectivamente e, emadia, N, /2, cada, portadores nega-
tivos, que com liberdade de linguagem, admitiremos perten-
ceraos poas/ e II . O excesso de carga efnseid, por
exemplo,N; — Ny/2. Campo de naturezasfco-quimica,

F', age delI paral e assim/ acumula portadores ativos
positivos e seu potencialedtico cresce em relao ao do
sitio I1. Com isso, aparece camp@&lco F entre os dois
lados da interface, sendo — E o campo total, contado no
sentido de/ I paral. Para estudarmos a sit@mcem que a
pilha fornece corrente, introduzimos taemb as carga®s,
gue se acumulam no exterior dé e que 80 origirdrias
do processo de condiue externa e, portanto, devido direta-
mentea diminuigo da populgio deN;. As cargas)q, em-
bora criem campo etfico como asV,,ndo participam do
processo intra-p@s. A considerg@o dessa carg@. que
se torna inativa ao circular externamergémportante por-
gue, de outra forma, a pilha viria a violar & Pei da Ter-
modirdmica atraes do procedimento seguinte. A partir da
situa@o de equibrio a uma dada temperatura, deiganos

a pilha funcionar durante certo tempo, realizando algum tra-
balho. Neste processo, a pop@adv; diminuiria e N, au-
mentaria. Interrompesimos o fluxo e espenarnos tempo
suficiente para que o equilio fosse restaurado no duplo
poco, voltanda 'situg@o inicial de equibrio. Repetindo o
processo, estemos obtendo trabalhes ‘custas de energia
térmica retirada de fonte a unoaica temperatura, o que a
2¢ Lei ndo permite. O processo de acum@ade cargag-
garante que a pilha tenha capacidade finita de circular carga
- maior ou menor conformearéa da interface -, o que ast’
de acordo com a nossa infa A pilha sea reversvel se
for possvel, atraes de trabalho etfico, fazerQ, retornar
ao poo /.
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separa&o (interface) entre dois meios (esquema de perfil Figura 2. Os gios ao longo da interface entre os meios ativos,

na Fig. 2) @ N, sitios com duplos pgss, alojando cada
duplo poo um portador ativo (que ‘vé’ o duplo poy to-
mado como positivo. HtamlEm, de cada lado da inter-
face, Ny/2 cargas negativas de comper@ac Assim, 0s
pows [ e II con€m N; e N, portadores positivos ativos,

sdo representados por duplos, psale potencial, assentados nos
dois meios. Como o campo totdl, — F, age para a esquerda, a
popula@o, simbolizada por pontos, no interior do,pdd, N, &
maior que a do parl, N;. As cargas de compensacrao esto
mostradas, como tarehi as cargas circuladas, que se tornaram
inativas,Q2.
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Vamos agora escrever a eqaiade balape, semelhante
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Notemos que o valor eXimo deP, o qual ocorre para

as Egs. 3 e 4 acima, levando em conta a possibilidade d&), = 0, &€ a carga que a pilha pode fornecer externamente.

troca de carga atrag de corrente externa. Antes, @ar,’

Em circuito aberto; = 0 e Q2 tem valor constante. As Eqs.

re-escrevemos as frequéncias de passagem de portadores fle 10, tendo em vista as Eqs. 16 e 17, fornecem

I parall, e vice-versa

(—=F+E)ea/2kT

(@)
®)

Vi =vre

F—FE)ea/2kT
V21 = l/e( Jea/ 5

sendav dado pela Eq. 6.

I1l.1 As equacBes de balano e o campo edtrico

As equades de balaf@; supondo que uma corrente ex-
ternai circula del parall, sao:

dNy

e = —i —v1,2N1 +v21 N 9)
e
dN-
ed—t2 = —1/271N2 + 1/172N1 (10)
dQs .
— = =, 11
pralak (11)

Devemos calcular o campoedtico F, que comparece
nos expoentes das Eqgs. 7 e 8, e que depend¥, de de
N>. Notemos que as cargas totais nosgeace I 7, ¢; € go,
incluindo as inativas negativag respectivamente,

N, N,
Q1:€(N1——O) e Q2:6(N2——0)+Q2

5 5 (12)

Como temos neutralidade no total+ ¢» = 0, segue
que o campo elfrico £ & o campo entre duas distribes
de carga, de densidadeg; /Aso € —q1 /Aso,

N
E:Aq_;)26<1727 (13)

comeg a permitividade do&tuo eA aarea da interface.

IV A pilha em circuito aberto

Supondo circuito aberto (ist®,7 = 0) e as populgies dos
pocos em equibrio, vamos calcular a difereade potencial
entre os polos (ou pos). Como

eN1 +eNy+ Q2 =eNy (14)
e definindo para o problema presefteomo
P =¢(Ny — Ny), (15)
podemos escrever paig e N,
o No=Qat P 16)
2e
Ny = M ) (17)

2e

P(v1a +v21) = (eNg — Q2)(v21 —v12),  (18)
ou, em vista das Egs. 9-11
P = (eNo - Qu)tghl(F - E)o=]  (19)
2kT
Pelas Egs. 13 e 16, o campe#®&icoé
Jo 250% . (20)

IV.1 A forc a eletromotriz da pilha

A forca eletromotriz, f.e.mg(Q2), &€ a diferena de po-
tencial entre os polos (pos) em circuito aberto, depois que
uma cargd)- circulou externamente. Ela, em termosfele
Eq.14,6
(P — Qg)a

2€0A

Chamamos de f.e.m. da pilha, o valor maximo de
€(Q2), ou seja,e(0), que pode ser obtido da Eg. 19, de
forma impilcita,

G(QQ) = Fa= (21)

_Q o
e = sotehl(aF — 95 -] (22)
com A
Q=eNy ¢ C =22 (23)
a

sendo@ a carga &' a capacidade geagtrica da interface.
Em termos de” e chamando dé€., o correspondente valor
de equilibrio, temos, das Egs. 19 e 20,

P, ) ea
250A 2kT '

P., = eNotgh | (F — (24)

Na seé@o seguinte, procuraremos obfr, atraes de
racioahio termodirgmico.

V Minimizando a energia livre

Obtivemos na Eq. 24 a ‘polarizag’ entre os polos da
pilha paraQ, = 0, partindo das Egs. 7-9, is®, por ra-
ciocinio cinético. Como exencio, procuraremos agora ob-
ter a mesma ‘polarizéo’ por racioghio termodir@mico.
Em geral, a energia livrél €& a diferena entre a energia
U eT vezes a entropi& do sistema [3]. Expressandbe
S em termos de uma das vaveis, vamos dizeP, e mini-
mizandoH em relagéo aP, devemos encontrar o estado de
equilibrio, obtido de forma independente da anterior.

A energiall pode ser considerada composta de dois ter-
mos. Uma,lU;, é a energiaifico-quimica dos portadores
ativos e a outrd/,, € a energia elrica criada pela sepaéx
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de cargas. Quanta primeira,U;, tomando como ponto de
refe@ncia o centro da barreira,

PFa
2

Uy = eNgFg - eNlF% =— (25)
raciocinando para o campo como fazemos para 0 campo
E, no clculo da energia potencial. A energia eletatistl
U, sed a energia do condensador plano carregadayele
A, espessura e densidade de energigF? /2, que, em ter-
mos deP, &
_ aP?
2 SEoA '

A entropia$S & kIn(Ny!/(N1!N2!) que na aproximg@m
de Stirling e expressa em termosilge P €

(26)

S = k[NothQ - (NO + P/Z@) h’l(NQ —|—P/26)

—(No — P/2e)In(Ng — P/2e)] . (27)

MinimizandoH = U; + U, — T'S, aT constante, em
relago aP, encontra-se, Con = P,

al"  aPy

€N0—Pe
— kT a_ 2
> T iga M 0 @8

eNy + Peq o

de onde resulta a Eq. 24.

VI  Sobre a performance de uma pi-

Iha

VI.1. Qualitativo

Apesar do emprego praticamente universalizado de pi-

Ihas eétricas, a sua performance durante ugaodétomen-
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= 10"'%m, temos,,, ~ 10?n. Se tomarmos,,, como da or-
dem de 1V, obteremos pareo valor aceidvel de 1%. Pros-
seguindo na busca de valores razeis para os pametros,
vamos escrever a Eq. 22 tenglg como unidade de poten-
cial,

€ aF €
— =tgh{(— - —)K 29
=18 [(Gm em) ] (29)
com
€Em
= okT (30)

Parae,, =~ 1V, K na Eq. 30 sexda ordem de 20. &-Se
que com este alto valor d€, e sed ~ ¢, paracF 2 €.
Neste casos ndo dependera da temperatura e tamhiao
dependex’do poprio valor deF, devidoa limitagdo do va-
lor da tangente hipedfica. Tomaremos este limite como
desinteressante owaTisico e escolheremos a outra alter-
nativa quee’supor que:F’ < e€,,. Seja erdo [ = aF'/ey,,
comf < 1. ComK grande, e chamandde,, dey, istoé,

y = €¢/em, a EQ. 29 se escreve como

y = tgh[K(f —y)}] (31)
que, comw = f —y, fica
f—w=tgh(Kw) . (32)

Com K grande, podemos aproximar a tgh coiav,
paraw entre0 e1/K e porl paraw > 1/K. Como estamos
no primeiro caso, obtemos

f—w~Kuw,

1
~aF (1——| .
( K)

Comol/K é diretamente proporcionalla vé-se que

(33)

ou
(34)

tada na literatura. Pessoalmente, o0 autor lembra-se queecresce com o aumento de

numa expesghcia informal monitorada pelos Srs. Salva-
dor B. Sanchez Vera, Carlos Alberto Trombella e Sebasti”

B. Pereira, na qual se mediu a corrente no circuito de lan-

terna (duas pilhas comuns de 1,5 V egnis, Ampada e am-

penmetro) durante dois dias, a corrente caiu lenta mas cons-
tantemente ao longo do tempo. Um outro fato conheeido -
que se produzimos um breve curto-circuito entre os polos, a
f.e.m. da pilha cai mas recupera-se em circuito aberto (pro-

vavelmente a um valor inferior ao inicial). Na sub-&ec
seguinte, procuraremos obter expoesspara a f.e.m. em

funcdo da cargd). circulada externamente e a mencionada

recupera&o da f.e.m. aps breve curto.
VLI, Quantitativo
Vamos quantificar o modelo e ao & teremos de fa-

zer escolhas. Para conpaecolhemos as Egs. 22 e 23. Por
elas, a f.e.m.¢ da pilha depende dos ametros@/2C,

aF e e/kT, que podem ser reduzidos a dois tomando-se

em = @Q/2C como unidade de potencial. Mag = Q/2C,
pela Eq. 23g'ealNy/2e9A e Ny/A deve ser uma fr@o da
densidade delgds superficiais na interface ou seja da or-
dem de102°/m2, vamos dizerp.102°/m2. Comoa ~ 1 A

~
~

Para estudarmos o que ocorre p&a > 0, devemos
retornara Eq. 21, usando a Eq. 19:

€(Q2) = e[l ~ Qbltghl(aF — c(Q2) ) — b} (35)
com 0
r 2

Q= oNo (36)

No mesmo espito da aproxima&o anterior levanda °
Eq. 35, obtem-se pardQ-)

1
m(aF + €mQ3)
que patentemente decresce pafecrescente.
Para o estudo da recupgiacda voltagem ays breve

curto, mencionado no fim da suh&ecanterior, temos que
voltar as Eqs. 9 e 10 e usar as Eqs. 15-17. Elegendo
€(Q2,t) como varédvel independente e coim= 0, circuito
aberto, obtemos para a cinética em busca do o) apss
circulago total deQ),

de(Q2,1)

dt

€(Q2) = aF — (37)

ea

= 2evsenh[(Fa — €(Qo, t)%—T]
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ﬁ] — 26, Q% . (38) corrente poderia ser feita com prolongamento de um dos

2kT eletddios a€ o outro contacto). A fqecde naturezagico-
Na aproxima@o em que estamos trabalhando, de quimica simbolizaria a & do meio ativo agindo entre os

lineariza@o da tangente hipespca, o seno hiperddico  dois eletodios, representado pelos dois pecFalta ao mo-

tamkEm pode ser linearizado enquanto que o cosseno podelelo a resistficia interna da pilha, que nagtica pode jogar

—2€e(Q2,t)vcosh[(F — E)

ser substituido por 1. A Eq. 3&dEntio, aps manipula@o,  papel importante no exgio de envelhecimento, maaaé
de(Qn. 1) fundamental.
€2, /
— o H (1= Qy)K +1]e(Q2,1) = :
2udt ? Agradecimentos
(1-Q5KaF — €,Q5 . (39)

O autor agradece aarBitro pela corrgfo de infmeras
que mostra que o valor de eqbiiio, €(Q2), Eq. 39,€ formulas e outras Sugests.
alcan@do exponencialmente, com a constante de tempo es- .
sencialmente igual @v(1 — Q%) K| ™!, istoé, o mais len- Referéncias
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