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Neste artigo estudamos um sistema de edemdiferenciais acopladas, que descrevem a propagade

um pacote de ondas, composto de duas ondas coruéfiei@sw, (modo fundamental) €wo (segundo
harndnico), em um guia dieltico com m@io-linearidades quaaticas. Assintoticamente, verifica-se que o sis-
tema de equdes diferenciais se desacopla, com a dinamica do sistema passando a ser descrita [@&la equac
de Schodinger ro-linear (NLSE). Resolvendo analiticamente o sistema de, 8geatiferenciais acopladas,
soludes do tipo solitonad obtidas para a evgléic temporal do pacote no guia digico. Enfim, discute-se as
propriedades destas spligs, dand@fifase as congdies necessias para a sua exéstéia.

In this work we study a coupled differential equations system, which describes the propagation of a wave
packet, composed of two waves with frequenciggfundamental wave) an2lv, (second-harmonic wave), in

a quadratic nonlinear dieletric waveguide. Asymptotically, we show that these equations reduce to the nonlinear
Schiodinger equation (NLSE). Solving the coupled differential equations system, we obtain soliton solutions
for the time evolution of the packet in the dielectric waveguide. Finally, we discuss the property of soliton
solutions, in particular the necessary conditions for their existence.

. ntrodugéo 1871, Lord Rayleighem 1876 e D. J. Korteweg e G. de Vries
em 1895, considerando uma onda propagando-se hum canal

Em 1834 John Scott Russell observando um barco send@om seéo transversal retangular, cujo meio era um fluido
puxado por dois cavalos no canal de Edinburgh, Glasgow,incompressiel e sem viscosidade, e supondo que o compri-
verificou que quando o mesmo era subitamente freado, surmento da onda era muito maior que a profundidade do canal,
gia uma grande onda saliia com uma forma arredondada obtiveram teoricamente afimula de Russell para a veloci-
bem definida. Seguindo a onda formada, ele observou quelade da onda sctitia de translgio e mostraram que neste
a mesma continuava seu curso ao longo do canal sem mueaso a forma da envoltia da onda era dada por
dar a sua forma e sem diminuir sua velocidade por um longo
trecho. Depois desta obser@ac Russell realizouarias ex- 2(z,t) =a sech? 8 (z —vt)] ,
periéncias em laboratio, gerando suas ondas safitis de
transla@o ao mergulhar pesos em uma extremidade de capnge 3-2 = 4h%(h + a)/3a. A dedudo da equgio de
nais deagua. Ele foi capaz de verificar empiricamente que a Korteweg-de Vries, chamada simplesmente egaacdV,
velocidadey da onda era dada por pode ser encontrada em [1].

W =g(h+a) , Outro fato ol_)servado por Russell em 1844, que perma-

neceu sem explicdo por mais de umegulo,€ que em co-

ondea era a amplitude da onda, a profundidade do ca- lisbes ondas sobiias retém suas caraasitas. Em uma de
nal ndo-perturbado g a acelerg&o da gravidade. Da ex- suas expeeificias, Russell criou duas ondas solds com
pressid obtida por Russell, observa-se imediatamente quevelocidades diferentes e observou que a onda mais veloz
guanto maior for a amplitude da onda maiorasarSua ve-  alcan@va, interagia e ultrapassava a onda mais lenta, de
locidade de trans|@o. Posteriormente, J. Boussinesq em modo que aps$ 0 processo ambas permaneciam intactas e



W. Galléaset al. 295

nao-distorcidas, exatamente como se ambas satisfizessem o
principio de superpos#o linear. Por outro lado, sabia-se
que efeitos nao-lineares estavam em jogo; de fato, durante
a interg@o, as ondas sofriam um deslocamento de fase, ou :

seja, as ondas, depois da int@&acrao estavam na po$io

que deveriam estar se ambas se movessem com velocidade —
constante (veja Fig. 1). Foi somente em 1955, com o traba-

Iho de Fermi, Pasta e Ulam [2], que esta qaestdmeou M,

a ser melhor compreendida. Eles estudaram a propagac

de fbnons em uma redean-linear (anarmriica). Nesta ' 12 B L.

época acreditava-se que a esigtia de Rd-linearidades

acarretaria um fluxo de energia entre os diferentes modos

de vibra@o da rede e consegfitemente a equipajdic de Figura 1. Representao da intera&o de dois el’ltons.Aesqqerda,
energia seria esperada. Contrariando as expectativas, vertemos os doisditons antes da intefao num instante;. A di-
ficaram que, iniciando-se o problema com a energia arma-/€ita, as linhas cheias representam a locgdiaatos dois alitons
zenada nunuriico modo de vibrgio da rede, o fesmeno apds a interado no mstant_eg.vAs Imha_s tracejadas representam as
de equipartjgo de energia entre os diferentes modos defooss,:gﬁ'nseg?smes dos doisalitons no instante; caso a intersin
vibradio rao era observado. A partir deste resultado, Za- '

busky e Kruskal [3] em 1965, estudando numericamente o

problema de condi inicial Do ponto de vista mateatico, ®litons sio solydes de
equades (ou de um sistema de egoes) diferenciais néo-
o 9 o lineares integaveis. A equa@o de Sclodinger rdo-linear
—u(z,t) +u(z, t) —u(z,t) + 6* —u(z,t) =0 (NLSE) pertence a esta classe de egesacintegaveis.
ot Oz Oz Do ponto de vista m@tico, ®litons podem representar
com fendmenos que apresentam as carastieds de serem aw-

lineares, localizados, quase#stdos e interagirem forte-
mente mantendo sua identidade. Uma grande variedade
de feromenos apresentam tais propriedades, em particular,
B o - fendmenos Ab-lineares enotica. Devidoa estabilidade
verificaram que a onda, inicialmente com envoli'na (e tais ondas, em meados dos anos oitenta foi proposto
forma da fun@o cosseno no intervald < = < 2, rapi- que ®litons pudessem ser utilizados em comurbesdran-
damente adquiria o formato de uma onda prestes a quebraggcehicas, e a partir de exd; \drios desenvolvimentos tec-
devido ao termo a&b-linearu(z,t)  u(z,t). Qu?ndo @  nologicos foram realizados na propagadle sfitons. Atu-
onda atingia tal configurao, o termo dispersivé? % almente em comunicao por grandes diaticias atra@s de
tornava-se importante, ocorrendo entao um bhalagrttre fibrasdticas utilizam-se osjpadronizados sinais lineares no
ndo-linearidade e dispexs; de modo que o fendmeno de formato retangular e taneini, em escala experimental, os si-
guebra nao ocorria. Num instante seguinte, a onda no interhais no formato soliton. Apesar de sinais no formataa
valo0 < z < 2 era formada dearios picos de diferentes serem mais eat/eis que os sinais no formato retangular, o
amplitudes com diferentes velocidades de propagaca custo das fibrasticas, com as propriedades diicas de-
forma inicial da envoltfia da onda era totalmente perdida. Sejadaseum fator que pesa contra a utiljZ@odos sinais do

O fato surpreendente Gue aps um longo tempo a forma tipo Slitons. Evidentemente, os sinais no formantitsh
inicial (ou uma forma muito semelhante) da envdh da somente i@d prevalecer se eles oferecerem altas taxas de
onda era recuperada. Esta pemsisia da onda em res- transmisab a baixo custo. A Ref. [4] apresenta uma rawis”
tabelecer a sua forma, ou ainda, a carastied do tipo do assunto nas duattimas d&cadas.

partcula destas ondas que parecem guardar sua identidade No contexto de comunigao Optica via slitons,

em uma colisao, fez com que Zabusky e Kruskal sugerissemrmeste trabalho vamos estudar, dadas cdmdidniciais, a

0 nome de glitons (em analogia aofons, potons...) para  propagaao de ondas do tipocosfons em guias dieltricos

tais ondas ad-lineares. Eles tanei argumentaram que do tipoy(?). Na se@o 2 fazemos uma res; onde estuda-

as ondas solitarias observadas por Russell ser@itorss mos algumas equées de onda, o que nos fornexam me-

e que, tomando-se o limite do camtio em seusaitulos, os  Ihor entendimento dos fendmenasnlineares e dispersivos
sblitons em colisés rapidamente restabeleceriam suas for- presentes na propagarde ondas do tipa§ifons. Na se@&o

mas iniciais, o que explicaria o femeno observado por 3 indicamos como obter o sistema de e@escdiferenciais
Russell. Nestesllfimos 35 anos encontraram-se muitas acopladas, que descrevem a propagate um pacote de on-
equades diferenciais com propriedades semelhaasess- das em um guia dietfico com @o-linearidades quadticas,
tudadas por Zabusky e Kruskal com aplies em todos tambm chamado guia de ondas do tipG). Em seguida,

0s campos do conhecimento. Citamos algusr@as em  na se@o 4, verificamos que o sistema de ediescdiferen-
fisica edreas correlatas, nas quais a teoriaa#asis tem ciais acopladas obtido, desacopla-se num certo limite, com
sido utilizada com fregéncia: fsica de plasma,idica do a dirdmica do sistema passando a ser descrita pela (NSLE).
estado slido, fisica das partulas elementares, tecnologia A partir deste resultado, encontramos sdkganaticas do

de comunicg&o e em meteorologia. tipo Slitons para nosso sistema de ediex diferenciais

u(x,0) = cos mx 0<x<2,
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acopladas. Finalmente, correlacionamos os parametros dasica dos slidos, fisica nuclear e emdica de partulas,
solu@es obtidas com as propriedadessdas do guia de on-  foi reconhecida, embora o tratamento destes efeitos fossem
das do tipoy?. muito dificeis, exceto como perturlf@s da sol o kdsica
da teoria linear. Durante as dualiirhas dcadas, tem se
. tornado cada vez mais evidente qa@+inearidades podem
Il Um Mehor Entendimento resultar em novos femenos, os quaisaw podem ser obti-

] o ] dos via teoria de perturbao. Estee’o caso de ondas do tipo
O <£culo XX pode ser chamado de eraftiéca linear, pois liton.

foi dominado por equdes lineares (Maxwell, Scbdinger

...), por objetos mateaticos lineares (espas vetoriais, em Solitons o solydes de uma classe de egoes dife-
particular os espas de Hilbert), e por mtodos lineares renciais nao-lineares cujo interesse se deve ao fato de muitos
(transformada de Fourier, teoria de pertyétmac.). Natu-  sistemasiBicos complexos poderem ser aproximadamente
ralmente a imposficia da ad-linearidade, comaado com descritos por estas equsss, e principalmente pelo fato de,

a equado de Navier-Stokes e passando para as teorias dapesar de serenan-lineares, possuirem sofies anaticas.
gravita@o e dos campos quantizados com apbescem Como exemplos de eques desta classe citamos:

]

e KdV (Korteweg-de VrieEquation) — 9 — 6(;5— — ﬁ
e NLSE (NonLinear Schidinger Equatioh — z’ha—‘f = (2"1;) g% +g \d)\z ¢
e BE (Boussinesgquation) — ¢ _ 2904 394
|
Essa classe formada por equées do tipo, em que as furfesf e g descrevem ondas que se propagam
para a direita e para a esquerda, respectivamente, com velo-
96 _ (¢ o9 “_) (1) cidades de fase,;, = £ e velocidades de grupg, = %,
at "oz’ enquantat e w sao respectlvamente aimero de onda e a
ou frequiéncia angular de oscilao da onda. Vejam Refs. [5-7]
9% 26 para maiores detalhes.
9z = G(o, 5’ ) (2) A fim de melhor compreender as propriedades das

. ~ L . solud@es tipo sliton, consideramos alguns exemplos de
em queg & uma fun&o do tempd e de varéiveis espaciais  equades de interessasico. Primeiramente trabalhamos
r = (z1,...,2,), ENQUANAF € G Ao fundes rEo-lineares com a equgo de onda unidimensional

de¢ e de suas derivadas, como por exemplo:

2
i) fungdes quadaficas:¢? , ¢ (8 ¢) , (%) *¢(x,t) 2 D?¢(x,t)
ot? Ox?

=0, (6)
ii) funcdes cubicasig|” ¢ , ¢ ( 2
Essas equé@es s ditas de evoli@o devido ao interesse  queé uma das equaes lineares mais importantes msida.

no desenvolvimento temporal da f@wsp, para a qual num  Por substituj@o verifica-se que a fuao
dado tempdy, as condjdes iniciais

o, ) = e/hr et ()
. . 0¢
t , tamie ——(x,t0) , 3 ) . ) . .
¢(z,f0) & se necessio tamigm ot (2 o) 3) é solu@o de (6) se a conhecida reacde dispesd
sdo satisfeitas. Tandm se requer que as condiés de con-
torno, em geral dadas por w = *ck (8)
) for satisfeita, implicando que as velocidades de fase e grupo
¢(£oo,t) =0 e/ou £(:I:oo,t) =0, 4 sejam dadas por
sejam satisfeitas. SolGes para as equdes diferenciais
parciais desta classe (no caso unidimensional) podem ser velocidade de fase v,, = Y _ 4
obtidas atrags dosansatz k

(9)

bz, t) = f(kz—wt) ou  ¢(z,t) = g(kz+wt) , (5) velocidade de grupo vy, = % =+c .
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O fato do lado direito de (9) ser constargedéscrito
como a ausficia de dispeesy, pois todas as ondas, inde-
pendentes de sewmero de ondé, ou ainda, de seu com-
primento de onda = 27” propagam-se com a mesma velo-
cidadec, de modo que os pacotes formados pemias ondas
ndo se espalham. Observe taanbgue as velocidades de
fase das &fias ondas componentes do pacate gjuaisa
velocidade de grupo do pacote, sitBadpica de uma onda
no vacuo. Finalmente, como para toda ed@mdinear o
principio da superposio se aplica, a soJdo mais geral de

297

(14)

Logo, a partir de (13), ondas com diferentasneros de
ondak, ou ainda, com diferentes comprimentos de onda,
propagam-se com diferentes velocidades, resultando num
rapido espalhamento de um pacote de ondas. Neste caso
as velocidades de fase (13) e de grupo (184 diferen-

tes, situgd@o tpica de ondas em meios dispersivos (caso

(6) é dada pela superpoaiz de duas ondas, uma que viaja da equa&o de Schodinger livre) e/ou em meios absorven-
para a direita e outra que viaja para a esquerda, ambas cones (caso da equac de onda dissipativa citada abaixo). O

velocidade:, ou seja,

d(z,t) =¢T(x+ct) +¢ (z—ct) . (10)
Este€ um exemplo de dois pacotes de ondas @qese des-
troem.
Outra equa@o de grande interessesifo, que pos-
sui propriedades muito diferentes de (8)a’equa@o de
Schidinger livre (potencial’ = 0),

500 _ (R
ot 2m ) Ox2 ’

ondeh & a constante de Planckre & a massa de uma
partcula livre. O ponto de interesse nestealis€ reo é
propriamente a sol@o de (11), mas sim a obtgnwde sua
rela@o de dispewss. A partir de (7) temos a seguinte réac
de disperad para a equao de Schodinger livre

(11)

w=w(k) %k‘z . (12)

grafico apresentado na Fig. 2 representa a e@olue um
pacote de ondas sujeito ao tenéno de dispeasi. Um es-
tudo detalhado da eqiée de Schrdinger pode ser encon-
trado na Ref.[8]. Como um exeni, obtenha as rejées de
dispersio das equdies diferenciais dadas abaixo (a Ref.[9]
apresenta um estudo detalhado destas &gsqc

Das definj®es dadas em (9), temos que as ondas da,dquac Figura 2. Representao da evoly@o de uma onda descrita por uma

de Schodinger livre propagam-se com as seguintes veloci-

dades de fase e grupo

h
—k
2m

€

Uph = E - (13)

Equa@o de onda dispersiva—

Equado de onda dissipativa—

Estudemos agora as propriedades das épsanao-
lineares. Considere a eq@acrao-linear

o9 09
o~ % (16)
que possui a sol@o formal
o= flxz+2¢t) . a7

Podemos facilmente verificar que (¥7$6lu@o de (16) por

equaéo diferencial com termo de dispass™Na representao da
evolu@o do pacote de ondas foram utilizadas escalas diferentes
para as coordenadas, de outra maneirarea Sob cada uma das
curvas deveria ser constante.

9 0 ¢

o T or T ows "

9 99 0%¢

ot " or  om2 0 (15)

simples substity®o. Para isto definimos a nova \arél
& = x + 2¢t e da regra da cadeia temos que

9¢(§) _ 99 9§ _

ot o ot

D¢
ot 205¢

o¢

(18)
2o(e) 00 06 99
or  0¢& ox  0f
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onde B & uma segunda constante amdgita. Impondo as

condides de contorng , f' , f” — 0 quando

£ — Z£oo,seqguequed = 0e B = 0eakEq. (24)
¥ : pode ser reescrita como

) =L (=2f+v) . (25)
Observe que existe uma spfcreal somente ge-2f +
v) > 0. AEDO (25)é sepaael, de modo que integrando-a

d
f(=2f+v)
Figura 3. Represenfao da evoly&ao de uma onda descrita por uma atraves da substityéo f = 7_2’ SechQQ, obtemos o seguinte
equaé@o diferencial ad-linear. resultado
A solucao (17)€ representada graficamente na Fig. 3. Para = iﬁ g 27)
mais detalhes veja Ref.[1]. De acordo com afgo, pode- NG 0

se ver que o termoawv-linear tende a concentrar 0 pacote sendoz, uma constante arbéria de integrggo. De (27)
de ondas, com consequente quebra do pacote. Logo, Pargegue que

condid@es iniciais adequadas, ele leva a singularidades na

solu@o aw's um tempo finito. Portanto, enquanto um termo 9 o [ VY

dispersivo em uma equéa de onda tende a espadtd, um sech™f = sech {17 (€ - xo)} >0, (28)
termo rdo-linear tende a conceatta, de modo que de

se esperar que a compgéticdestes dois efeitos resulte num
comportamento eavel. Estas ondas estis slo chamadas
sdlitons. Como aplicgio destes resultados, consideremos a

ou ainda,

o(x,t) = Y sech? [:I:g (x — vt — mo)} . (29)

equado de Korteweg-de Vries modificada (mKdV) 2
oo} ap 93¢ Primeiramente observe que a escoth@& redundante,
ot + 6¢5_x + o3 0, (19) desde que a so&o (29)€ uma fun@o par, e que a constante
i o 00 i xo € um deslocamento de fase que indica a jgmsiio pico
que coném um termo ad-linearGoz:, e umtermo disper- 45 onda no instante= 0. Observe tamérm que a sol(Eo
sivo, %. As solu@es desta equao fio fundes do tipo do tipo onda soldfia (29) existe somente para> 0, ja que
a condj@o (—2 f + v) > 0 deve ser satisfeita. A Fig. 4 re-
oz, t) = f(§) (20) presenta a sol@o (29) da equg@wm de onda dispersivan~

_ , Utilizand linear (19), em que devida competj@o destes dois efeitos
em que; = x — vt e v & uma constante. Utilizando a Sdisperab e rdo-linearidade), temos unoliton (onda so-

regra d"?‘ c_adela para rea~I|zar as derivadas parciais (.je (Zq taria esével) que se propaga para a direita com velocidade
e substituindo-as na equsx mKdV, obtemos a seguinte

equaéo diferencial ordiafia (EDO) para a fufdm f (£)

d f(€) af§) & fe

Para resolver a EDO (21) devemos inge¢a’ com
reladoa varavels, de modo que obtemos

=0 . (22) o]

—of+3f =4, (22)
em que simplificamos a not&s de modo qug”’ = %
e A & uma constante arhgiria. Multiplicando (22) porf”, .
que permite reescrevia como = p g i

1 , Figura 4. Representao da evolygo de uma onda sdditia
(fQ)’ + (fS)’ 4+ = {(f’)ﬂ =Af (23) (sdliton) descrita pela equao mKdV.

2 )

v
2

Na proxima se&o estudaremos um sistema de edesac
diferenciais acopladas que descrevem a progagde um

Voo .3 1,02 pacote de ondas em um guia éigiCo com @o-linearidades
—5 e+ 5 (f)"=Af+B, (24) quadsgiticas.

é possvel integid-la novamente, ou seja,
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11 Dinadmica longitudinal de campos s), enquanto que o pedo de oscilg&o de um campo nesta
R . (2) regidoé da ordem dé0—'° seg. Implementando a condi
acopl ados em dielétricosti PO X de contorno SVEA, desacoplamos a evalutransversal da

. . evolu@o longitudinal dos campos, ou seja,
Come@mos esta s@&o indicando como obter as eqoas

diferenciais que descrevem a dmica da propagao de

um pacote _de ondas eletromagpés, composto_de duas on- er(@,y, 2,1) = Wi (2, y) B (2,1)

das (primeiro e segundo haomito), em um guia de ondas

retangular com ab-linearidades quaaticas. Textos mais (30)
detalhados, onde encontramos a dédude tais equées e2(x,y,2,t) = Ua(w,y)Ea(z,1) . (31)
passo a passoas dados nas Refs.[10, 11]. Na Ref.[12] o .

encontra-se um tratamento sobre a propagae ondas em Na expresad acima, as fuiiesV (z,y) e U»(x, y) descre-

guias lineares com s&o transversal retangular. Textos de V€M 0S campos etr|£:os transversais das ondas fundamen-
optica rdo-linear 8 indicados na Ref.[13]. tal e segundo haramico, respectivamente. Como estamos

considerando que a ez transversal do guia de ondase-
tangular, as formas funcionais dg (z,y) e Uy(z,y) sAo
determinadas pelos modos normais do guia, 0os quais depen-
dem da sua geometria [6, 12]. Especificamente, estamos in-
% teressados apenas no estuddiléz, t) e Eox(z,t) que des-
crevem a propagao longitudinal das ondas no guia. Consi-
deramos as componentes longitudinais dos camptrsoel$
das ondas fundamental e segundo harimd ondas planas,

["‘“-a___h ou seja,

a-___| Eq(z,t) = A1(2,t) expliky (wo)z — iwot]
(32)
» Es(z,t) = As(z,t) explika(2wp)z — 2iwot]

Figura 5. Esquema de um guia de onda d@séransversal retan-  onde A, (z,t) e Ax(z,t) sdo as amplitudes dos respectivos
gular paralelo ao eixe. camposwy € a freqehcia da onda fundamental fe,(wo)
e ka2 (2wp) sdo as relades de dispersao das duas ondas. O

Por converghcia, tomamos o guia de ondas deasec campo ettrico longitudinal total no guia de ondasdado
transversal retangular paralelo ao eix¢veja Fig. 5), de  por

modo que as ondas fundamental e o segundo harmonico do

pacote propagam-se na diéecdo eixoz, estando confi- E(2,t) = By (2, 1)1 + Ef(z,8)é} + Ea(2,1)és
nadas nas dir®es transversais. Tamb consideraremos
que, ao longo do guia de onda, a vaéiacdos campos +E5(z,t)es (33)

eléetricos da onda fundamenta(z, y, z,t) e do segundo
harmdnicoes(z, y, 2, t) ocorrem em escalas de comprimen-
tos grandes quando comparadas com as diogsngans-
versais; em outras palavras, vamos impor que as etuc - k
longitudinais de nosso sistema sejam quasatiest (ondas ~ Modo queE(z, ¢) seja real. B

do tipo solitirias) quando comparadas com a eyatutem- Queremos estudar a propagaado campo effrico dado
poral das componentes transversais dos campscsls. ~ Na Ed. (32) em meios quadraticamensosiineares. Em
Tal condio de contorno, conhecida como SVE#owly tais meios, chamados dégticosy(?, o vetor deslocamento
varying envelope amplitudieé verificada na regi do es-  elétricoD(z, ) con€m contribujGes lineares e quaaticas
pectro visvel, desde que a dufaec de um pulso de luztende em E(z,t), as quais no caso geralsTao-locais no tempo

ondeé; eé, sAo as polarizgies transversais do modo funda-
mental e do segundo haamiCo, respectivamente. Observe
gue os termos complexos conjugados foram adicionados de

a variar de nanosegundao)(® s) a picosegundod (12 [13], ou seja,
|
t
D(z,t) = E(z1t)+4x / dt'xV(t—t') . E(z,t)

(34)

t t
+ 4n / dt’/dt”x(2>(t—t’,t—t”):E(z,t’)E(z,t”) .
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Na expresad acima, observe que o primeiro termo do lado
direito é a contribujdo do \dcuo, pois no atuo temos que
D(z,t) = E(z,t). O segundo termo do lado direitod
contribui@o da polarizg&o linear do meio para o vetor des-
locamento etrico, D(z, t) = E(z,t)+47P(z,t),em que a
quantidade (") & um tensor de segunda ordem arulsblo

representa, um produto tensorial, onde somamos sobre um

indice repetido, ou seja,

2
> [

j=1

(t=1) By(=t)]

onde oihdicej; = 1,2 sdo as posseis polarizades dadas
em (32). O terceiro termo do lado direioa contribuj@o
ndo-linear do material, onde a quantidag® & um ten-
sor de terceira ordem e ansbolo: tamigm representa um

produto tensorial, em que agora devemos somar sobre doi
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em queD;(z,t) e Dy(z,t) sdo dados por

D1 (z,t) = Ui(z, t) exp[ik1(wo)z — iwot]
(36)
Dsy(z,t) = Us(z,t) explika(2wo)z — 2iwot] .

Consistentemente com as coyigis de contorno assu-
midas do tipo SVEA, as expresss (32-34), juntamente
com (35-36), permitem obter as formas funcionais das
amplitudesU; (z,t) e Uz(z,t) em termos das amplitudes
Aq(z,t) e As(z,t) dos campos elficos longitudinais. A
partir deste resultado, substituindo o vetor deslocamento
elétrico longitudinal totalD(z, ¢), dado em (34), e o ve-

for campo adtrico Iongitudinalﬁ(mt), dado em (33), nas

indices repetidos (para maiores detalhes sobre produto tenSAUa6es de Maxwell,
sorial veja Ref.[7]),
2 ?E  19°D @7)
S [t 1t~ ) By (et Byl t) FEREr Ll

J,k=1

Observe tamér que as integrais ethet”, dadas em (34),
consideram que apenas 0s eventos anteriores ao instante
ou seja—oo < t' <te—oo < t"” < t, contribuem para de-
terminar o vetor deslocamentetiico D(z, t) no instante.
Invocamos o pringio da causalidade para justificar o fato
das integrais serem nulas quando t’ < coet < t” < oo,
de modo que eventos futuroaminfluenciem medidas no
instantet (presente).

Em analogiaas Egs. (31) e (32), escrevemos o vetor
deslocamento etfico longitudinal totalD(z, t) na forma

E(Z,t) = Dl(zvt)él'i'DT(Zvt)éT—FDQ(Zat)é2+D;(th)é; 9

obtemos as desejadas egiex dirdmicas que descrevem a
evolu@o temporal das amplitudes dos campesri&lds lon-
gitudinais A;(z,t) de nosso pacote de ondas em materiais
dielétricos do tipoy (.

O procedimento descrito no grafo acima envolve um
longo dlculo incompatel com o espax disponvel para
este artigo. Sugerimos as Refs. [10, 11] aos leitores interes-
sados nesta dedam. Em particular, a Ref. [10], cati
uma descrigo detalhada dos procedimentos mattaos
envolvidos na obtef@m das equdes dirdmicas abaixo.
Logo, o sistema de equdes diferenciais que descrevem a
evolu@o temporal das amplitudes dos campegr&los lon-
gitudinais dos modos fundamental e segundo loaioo em

(35) um guia de ondas dieffico do tipoy(? sdo
]
DA, ., 0A, k! 92A . _
it ik L = SO KA Ay exp i (AK) 2] = 0 (39)
0Ay ., 0Ay kY %Ay 2 , _
i ik 5 B + KyAjexpli (Ak) 2] =0 . (39)
No sistema acimé; (w) e k2(w) sio respectivamente as respectivas velocidades de grupokd, = {%ﬁfg} e

relades de dispeesy das ondas fundamental e segundo
harmdnico

B =2ya e kw=2y&", o
C C
enquanto qué; = [52]  eky = [§2]  sdoas

k! — [82k2}
2 T | w2 w=wo
cidades de grupo. Por conventia, definimos tangm as
2
quantidaded\k = 2k (wg) — k2(2wo) , K1 = 2 =2

k}] (UJ())C2 61
2
e Ky = ﬁéj). Enfim, as quantidades acima defini-

das dependem de

sS40 as respectivas dispees das velo-
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G () & =1+ 473! (2wo)
€(12) = 47TX§)(2wo,—wo) €(22)247T%§2)(W0’w0) )
em que
“+o0
Wew = / dt [ . X (1) - ] exp(iwt)
+ oo
%gl)(w) = /dt (5. xD(t) . &) exp(iwt)
(41)
(2w, ~w) = / dt/ di'le; . x®)(t,1') : é7es) exp(2iwt’ — iwt)
T (w,w) /dt / dt'[es . x P (t,t) : é161] expliwt’ + iwt)

sdo tomadas em torno das sitas de equibrio w = wg e pagando em um guia de ondas dtelfo rao-linear do tipo
w = 2wy. x?). Na pixima se&o iremos procurar sojées anaticas

As Egs. (38) e (39) podem ainda ser reduzidas apara o sistema de equis diferenciais acopladas (43).
sua forma normalizada fazendo as seguintes madade

variaveis
” - IV A equacao de Schrodinger nao-
¢ = 5 s=— -z linear eassolugdesdo tipo solitons
(k] — kYT k5 Nesta s t ist de ed@ if
5§ — 1~ R w2 lesta se@o mostramos que o sistema de e@escdi eren-
|k kY| ciais (43) desacopla-se assintoticamente, com anciice
) do sistema passando a ser descrita pela NLSE. Este resul-
AkT? |K1K5|2 72 A tado assindfico justifica a procura por soj@es anaticas do
g = A ar = A tipo Slitons para o sistema acoplado (43,gue a NLSE
apresenta tais sol@es. Finalmente obtemos as sd@las
K112 A " analticas do tipo elitons que satisfazem o sistema (43).
= —= =5 42 . ; - o
42 |kY| r=sen (k1) (42) Come@mos discutindo um limite assatico das Eqgs.
. (43). Para istoe” conveniente introduzir as seguintes
em que assumimos qu€ # 0 e 7 sendo uma escala de variaveis
tempo arbitaria, normalmente escolhida ig@adlurgéo sob
a qual a amplitude da onda saliid varia. Nestas novas
variaveis obtemos o sistema de edie diferenciais aco- A ai
ladas a = —7
P Ek
44
8@1 r 8 ay X R ' ( )
8—§ T30 + ajagexp(—ifE) =0 s = agexp(—iff) ,
9 9 92 (43) de forma que nestas novas egis, as Eqs. (43) se redu-
a2 daz a0 Gz - zem a
i— o — 0 95 2 92 +a? exp(iffé) =0 ,
que descreve a evolao dos campos efficos longitudi- 6a1 r 0%a, ia
— — = aja2 =0 (45)

nais dos modos fundamental e segundo harmonico se pro- 8§ 2 0s?
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bl

~2 ~2
. . 24 s ay =baj (47)
i%—ﬁaz—w%—%%ﬂﬁm%:o . (48) B
¢ 5 5 ondeb = sgn (8) = |3|/. Substituindo a Eq. (47) nos ter-
Considerando o limite no qugt| € muito grande, da Eq. mos com derivadas da Eq. (46), e utilizando (45), obtemos
(46) podemos ver que, em primeira ordem, a Eq. (46) em segunda ordem, ou seja,
]
b 62&1 6&1 « 62&2
~ ~2 ~ LA 1 A 1242
agzbal-i-E 7’“1@_225“1%_5532 —2blai|"ag| - (48)

Continuando com este processo iterativo, obtemos termo&f(;) que descrevem todas propriedadas-fineares do meio
com pogncias crescentes c% e podemos eat escrever  conforme (41). Conclui-se, eat; que a intensidade efetiva

que da réo-linearidade inversamente proporcional@. Nesse
sentido, o sistema de Egs. (45)-(46) pode ser visto como
Gy = ba2 + O (l) , (49) uma deforma&o da equgho de §chinger rafo—linear_ (50),
B ondel/ |B] mede esta deformao. Outro resultado impor-
- tante do estudo acimadue sabendo-se que a NL8SEIm
1
de forma que) (5) anula-se quahd@ — oo. Substituindo limite do sistema de Eqgs. (43) e que a NLSE possui gasc
a Eq. (49) em (45), obtemos no limite— oo, do tipo sbliton [14, 15], espera-se que tais sdk&tambem
o R resolvam o sistema de Egs. (43). Portanto, consideramos o
rofm 41?4y = ;00 (50)  ansatzabaixo do tipo sfiton
2 0s2 o¢ ’
gue€ a NLSE.
Observe que no limite estudado, o sistema (45)-(46) ap = Ajsech®(\s — v€) exp(iré + ivs)
torna-se desacoplado, transformando-se na Eq. (50). O do = A sechQ(/\s — v€) exp(2iké + 2ivs)] |

acoplamento surge devido aslinearidade (? (t — ¢/, ¢t —

— —

t") : E(z,t")E(z,t") em (34), resultando nas eqées de  em queA;, As, ), v, x € v 80 parAmetros a serem ajusta-
movimento (38-39), onde o acoplamento dos cangds-"  dos pelo sistema (43). Substituindo estesatzno sistema,
vido as quantidade&’; e K-, dadas em termos (ﬁ” e obtemos as seguintes eqdas

]

2
Ay [l — K — 27‘/\2} + 2iAq [v 4+ rAv] tgh(As — v€) + Ay [Ax + 37‘/\2} sechQ(/\s —v€) =0

2
(51)
Ao[—2k — B+ 26V + 2av® — 2aX?] + 2iAs [v + 0X + 2a\v] tgh(As — v€)
+As [3aA? + |B|A?] sech?(\s — v€) =0
em que todos os termos entre colchetes do sistema de Ao +3rX2 =0 (52)
equabdes algbricas (51) devem se anular, de modo a satis-
fazer o sistema de equises diferenciais (43), 0 que resulta 9 2
no sistema algbrico —26 = 3+ 200 + 2007 — 200" =0
v+ oA+ 2alv =0
2
B k-2 =0 9 9
2 3aX + [BIAT =0 .
v+ 7rAr =0 Note que o sistema (52) cami termos quaditicos, de

modo que dois grupos de sobes sesid poss/eis. Resol-
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vendo o sistema obtemos as s@es re 52 3
YT Taa—r 22r —a)(2a — 1) i 2(2r — a)
)
v o= 3 ar 52
200 — AL = - 22
o : 22—\ 18 [mr*ﬁ}
2 2
" 2(2;(S N2 (2r— ar)(s(za )2 rfa Ay = 5 " s
" " > 7 2a-2r) |2a—r

62 6]
A= i\/Z(Zr—a)(Za—r)+2(2r—a)

(53), obtemos a so|@o particular do tipodaliton para o sis-
(53) tema de equdres diferenciais (43),

. 3 ar 52 9 02 8 rd
“= i2(04 —2n)\ 18] {204 —r + ﬁ} sech i\/2(2r —a)(2a—1) + 2(2r — «) (8 20— 7“5)]
, ré? ré? r3 id
T exp {Z {2(204 —r2  (2r—a)(2a—r) 2r— oj &~ 200 — rs}
(54)
L 3r 52 9 52 Jé; rd
@@= 2(a — 27) {204 —r * ﬂ} sech i\/Q(Zr —a)2a—7) * 2(2r — ) (s 20— r€>]

. ré? rd> rf3 210
xexp{Qz [2(2047“)2 B (2r —a)(2a —1) B 27‘Oz:|§ S}

Finalmente, resta-nos correlacionar fisicamente as quanSendo
tidadesr, «, 3 e ¢ definidas em (42) com as propriedades
nao-lineares da fibratica. Como @ visto, a quantidadé &
uma medida do inverso da intensidade de-linearidade do )
material. Sendo aav-linearidade respoagél pela gergin K (w) = Okj _ 1 e k'(w)= 0%k; _ 0 (l)
do segundo haroriico [13], enéido a quantidadé mede o ’ J ow?  Ow \v; ) ~’

o a—w - Uj
balanco de energia entre o0 modo fundamental e segundo (56)

Substituindo n@ansatz(51), os parametros encontrados em

harnodnico.

Quanto aos demais parietros, analisando a soaa
(54) e comparando-a com a sghacde uma onda saditia

gererica (veja Intrody&o), identifica-se o termo

rd
200 — 1

como a velocidade de propa@acdestesditons. Desta
forma, as quantidades « e § esto relacionadas com a ve-

locidade de propagéao do sliton dado em (54).

em quev; paraj = 1,2 sdo as velocidades de grupo das
ondas fundamental e segundo hanitd, respectivamente,
vemos que a quantidad&(w) mede o inverso da velocidade

de grupo das ondas, enquanto a quantiddtie)) mede

o alargamento dessas ondas. A quantiddtie’) & geral-
mente chamada de dispaosa velocidade de grupo (GVD)
(group-velocity dispersion). Quandd (w) > 0 dizemos

gue o meio exibe dispashormal. Nesse regime, as com-
ponentes do pacote de ondas que possueréraig maior
propagam-se com velocidade menor do que as componentes

Para realizar uma aiiSe mais detalhada das quanti- que possuem freghcia menor. Em contraste, uma sjtaiac
dadesr, a e J, necessitamos do conceito de dispers™ oposta ocorre no chamado regime de dispem®imalo no

cromatica (veja Ref. [14]). Dispess cronatica€ uma pro-  qualk} (w) < 0. Assim, podemos interpretar a quantidade

priedade que se manifesta agavda deperaticia dahdice
de refra@on(w) da fibractica com a fregéncia das ondas.

Da Eg. (40) define-se

w w .
kiw) = = Ey):zn]—(w) para j=1,2 .

a [veja defini@o dada em (42)], como sendo umgragtro

gue mede a dispasTelativa entre as ondas fundamental e
segundo harmodnico. Quande| > 1, a onda do segundo
harmdnico possui dispersao maior que a onda fundamental.
Quandola| < 1, a onda do segundo haomito possui dis-
pergio menor que a onda fundamental. Para valores de



304

positivos, a onda do segundo hamico se encontra no re-
gime de dispe normal. Para valores denegativos, a
onda do segundo haonico se encontra no regime de dis-
persio arwmalo.

De maneira similar, podemos interpretar ogragtror
como sendo um indicador do regime de disperda onda
fundamental no guia de ondaaatlinear. Quando = +1,

a onda fundamental se encontra no regime de digpersf-
mal, enquanto que para= —1 a onda fundamental se en-
contra no regime de dispasarmmmalo.

Enfim, a partir da definio dada em (42), observamos
gue a quantidad&é proporcional a

ki (wo) — kh(wo) = [v1(wo)] ™! — [va(wo)] "

gue mede a difereacda velocidade de grupo entre os mo-
dos fundamental e o segundo hamto. Quandd > 0,
a velocidade de grupo do segundo hanicd é maior que
a velocidade de grupo do modo fundamental. Paka 0
ocorre 0 oposto.

Resumidamente, estudamos um sistema de ,égsac
diferenciais acopladas que descreve a eduongitudi-

(67)

nal de um pacote de ondas, composto do primeiro e se{10]

gundo harmhicos, em um guia de ondas retangular com
ndo-linearidade quadtica. Verificamos que o sistema de
equades se desacopla num certo limite, com a suardina
dada, erd0, pela equg@m de Schodinger r@o-linear. Este
resultado assiotico permitiu-nos obter soldes do tipo
sdliton para o nosso sistema acoplado. Finalmente, sendo
a solu@o do tipo sliton obtida em (54) dependente das [
guantidades, «, 3 e §, definidas em (42), relacionamos
tais quantidades com as propriedades-tifieares da fi-
bradtica, concluindo que podemos escolher a configioac
da onda do tipo d@iton (amplitude, largura, velocidade,
balano de energia dos modos..), selecionando a filbica”

ndo-linear adequada. Evidentemente, procura-se materiais

ndo-lineares que possibilitem altas taxas de transmiss”
baixo custo.
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