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Neste trabalho consideramos alguns aspectos fı́sicos relacionados a séries divergentes e a séries condicional-
mente convergentes.

In this work we have discussed some physical aspects connected to divergent series and conditionally conver-
gent series.

1 Introduç ão

O estudo da convergência das śeries infinitas é por si
só um assunto interessante. Contudo, nas disciplinas de
mateḿatica, tais como ćalculo, ańalise e em muitos casos
at́e mesmo de fı́sica mateḿatica dos cursos de Fı́sica, ñao
existe uma associação com problemas fı́sicos. Istoé, ex-
iste a falta de interpretações f́ısicas ligadas a como somar
os termos das séries e a soma de séries. Tais interpretações
tornam-se mais interessantes ainda quando consideramos as
séries condicionalmente convergentes.

Este trabalho tem como objetivo discutir os significados
fı́sicos associados̀as śeries infinitas èas śeries condicional-
mente convergentes, istoé, a soma de séries divergentes e
a posśıveis formas de serem realizadas as somas das séries
condicionalmente convergentes. Neste trabalho, não temos
a intenç̃ao de esgotar ou elucidar completamente o assunto,
que entendemos ser amplo e profundo. Nossa intenção é
despertar, sobretudo nos alunos, o interesse em se realizar
uma reflex̃ao sobre os significados e interpretações f́ısicas
ligadasàs śeries infinitas e condicionalmente convergentes.

O artigo est́a organizado como segue. Na seção 2 con-
sideramos uma série divergente, mais especificamente uma
função zeta de Riemann de 1. Tratamos da determinação do
potencial eĺetrico de infinitas cargas elétricas pontuais. De-
vido à posiç̃ao destas cargas elétricas, o potencial elétrico
seŕa dado por uma série infinita. Na seç̃ao 3 consider-
amos as śeries condicionalmente convergentes. Tratamos da
determinaç̃ao do potencial elétrico e da força elétrica exer-
cida por infinitas cargas elétricas pontuais, as quais conve-
nientemente colocadas, conduzem a uma série condicional-
mente convergente. Por fim, na seção 4 consideramos a
soma de duas séries divergentes. Mais uma vez, tratamos da
determinaç̃ao da força exercida por infinitas cargas elétricas.

2 Śeries infinitas

Suponha que sobre o eixo-x são colocadas cargas elétricas
pontuais positivas e id̂enticas, nas posições -1, -2, -3, ....1

O potencial eĺetrico gerado por esta distribuição, calculado
usando o prinćıpio de superposiç̃ao,é dado por [1, 2]

Φ(x) =
q

4πε0

∞∑
n=1

1
(n + x)

, (1)

comx 6= −n 2. Na origem o potenciaĺe dado por

Φ(0) =
q

4πε0
ζ(1), (2)

ondeζ(s) é a funç̃ao zeta de Riemann [4], definida como

ζ(s) =
∞∑

n=1

n−s, (3)

paraRe(s) > 1.
Uma vez queζ(1) é a śerie harm̂onica 3 o potencial

obtido na Eq.(2)́e divergente, da mesma forma que o po-
tencial da Eq.(1) para qualquerx finito. Esta diverĝencia
tem sua origem no fato de tomarmos o ponto de referência
de potencial nulo no infinito.

Se desej́assemos calcular a diferença de potencial
elétrico entre dois pontosx1 ex2

∆Φ = Φ(x2)− Φ(x1)

=
q

4πε0

∞∑
n=1

1
(n + x2)

− q

4πε0

∞∑
n=1

1
(n + x1)

, (4)
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1As posiç̃oes das cargas são dadas em unidades de comprimento que serão omitidas por simplicidade.
2As diverĝencias nos pontosx = −n são bem conhecidas. Elas têm sua origem em tentarmos determinar o potencial nas fontes [3].
3Definida como

∑∞
n=1

1
n
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estaŕıamos frente a uma dificuldade, pois estarı́amos so-
mando duas śeries divergentes, algo não bem definido. De
outra forma, ñao podemos garantir que a soma de duas séries
divergentes possa ser feita termo-a-termo.

Este problema pode ser contornado se tomarmos o ponto
de refer̂encia em um ponto arbitrário qualquerx0, o que
pode ser feito, uma vez que o potencialé uma grandeza rel-
ativa. Agora o potencial fica dado por

Φ(x) =
q

4πε0

∞∑
n=1

[
x0 − x

(n + x)(n + x0)

]
, (5)

sendo finito, sempre quex0 seja finito4. Desta forma, o tra-
balho realizado por um agente externo para levar uma carga
unitária de um ponto qualquerx0 at́e a origeḿe

Φ(0) =
q

4πε0

∞∑
n=1

[
x0

n(n + x0)

]
, (6)

que como esperávamośe finito.
Com o potencial elétrico agora dado pela Eq.(5) pode-

mos calcular sem ambigüidades a diferença de potencial
elétrico∆Φ entre dois pontosx1 ex2

c

∆Φ =
q

4πε0

∞∑
n=1

[
x0 − x2

(n + x2)(n + x0)

]
− q

4πε0

∞∑
n=1

[
x0 − x1

(n + x1)(n + x0)

]
, (7)

pois, sendo as séries convergentes, podemos somar termo-a-termo

∆Φ =
q

4πε0

∞∑
n=1

[
x0 − x2

(n + x2)(n + x0)
− x0 − x1

(n + x1)(n + x0)

]
=

q

4πε0

∞∑
n=1

x1 − x2

(n + x1)(n + x2)
. (8)

d

Um outro modo de contornarmos o problema da série
divergente na Eq.(1)́e torńa-la finita supondo que o número
de cargas elétricasN seja finito. Agora o potencial elétrico
da Eq.(1) (com referencial no infinito) fica finito, porém de-
pendente deN ,

ΦN (x) =
q

4πε0

N∑
n=1

1
(n + x)

. (9)

Com o potencial elétrico finito podemos determinar a
diferença de potencial elétrico entre os pontosx1 e x2 sem
ambig̈uidades. E, finalmente, restabelecemos o problema
original calculando o limite deN tendendo para infinito.

∆Φ = lim
N→∞

[
q

4πε0

N∑
n=1

1
n + x2

− q

4πε0

N∑
n=1

1
n + x1

]
. (10)

Entretanto, tal procedimentóe formal. Sendo os limites
divergentes, ñao podemos garantir que a soma dos limitesé
o limite da soma.

Este procedimentóe muito semelhantèa regularizaç̃ao
por cut-off, com a prescriç̃ao de renormalização sendo dada
pela condiç̃ao f́ısica de somente diferenças de potenciais
serem observadas [5].

Embora, aparentemente tenhamos resolvido o problema
da diverĝencia da Eq.(1), isto ñaoé de todo verdade. De fato,
a diverĝencia, neste caso, não é um problema mateḿatico,
mas sim f́ısico e que, portanto, não pode ser excluı́do por
qualquer procedimento matemático. Quando calculamos o
potencial na Eq.(2), estamos determinando o trabalho que

deve ser realizado por um agente externo para levar uma
carga eĺetrica unit́aria de prova do infinito até a origem. Tal
trabalho tende para infinito quando o número de cargas da
configuraç̃ao tende para infinito. Entretanto, se de alguma
forma (quando possı́vel) o sistema existe com uma carga de
prova emx0, ent̃ao, um procedimento matemático pode ser
empregado para obter-se um resultado finito, uma vez que o
trabalho realizado por um agente externo em levar a carga
elétrica unit́aria de prova dex0 at́e a origemé realmente
finito, Eq.(6).

É importante notar que a quantidade infinita de trabalho
necesśaria para o agente externo levar a carga elétrica de
prova do infinitoà origem ñao é um problema exclusivo
da quantidade infinita de cargas elétricas, mas também das
posiç̃oes destas. Note que se as cargas elétricas fossem colo-
cadas nas posições -1, -4, -9, -16, ..., o potencial elétrico na
origem seria dado por

Φ(0) =
q

4πε0
ζ(2), (11)

sendo uma quantidade finita, embora o número de cargas
elétricas seja infinito.

3 Śeries alternadas. Converĝencia
condicional

3.1 O Potencial Eĺetrico

Vamos considerar uma nova distribuição, onde cargas
elétricas positivas e negativas são colocadas nas posições -
1, -3, -5, ... e -2, -4, -6, ..., respectivamente. O potencial

4Observe que agora o potencial diverge quandox tende para infinito.
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elétrico, com o referencial no infinito, fica dado por

Φ(x) =
q

4πε0

∞∑
n=1

(−1)n+1

(n + x)
. (12)

E na origem fica dado por

Φ(0) =
q

4πε0

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
. (13)

Embora finita a śerie acima ñao é absolutamente conver-
gente e, portanto, seu resultado depende de como a soma

é realizada. Tais séries s̃ao chamadas decondicionalmente
convergentes. Se, pelo prinćıpio de superposiç̃ao, consid-
eramos a aç̃ao das cargas seqüencialmente, o potencial fica
dado por

Φ(0) =
q

4πε0

[
1− 1

2
+

1
3
− 1

4
+ ...

]
=

q

4πε0
ln(2). (14)

De outra forma, se consideramos a ação de uma carga
elétrica positiva seguida da ação de duas outras negativas,
o potencial fica dado por

c

Φ(0) =
q

4πε0

[(
1− 1

2
− 1

4

)
+

(
1
3
− 1

6
− 1

8

)
+ ...

]
=

q

8πε0
ln(2). (15)

d

Assim, diferentes maneiras de se aplicar o princı́pio de
superposiç̃ao conduziŕa a diferentes resultados.

Novamente, se desejássemos determinar a diferença de
potencial eĺetrico entre os pontosx1 e x2 estaŕıamos frente
aos mesmos problemas da seção anterior, pois ñao podemos
garantir que a soma de duas séries condicionalmente con-
vergentes possa ser realizada termo-a-termo. Entretanto, tal
diferença de potencial elétrico∆Φ é finita e tem sempre o
mesmo resultado,

∆Φ = Φ(x2)− Φ(x1)

=
q

4πε0

∞∑
n=1

(−1)n+1

[
(x1 − x2)

(n + x2)(n + x1)

]
, (16)

queé uma śerie absolutamente convergente.
Embora para a determinação da diferença de potencial

elétrico entre dois pontos finitos o fato do resultado da soma
da śerie condicionalmente convergente depender de como a
soma seja feita ñao conduza a diferentes resultados fı́sicos,
isto ñaoé verdade para o cálculo do trabalho a ser realizado
por um agente externo em levar um carga elétrica unit́aria
de prova do infinito para a origem, como fica claro quando
comparamos as equações (14) e (15).

3.2 A Força Elétrica

Como um outro exemplo, suponhamos que cargas elétricas
positivas e negativas sejam colocadas nas posições−√1,
−√3,−√5,... e−√2,−√4,−√6, ..., respectivamente [6].
A intensidade da força elétrica sobre uma carga elétrica de
provaq0 colocada na origeḿe dada por

F =
qq0

4πε0

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
. (17)

Novamente temos uma série condicionalmente convergente.
Contudo, a forçáe uma grandeza absoluta, tendo ela mesmo

significado f́ısico. Ent̃ao, como explicar os diferentes val-
ores que esta força pode assumir? Os diferentes valores que
a força eĺetrica sobreq0 pode assumir dependem da ordem
em que as cargas elétricas s̃ao colocadas. Assim, se as car-
gas eĺetricas fossem colocadas na seqüência: uma positiva
emx = −√1, depois uma negativa emx = −√2 e assim
sucessivamente, a intensidade da força elétrica seria

F =
qq0

4πε0
ln(2). (18)

Se as cargas elétricas fossem colocadas na seqüência: uma
positiva emx = −√1, depois uma negativa emx = −√2,
seguida de outra negativa emx = −√4 e assim sucessiva-
mente, uma positiva e duas outras negativas, a intensidade
da força eĺetrica seria

F =
qq0

8πε0
ln(2). (19)

4 Soma de śeries divergentes

Por fim, vamos considerar infinitas cargas elétricas posi-
tivas, nas posiç̃oes−√1, −√2, −√3,−√4, −√5,... e
nas posiç̃oes

√
1,
√

2,
√

3,
√

4,
√

5,.... Ingenuamente,
podeŕıamos afirmar que a intensiade da força elétrica sobre
uma carga elétrica de provaq0 colocada na origem,

F =
qq0

4πε0

∞∑
n=1

1
n
− qq0

4πε0

∞∑
n=1

1
n

, (20)

seria nula. Poŕem, algum cuidado deve ser tomado, pois
estamos considerando duas séries divergentes e, como já
dissemos, ñao podemos garantir que a soma das séries é
igual a śerie da soma. Fisicamente isto significa que a força
resultante sobreq0 depende de como as cargas elétricas
são colocadas. Se colocássemos uma carga elétrica em
uma posiç̃ao positiva seguida de outra na posição negativa
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simétrica, a força elétrica se anularia a cada par de cargas
elétricas colocadas e o resultado final seria o cancelamento
da força eĺetrica resultante. Isto ainda seria verdade se
coloćassemos um ńumero finito de cargas nas posições pos-
itivas seguido de um mesmo número de cargas nas posições
negativas siḿetricas. Este procedimento fı́sico correspon-
deria ao resultado matemático das śeries divergentes se an-
ularem, istoé, de força eĺetrica resultante nula. Porém, se
“colocássemos” primeiramente todas as cargas nas infinitas
posiç̃oes positivas, a força elétrica sobre a carga de prova se-
ria divergente e seu cancelamento com a colocação das car-
gas nas infinitas posições negativas ñao poderia ser garan-
tido.

5 Conclus̃ao

Através de alguns exemplos simples de eletromagnetismo
discutimos os significados fı́sicos relacionados̀as śeries di-
vergentes èas śeries condicionalmente divergentes. Vimos
que as ”ambig̈uidades” ao se manusear tais séries (mesmo
com o necesśario rigor mateḿatico) podem ñao conduzir a
diferentes resultados fı́sicos (como nas seções 2 e 3.1, para a
determinaç̃ao da diferença de potencial), bem como, podem
conduzir a diferentes resultados fı́sicos (como nas seções 3.2

e 4, para a determinação da força eĺetrica).
Mostramos que, quando lidamos com essas séries, al-

guns cuidados quantòas interpretaç̃oes f́ısicas dos resul-
tados que obtemos devem sempre ser considerados. Isto
porque existe umáıntima relaç̃ao entre os resultados e as
interpretaç̃oes f́ısicas dos manuseios das séries.
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