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Neste trabalho consideramos alguns aspedsisot relacionados &sges divergentes e @&ses condicional-
mente convergentes.

In this work we have discussed some physical aspects connected to divergent series and conditionally conver-
gent series.

1 Introducao 2 Series infinitas

O estudo da conveggicia das @ries infinitasé por si Suponha que sobre o eixosdo colocadas cargasetlicas
sb um assunto interessante. Contudo, nas disciplinas degpontuais positivas e &hticas, nas posies -1, -2, -3, ...!
matendtica, tais como @culo, arlise e em muitos casos O potencial etrico gerado por esta distrib@ig, calculado
att mesmo dei$ica materatica dos cursos deisgica, rao usando o prinipio de superpos#p, é dado por [1, 2]
existe uma associag com problemasidicos. Istog, ex-

iste a falta de interpretaes fsicas ligadas a como somar ¢ 1
0s termos dastsies e a soma déses. Tais interpretédes ®l@) = 4meg Z n+z @
tornam-se mais interessantes ainda quando consideramos as n=
séries condicionalmente convergentes. ma # —n 2. Na origem o potencia@ dado por
Este trabalho tem como Obje'[IVO discutir os S|gn|f|cados
fisicos associadass €ries infinitas és €ries condicional- q
mente convergentes, isé) a soma deésies divergentes e ®(0) = 477504(1)’ @

a posésveis formas de serem realizadas as somas &lasss
condicionalmente convergentes. Neste trabalBo,temos  onde((s) & a fun@o zeta de Riemann [4], definida como
a inten@o de esgotar ou elucidar completamente o assunto,
gue entendemos ser amplo e profundo. Nossa iateac e
despertar, sobretudo nos alunos, o interesse em se realizar (s) = Z n-’, ®3)
uma reflefio sobre os significados e interpreétes fsicas =
ligadasas €ries infinitas e condicionalmente convergentes.
O artigo esh organizado como segue. Nade@ con-
sideramos umaésie divergente, mais especificamente uma
funcdo zeta de Riemann de 1. Tratamos da deterraimdo
potencial ektrico de infinitas cargasédticas pontuais. De-
vido a posi@o destas cargasédticas, o potencial étrico
sea dado por umagie infinita. Na se&o 3 consider-
amos as@ries condicionalmente convergentes. Tratamos da
determinago do potencial éltrico e da forca éfrica exer-
cida por infinitas cargas &ricas pontuais, as quais conve-

paraRe(s) > 1
Uma vez que((1) & a €rie harndnica® o potencial

obtido na Eq.(2¢ divergente, da mesma forma que o po-
tencial da Eq.(1) para qualquerfinito. Esta diver@ncia
tem sua origem no fato de tomarmos o ponto de éefein
de potencial nulo no infinito.

Se desdjssemos calcular a diferenca de potencial
elétrico entre dois pontas; € -

nientemente colocadas, conduzem a uéréesondicional- A = &(x3) — B(21)

mente convergente. Por fim, na 8e¢4 consideramos a o

soma de duagssies divergentes. Mais uma vez, tratamos da Z Z 4
determinago da forca exercida por infinitas cargastetas. 47T€o ot (n + x2) 47T€o —_ (n+ 1)
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1 As posi®es das cargagie dadas em unidades de comprimento quiosemitidas por simplicidade.

2As divergéncias nos pontas = —n s30 bem conhecidas. Elaé&n sua origem em tentarmos determinar o potencial nas fontes [3].
3Definida comoy_ 22, L
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estatamos frente a uma dificuldade, pois estaros so-  sendo finito, sempre que seja finito*. Desta forma, o tra-
mando duasé&sies divergentes, algdo bem definido. De  balho realizado por um agente externo para levar uma carga
outra forma, Ao podemos garantir que a soma de déags unitaria de um ponto qualquey, ate a origeme

divergentes possa ser feita termo-a-termo.

Este problema pode ser contornado se tomarmos o ponto B(0) = T { o } ©6)
de refeéncia em um ponto arbério qualquerz,, o que 4meg — n(n+ o) |’

pode ser feito, uma vez que o poten@alma grandeza rel- "

ativa. Agora o potencial fica dado por gue como espavamos finito.

Com o potencial @trico agora dado pela Eq.(5) pode-

g & o — 1 mos calcular sem ambigiades a diferenca de potencial
®(z) = > { : ] , (5)  eletricoA® entre dois pontos; e x»
dreg | (n + z)(n + z9)
]
4 < To—T 7 To— X
Ad = T - —— ] 7
dmeg n_l{(n'f'@)(n-l-l”o)} dmeg n_l[(n—i—wl)(n—i—xo) )

pois, sendo asesies convergentes, podemos somar termo-a-termo

q Lo — X2 To — 21 1 T1 — X2
AD = — = . 8
Areg [(n +z3)(n+x9) (n4x1)(n+ xo)} dmeq ; (n+z1)(n+ x2) ®

Um outro modo de contornarmos o problema éaes  deve ser realizado por um agente externo para levar uma
divergente na Eq.(1§ torra-la finita supondo que dimero carga ektrica unifiria de prova do infinito éta origem. Tal
de cargas élricasN seja finito. Agora o potencial &lrico trabalho tende para infinito quando mero de cargas da
da Eq.(1) (com referencial no infinito) fica finito, @on de- configura@o tende para infinito. Entretanto, se de alguma
pendente deV, forma (quando po%eel) o sistema existe com uma carga de
prova emzq, enfio, um procedimento matéico pode ser
q N 1 empregado para obter-se um resultado finito, uma vez que o
P (r) = 47eg Z (n+x) ©) trabalho realizado por um agente externo em levar a carga
n=1 elétrica unifiria de prova de;y att a origemé realmente

Com o potencial @ftrico finito podemos determinar a finito, EQ.(6).

diferenca de potencial &@rico entre os pontas; e z» sem E i[n_portante notar que a quantidade infinitg d_e trabalho
ambigiidades. E, finalmente, restabelecemos o problema€cesaria para o agente externo levar a cargzrela de
original calculando o limite d&/ tendendo para infinito. prova do infinitoa origem 1&o & um problema exclusivo

da quantidade infinita de cargagticas, mas tan#én das
q N 1 q N 1 posiges destas. Note que se as cargesiehs fossem colo-
Ad = lim { Z } . (10) cadas nas podes -1, -4, -9, -16, ..., 0 potenciakglico na

N—ocoldmeg i n+ o2 dmeg £ n+ 71 origem seria dado por
Entretanto, tal procedimentformal. Sendo os limites ®(0) = 1 ¢ ¢(2), (11)
divergentes, &#io podemos garantir que a soma dos limites TEo
o limite da soma. sendo uma quantidade finita, embora(onero de cargas

Este procedimenté muito semelhanta regularizago elétricas seja infinito.

por cut-off com a prescr@o de renormalizép sendo dada . A -
pela condi@o fisica de somente diferencas de potenciais 3 Series alternadas. Convergnua

serem observadas [5]. condicional
Embora, aparentemente tenhamos resolvido o problema

dagiver@ngia daEq.(2), is}oér}oé de todo verdade. I?g fato, 3.1 O Potencial Ektrico

a diver@ncia, neste casoané um problema mateatico,

mas sim fsico e que, portanto,am pode ser excido por Vamos considerar uma nova distribiiig onde cargas
qualquer procedimento matético. Quando calculamos o elétricas positivas e negativadcscolocadas nas poses -
potencial na Eq.(2), estamos determinando o trabalho quel, -3, -5, ... e -2, -4, -6, ..., respectivamente. O potencial

40Observe que agora o potencial diverge quandende para infinito.
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elétrico, com o referencial no infinito, fica dado por € realizada. Taisésies §0 chamadas deondicionalmente
- convergentes Se, pelo prinipio de superpos#p, consid-
Z 1)+t (12) eramos a &@p das cargas segncialmente, o potencial fica
47r50 —~ + x) dado por

E na origem fica dado por

q

4me n
0 n=1

q 1 1 1 q
0 (_q)n+1 ®(0) = l—c4+ -4+ = In(2). (14)
@(O) _ ( ) . (13) 471'60 2 3 4 47T€0
De outra forma, se consideramos &@gde uma carga
Embora finita a &rie acima &o & absolutamente conver- elétrica positiva seguida da &g de duas outras negativas,

gente e, portanto, seu resultado depende de como a soma potencial fica dado por

B(0) = 47350 [(1 - % - i>+<; - é - ;) + } - 87350 In(2). (15)

Assim, diferentes maneiras de se aplicar o ppitc de significado fsico. Enko, como explicar os diferentes val-
superposigo conduzia a diferentes resultados. ores que esta forca pode assumir? Os diferentes valores qu
Novamente, se desgjsemos determinar a diferenca de a forca ektrica sobrey, pode assumir dependem da ordem
potencial ebtrico entre os pontas; e x5 estafamos frente  em que as cargas&ticas 80 colocadas. Assim, se as car-
aos mesmos problemas da&ea@nterior, pois@ podemos  gas eébtricas fossem colocadas na é@&ocia: uma positiva
garantir que a soma de duasries condicionalmente con- emaz = —+/1, depois uma negativa em= —/2 e assim
vergentes possa ser realizada termo-a-termo. Entretanto, talucessivamente, a intensidade da forétrieh seria
diferenca de potencial &rico A® & finita e tem sempre o

mesmo resultado, F =20 109, (18)
47T50

AP = &(z2) — B(a1) Se as cargas &ricas fossem colocadas na é&acia: uma

- positiva emz = —+/1, depois uma negativa em= —+/2,
-1 (—1)ntt { (21 — @2) (16) seguida de outra negativa em= —+/4 e assim sucessiva-
dmeg = (n+x2)(n+21) |’ mente, uma positiva e duas outras negativas, a intensidads

) L. da forca edtrica seria
gueé uma &rie absolutamente convergente.

Embora para a determirig da diferenca de potencial F— 99 In(2) (19)
elétrico entre dois pontos finitos o fato do resultado da soma 8meg '
da €rie condicionalmente convergente depender de como a

soma seja feitado conduza a diferentes resultadmsscbs, s :
isto raoé verdade para catculo do trabalho a ser realizado 4 Soma de eries dlvergentes

por um agente externo em levar um cargatréa unieria Por fim, vamos considerar infinitas cargaétetas posi-
de prova do infinito para a origem, como fica claro quando tivas, nas posEEs —v1, —v2, —v3—vA, —v/5....

s e
comparamos as equzgs (14) e (15). nas posides v1, v2, V3, v4, V/5,.... Ingenuamente,
podefamos afirmar que a intensiade da forgatrta sobre
3.2 A Forca Elétrica uma carga @étrica de provay, colocada na origem,
Como um outro exemplo, suponhamos que cargesieds 0o 0o
positivas e negativas sejam colocadas nas pesi¢+/1, = 4% Z 1 aw Z l’ (20)
—V/3, —V/5,... e=V2, —/4, —\/6, ..., respectivamente [6]. dmeg £ Ameg fn
A intensidade da forca @frica sobre uma cargaéética de
provag, colocada na origera dada por seria nula. Pdm, algum cuidado deve ser tomado, pois
estamos considerando duasiss divergentes e, coma j
49 = (=1t 17 dissemos, &0 podemos garantir que a soma dasesé
" 4meg nz:l n (17) igual a €£rie da soma. Fisicamente isto significa que a forca

resultante sobrg, depende de como as cargagtetas
Novamente temos um&se condicionalmente convergente. sao colocadas. Se colassemos uma cargaética em
Contudo, a for¢c& uma grandeza absoluta, tendo ela mesmouma posi@o positiva seguida de outra na p@signegativa
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simétrica, a forca dtrica se anularia a cada par de cargas e 4, para a determinag da forca d@trica).

elétricas colocadas e o resultado final seria 0 cancelamento  Mostramos que, quando lidamos com essates, al-

da forca ektrica resultante. Isto ainda seria verdade se guns cuidados quantas interpreta@es fsicas dos resul-
colocassemos umimero finito de cargas nas po®&s pos-  tados que obtemos devem sempre ser considerados. Isto
itivas seguido de um mesmadimero de cargas nas po3gs porque existe umantima rela@o entre os resultados e as
negativas siratricas. Este procedimentgsico correspon-  interpretaes fsicas dos manuseios da@siss.

deria ao resultado mateitico das &ries divergentes se an-

ularem, istoé, de forca ddtrica resultante nula. Pem, se .

“colocassemos” primeiramente todas as cargas nas infinitadReferencias

posi@es positivas, a forcaékica sobre a carga de prova se-

ria divergente e seu cancelamento com a cofacatas car- [1] J. R. Reitz, F. J. Milford and R. W. Christf;undamentos
gas nas infinitas pofms negativas'a'o poderia ser garan- da Teoria Eletromawtlca, Editora CampUS, Rio de Janeiro
tido. (1982).

[2] D. J. Griffiths, Introduction to Electrodynami¢sPrentice-
Hall, New Jersey (1999).

[3] J. D. JacksonEletrodiramica Chssica Editora Guanabara
Dois S.A., Rio de Janeiro (1983).

5 Conclusao

Através de alguns exemplos simples de eletromagnetismo

discutimos os significadogsicos relacionadoas €ries di- [4] G. B. Arfken and H. J. WeberVathematical Methods for
vergentes @s €ries condicionalmente divergentes. Vimos Physics, Academic PresSan Diego (1995).

que as "ambigidades” ao se manusear taé&iss (mesmo [5] W. Spalenza, e J. A. Nogueira, Rev. Bras. Ens. E21), 83
com o neceswio rigor materatico) podem #&o conduzir a (2000).

diferentes resultadossicos (como nas sées 2 e 3.1, para a
determinago da diferenca de potencial), bem como, podem
conduzir a diferentes resultaddsi€os (como nas sées 3.2

[6] M. L. Boas,Mathematical Methods in the Physical Sciences
John Wiley and Sons, Singapore (1996).



