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Neste trabalho estudamos um modelo de bifurcagdo sela-centro encontrado em uma familia a um pardmetro
de campos de vetores planares Hamiltonianos. Este estudo € feito através da andlise da mudanga qualitativa dos
retratos de fase destes campos. Neste cendrio bastante particular, o conhecimento da familia a um parametro das
fungdes Hamiltonianas € suficiente para a determinag@o dos retratos de fase dos campos envolvidos.
Palavras-chave: Efeito Aharonov-Bohm, campos Hamiltonianos, retrato de fase, singularidades, bifurcagoes,

lacos homoclinicos.

In this paper we use the qualitative theory of planar differential equations to study a saddle-center bifurca-
tion in one-parameter family of planar Hamiltonian vector fields. In particular, we show that the one-parameter
family of Hamiltonian functions determines the phase portraits of these vector fields.

Keywords: Aharonov-Bohm effect, Hamiltonian, vector fields, phase portrait, equilibrium points, singularities,

bifurcations, homoclinic loops.

1. Introducao

Neste trabalho fazemos um estudo sistemdtico da
seguinte familia de equagdes diferenciais ordindrias
planares

by
/:_1 - g
x +k::r32—|—y2
(1)
0T
Y= T2+ ¢2

que dependem dos pardmetros ¢ e k, satisfazendo 0 <
0 < % el <k < oo

As Egs. (1) aparecem no modelamento matemadtico
do chamado efeito Aharonov-Bohm [l1]] e [2].

Considere, inicialmente, um solenéide de pequena
secdo transversal ao longo do qual mantém-se um
fluxo magnético. Uma corda magnética é definida
como sendo a configuracdo limite quando a secdo

transversal do solendide tende a zero, mantendo-
se o fluxo magnético constante. Um interessante
problema aparece: estudar o espalhamento de um
feixe de particulas carregadas causado por uma corda
magnética infinitamente longa.

Visto que o problema acima € essencialmente bidi-
mensional, ndo dependendo da coordenada ao longo
da corda magnética, podemos representd-lo no espaco
de configuracdo (plano de fase) xy. Do ponto de vista
classico as particulas sdo livres, visto que ndo existe
for¢ca de Lorentz. Isto quer dizer que as trajetérias das
particulas (linhas de corrente) sdo paralelas ao eixo =z,
simétricas, portanto, a este eixo.

No entanto, hd um espalhamento nfo trivial do
ponto de vista quantico. As trajetérias das particulas
(linhas de corrente) perdem a simetria com relagao
ao eixo z, surgindo trajetérias fechadas em torno da
origem. Veja Fig. 3.
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Esta passagem do ponto de vista cldssico ao ponto
de vista quantico ¢ manifestada no modelo (1) pelo
pardmetro 6. No primeiro caso § = 0 e no segundo
0 > 0. Vale ressaltar o papel desempenhado pelo
pardmetro §: uma pequena variagdo no valor § = 0,
por menor que seja, mas positiva, causa uma mudanga
dréstica na topologia das linhas de corrente perto da
origem.

As Egs. (1) para § > 0 foram estudadas no tra-
balho [[1]] e seus retratos de fase foram determinados
por métodos numéricos. A andlise feita em [ll]] para
0 > 0 mostra a existéncia de um ponto tipo centro na
origem, de modo que as curvas solucdes de (1) que pas-
sam por pontos suficientemente préximos de (0,0) sdo
curvas fechadas percorridas no sentido horario. Essas
curvas fechadas estdo limitadas a uma regido do plano
cujo bordo é formado por um ponto de sela em (0, %)
e um laco homoclinico deste ponto de sela. Veja Fig. 3
a seguir. Destacamos também que esta anélise estd em
concordancia com resultados obtidos em [2]], onde foi
utilizada uma metodologia diferente.

Uma situagao bastante interessante ocorre quando
0 tende a zero pela direita. De fato, quando isto
acontece o ponto de sela em (0, %) aproxima-se do
ponto tipo centro em (0,0), de modo que a drea da
regido limitada pelo lago homoclinico tende a zero. Na
situacdo limite a sela colide com o ponto tipo centro,
cancelando as singularidades de (1) e o retrato de fase
correspondente € trivial, formado por linhas horizon-
tais paralelas ao eixo x, percorridas da direita para a
esquerda no plano de fase. Veja Fig. 4 a seguir.

Os retratos de fase qualitativamente diferentes para
0 > 0ed = 0 sugerem a existéncia de algum tipo
de bifurcacdo de (1). Isto, de fato, é verdadeiro e esta
bifurca¢do, denominada bifurcacdo sela-centro, serd
estudada aqui do ponto de vista da teoria qualitativa
das equagdes diferenciais. Nossa abordagem no estudo
dos retratos de fase de (1), diferente das apresentadas
em [ e [2], € mais simples e direta, tornando o en-
tendimento de (1) imediato.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira:

Na secdo 2 apresentamos os campos Hamiltonia-
nos planares e as equacdes diferenciais definidas por
esses campos. Tais campos desempenham papel cen-
tral no desenvolvimento deste trabalho. A secdo 3 é
dedicada ao estudo qualitativo dos retratos de fase de
campos Hamiltonianos planares. A andlise dos retratos
de fase de (1) é feita com detalhes na se¢do 4. Na
secdo 5 apresentamos comentdrios a respeito de como
a bifurcagdo estudada aqui se insere num contexto mais
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2. Campos Hamiltonianos planares

O estudo global das equacdes diferenciais ordindrias
planares

2’ = P(z,y)
(2)
y/ = Q(.’E, y)

iniciou-se com Poincaré [3]]. Inaugurou-se com este
trabalho uma linha de pensamento e de contribui¢des
conhecida como Teoria Qualitativa das Equagdes
Diferenciais Ordindrias. Faremos a seguir um breve
relato de elementos desta teoria.  Para maiores
informagdes veja [4]].

Iremos assumir que o campo de vetores X (x,y) =
(P(z,v),Q(x,y)), que define (2), seja de classe C*,
ou seja, que as fungdes P(x,y) e Q(x,y) tenham
derivadas parciais primeiras continuas em todo ponto
(x,y). Esta hipétese garante a existéncia e a unicidade
da solugdo de (2) em cada ponto (z,y) do plano.

Por uma solugdo de (2) queremos dizer uma curva
diferencidvel ¢ : I — R?, onde I é um intervalo aberto
da reta real, tal que ¢'(t) = X (¢(t)), paratodot € I.
Geometricamente uma solugdo de (2) é uma curva ¢
tal que em cada ponto ¢(t) seu vetor velocidade ¢'(t)
coincide com o campo X dado.

Uma orbita ou uma trajetoria de (2) nada mais € do
que a imagem em R? de uma solugdo de (2). E usual
orientarmos as orbita com uma seta, indicando assim
o sentido de percurso, quando ¢ cresce. Chamamos de
retrato de fase de (2) a decomposi¢ao do plano em suas
trajetorias orientadas.

Na descricdo dos retratos de fase de (2) os pontos
de equilibrio, que sdo os pontos (z,y) € R? tais que
X(z,y) = (0,0), e as solugdes periddicas tém papéis
de destaque. Chamamos de uma dJrbita periodica a
imagem de uma solugéo periddica de (2).

Um ponto de equilibrio py = (x, yo) é chamado

1. centro, se existir uma vizinhanca U de pg tal que
toda solucdo de (2) em U — {po} é uma solugio
periddica;

2. poco, se existir uma vizinhanga U de pq tal
que toda solucdo de (2) em U tende para pg.
Tal equilibrio ocorre quando os autovalores da
derivada do campo X no ponto pg, DX (py), tém
partes reais negativas;
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3. fonte, se existir uma vizinhanga U de py tal que
toda solugdo de (2) em U —{p( } deixa U. Ocorre
quando os autovalores de DX (pp) tém partes
reais positivas;

4. sela, quando os autovalores de D X (pg) sdo reais
e de sinais opostos.

Os retratos de fase locais para estes pontos de
equilibrio s@o bastante conhecidos e podem ser obtidos
em [4]], pagina 66.

Os métodos desenvolvidos na Teoria Qualitativa
das Equagdes Diferenciais Ordindrias tratam de res-
ponder, entre outras, as seguintes questoes:

Quais solugdes ¢(t) de (2) sdo periddicas?

Quais solugdes ¢(t) de (2) sdo constantes?

Quais solugdes ¢(t) de (2) permanecem em uma
regido limitada do plano?

e Quais solucdes ¢(t) de (2) convergem para um
ponto de equilibrio?

e Quais solugdes ¢(t) de (2) convergem para uma
orbita periddica?

O entendimento do retrato de fase de (2) € uma
interessante alternativa a procura por solucdes exatas
ou aproximadas de (2), visto que, para muitos campos
de vetores X (z,y) = (P(z,y), Q(z,y)) ndo lineares,
solugdes explicitas sdo impossiveis de serem obtidas
enquanto que, por outro lado, solugdes aproximadas,
via métodos numéricos, convergem para as solucdes
verdadeiras somente em intervalos finitos.

Dentro da Teoria Qualitativa das Equacdes Dife-
renciais Ordindrias destacam-se ainda a estabilidade
estrutural e as bifurcacdes. O estudo da estabilidade
estrutural das Egs. (2), ou equivalentemente, dos cam-
pos de vetores planares X (z,y) = (P(z,v), Q(x,y)),
trata de caracterizar aqueles cujos retratos de fase ndo
se alteram qualitativamente por pequenas perturbagdes
de suas componentes, as fungdes P e Q) [5]].

A compreensdo dos campos estruturalmente
estdveis, sua caracterizacdo em termos de elementos
essenciais do campo (pontos de equilibrio, Orbitas
periddicas e separatrizes), constitui ponto de partida
para o estudo das mudangas estruturais (bifurcagdes)
nos retratos de fase das equagdes diferenciais or-
dindrias planares
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' = P(x,y,\)
(3)
y/ = Q(I‘, Y, )‘>
que dependem de pardmetros ().

De fato, estas mudangas acontecem somente para
valores \g, chamados valores de bifurcacdo, para os
quais a equagdo encontra o complementar das equagdes
estruturalmente estaveis.

Para sermos um pouco mais precisos, seja A €
[a,b]. Um valor A\g € [a,b] chama-se valor de
bifurcacdo da Eq. (3) se em toda vizinhanca de Ay em
[a, b], existirem valores A tais que (3) com A = )
ndo é topologicamente equivalente a (3) com A = Aq,
ou seja, nio existe uma fungio continua h : R? — R?,
com inversa continua, que aplique arcos de trajetérias
de (3) com A = )\ sobre arcos de trajetdrias de (3)
com \ = A1, preservando a orientagao.

Neste trabalho estamos interessados numa classe
de equacdes diferenciais planares do tipo

fZ%%%w

0H W

y/ = _%(I ) y)

onde H(z,y) é uma fungdo real definida num con-
junto aberto do plano zy chamada funcdo Hamiltoni-
ana. As Eqgs. (4), chamadas equagodes diferenciais
planares Hamiltonianas, t€m sua origem em sistemas
mecanicos sem atrito e, de uma maneira geral, a ener-
gia total do sistema mecanico pode ser tomada como a
Hamiltoniana do sistema.

As Egs. (4) surgem de maneira natural no estudo
das equagdes diferenciais ordindrias de segunda ordem
2+ f(x) =0, f : R — R, ao tomarmos o sistema
equivalente

/

T =y

Y =—f(z).

Aqui a Hamiltoniana é dada por

T 2
H(z,y) = /O F(s)ds + %

Exemplo desta situacdo é a equacdo do oscilador
harménico simples =" + b2z = 0.

Chamaremos de campo Hamiltoniano planar o
campo de vetores

XH(xvy) = (%—Zl(x7y)7 _%—Z(x7y)>
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que define (4).

O estudo da estabilidade estrutural das equacgdes
diferenciais planares Hamiltonianas, ou equivalente-
mente, dos campos Hamiltonianos planares € assunto
de pesquisa recente e estd longe o seu entendimento
definitivo. A Ref. [6] traz um estudo da estabilidade
estrutural dos campos Hamiltonianos planares polino-
miais.

Neste trabalho nossa atencdo estd voltada para as
bifurcag¢des nos retratos de fase das equagdes diferen-
ciais planares Hamiltonianas

o = o)
- (5)
y/ = _a—x(xayv )‘)
que dependem de pardmetros. Em (5) a Hamiltoniana
H é da forma H(x,y, \).

3. Anadlise qualitativa

Uma importante propriedade dos campos Hamiltonia-
nos planares € a seguinte: o conhecimento da Hamil-
toniana H implica no conhecimento do retrato de fase
de (4). Em outras palavras, do ponto de vista quali-
tativo basta conhecer a Hamiltoniana H para um total
conhecimento de (4). Para mostrarmos isso necessita-
mos de alguns preliminares.

Uma singularidade de (4) é um ponto onde o
campo Hamiltoniano € nulo (ponto de equilibrio) ou
onde ele ndo estd definido. Mas os pontos onde o
campo Hamiltoniano se anula sdo exatamente os pon-
tos criticos de H. Pode-se mostrar [|6]] que os minimos
locais ndo degenerados de H sdo centros de X g e que
os pontos de sela de H sdo selas de X .

Como a divergéncia de um campo Hamiltoniano é
nula, segue que o fluxo de (4) preserva area no plano de
fase. Esta € a versdo para dimensdo dois do Teorema
de Liouville ([[7l], p. 74). Portanto, ndo hd a possibili-
dade de termos singularidades tipo poco ou tipo fonte,
nem Orbitas periddicas atratoras ou repulsoras. Assim,
se existe uma orbita periddica y para (4) deve existir
um anel de 6rbitas periddicas contendo +y.

Como

<VH(I‘,y),XH(1',y)> =0,

para todo (x, y) que ndo seja uma singularidade, segue
que o campo Hamiltoniano é perpendicular ao campo
gradiente de H. Mas, o campo gradiente de H é, por
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sua vez, perpendicular as curvas de nivel de H. Por-
tanto, podemos concluir que o campo Hamiltoniano é
tangente as curvas de nivel da Hamiltoniana H.

Deste modo, as curvas solugdes de (4) estdo con-
tidas nas curvas de nivel de H, e assim, para determi-
narmos o retrato de fase de (4), basta encontrarmos um
mapa de nivel da Hamiltoniana H e orientar as curvas
convenientemente.

Observamos ainda que toda a andlise acima con-
tinua valida para (5).

4. Estudo dos retratos de fase

Nesta se¢@o faremos um estudo qualitativo da familia
a um pardmetro de equacdes diferenciais planares
definida por

Yy
/

(6)

x
ot
2 + 92

/

y:

onde A € R. Notemos que as Egs. (6) correspondem as
Egs. (1), fazendo \ = % e restringindo A conveniente-
mente, em vez de deixd-lo assumir qualquer valor real.

Observemos que (6) é uma familia a um parametro
de equagdes diferenciais planares Hamiltonianas. De
fato, através de um célculo simples podemos determi-
nar a Hamiltoniana

H(xz,y,A) = Aln <\/m2 +y2) — .

Quando A = 0, as Egs. (6) ndo t€m singulari-
dade. Neste caso X (x,y) = (—1,0). Quando A # 0,
as Eqs. (6) ttm duas singularidades: uma na origem
(0,0) onde o campo Hamiltoniano ndo estd definido e
uma outra onde o campo Hamiltoniano se anula. Neste
ponto devemos ter x = 0 e y = A, conforme calculo
imediato. E simples a verificagdo de que a Hamiltoni-
ana H tem um ponto de sela em (z,y) = (0, A). Por-
tanto, as Egs. (6) tém uma singularidade tipo sela neste
ponto.

A singularidade (0,0) é do tipo centro, uma vez
que as curvas solucdes de (6) que passam por pon-
tos suficientemente préximos da origem sdo curvas
fechadas, conforme as Figs. 3 e 5.

Vejamos agora os retratos de fase de (6) para A >
0, A = 0e A < 0. Pelo que vimos acima, basta o
conhecimento da Hamiltoniana H (x, y, A) para A > 0,
A =0e \ < 0, respectivamente.
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Na Fig. 1 apresentamos o grifico da Hamiltoniana
H para A = 1 e para x e y proéximos da origem (cen-
tro). Ja na Fig. 2 apresentamos o grafico de H para
A = 1leparaz ey proximos de 0 e 1, respectivamente.
Na Fig. 2 aparece claramente o ponto de sela de H em
(0,1). Os gréficos de H para outros valores de A > 0
sdo qualitativamente iguais aos apresentados.

Figura 1 - Grafico de H para A = 1, z e y préximos da origem.

Figura 2 - Grifico de H para A = 1, (z,y) préximos de (0, 1).

Apresentamos as curvas de nivel para os valores
-0.8,-0.9,—1,—-1.1,-1.2,—1.5,—2 e o retrato de
fase de (6) para A = 1 na Fig. 3. Vale observar que
para qualquer A > 0 o retrato de fase de (6) correspon-
dente é topologicamente equivalente a este apresentado
na Fig. 3.
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Figura 3 - Retrato de fase (curvas de nivel de H) para A = 1.

Na Fig. 4 apresentamos as curvas de nivel e o re-
trato de fase de (6) para A = 0.

g = -
-} — -
-t -
- 1% -~ .
st -
-t -~
— =i}

Figura 4 - Retrato de fase (curvas de nivel de H) para A = 0.

Na Fig. 5 estdo representadas as curvas de nivel
para os valores 0.8,0.9,1,1.1,1.2, 1.5, 2 e o retrato de
fase de (6) para A = —1. Observamos, novamente, que
para qualquer A < 0 o retrato de fase de (6) correspon-
dente € topologicamente equivalente ao apresentado na
Fig. 5.

Os lagos que aparecem nas curvas tracejadas das
Figs. 3 e 5 recebem o nome de separatrizes ho-
moclinicas ou lacos homoclinicos dos pontos de sela.
Esses lacos estdo sobre as curvas de nivel

Ly ={ (@) eR/Hy\) =
)\(ln|/\|—1),)\5£0}, (1)

as quais nada mais sdo do que as curvas de nivel que
contém o ponto de sela (0, ).
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Figura 5 - Retrato de fase (curvas de nivel de H) para A = —1.

A drea da regido do plano limitada pela separatriz
homoclinica e pela sela da Fig. 3 varia com A. Vale
observar que esta area tende a zero quando A tende
a zero pela direita, fato este representado na Fig. 4,
olhando esta figura como limite de figuras do tipo da
Fig. 3 quando A tende a zero pela direita. Esta mesma
observacao ¢ valida para A < 0 na Fig. 5, quando A
tende a zero pela esquerda.

O valor A = 0 € o valor de bifurcacdo para (6).
Qualquer pequena perturbagdo em seu valor ocasiona
uma dréstica mudanga no retrato de fase correspon-
dente.

Duas dltimas observagdes a respeito das Eqs. (6):
a Hamiltoniana H tem as seguintes propriedades

H(xz,y,A\) = H(—z,y,\)

H(l'a -Y, _>‘) = —H(:Evya )‘)a

para todo (z,y, \).

A primeira propriedade implica que os pontos
(z,y) e (—z,y) estdo sobre a mesma curva de nivel
(nfo necessariamente sobre a mesma componente
conexa) de H, para A fixo. Em outras palavras, hd uma
simetria dos retratos de fase de (6) com relacdo ao eixo
y. Assim, o estudo da bifurcacio de (6) pode ficar res-
trito ao estudo da fungdo

gy, \) = H(0,y,\) = Alnly| —y.

A segunda propriedade implica numa simetria dos
retratos de fase de (6) com relagdo ao eixo x quando
trocamos A por —\.
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5. Comentarios finais

Em situacdes como a descrita pelas Egs. (1), ou equiva-
lentemente por (6), podemos interpretar a Hamiltoni-
ana H como a funcdo de corrente associada ao escoa-
mento de um fluido. Nesta interpretacdo, o campo de
vetores X que define a equacdo diferencial (6) € olha-
do como o campo de velocidades do fluido. Decorre
do que vimos acima que a fun¢do de corrente é uma
quantidade conservada, sendo constante ao longo das
trajetorias das particulas.

Consideremos o fluxo ¥ do campo de velocidades
X através de uma curva C, definido por

w:/X-nds,
C

onde ds designa o elemento de arco ao longo de C e
n é o normal unitdrio ao longo da curva. E imediato
verificar, via teorema da divergéncia, que, neste caso,
o fluxo ¢ ndo depende da curva C'; depende apenas dos
pontos inicial e final da curva.

Nesta interpretagao

(z,y)

H(x,y):HO—i—/ X -nds,

(z0.y0)

onde Hy € uma constante arbitrdria e a integracdo
se processa ao longo de qualquer caminho C ligando
(z0,Y0) a (x,y). Em outras palavras, a menos da cons-
tante Hy, a Hamiltoniana H € o fluxo do campo de ve-
locidades X através de qualquer curva ligando (zq, yo)
a(z,y).

Para finalizarmos, € importante dizer que a
bifurcacdo sela-centro candnica encontrada na lite-
ratura é descrita de um modo diferente da que apre-
sentamos aqui ([8l], p. 427): um ponto de equilibrio
tipo sela e um outro ponto de equilibrio tipo centro
aproximam-se um do outro quando o pardmetro varia
em direcdo ao valor de bifurcagcdo, colidem quando
0 parametro atinge o valor de bifurcacio criando um
ponto tipo cuspide e depois desaparecem para novos
valores do parametro.

A familia a um pardmetro de equacdes diferenciais
planares

/

r =Y

y/:)\—.TQ

ilustra esta situagdo. Quando A\ > 0, existem dois pon-
tos de equilibrio, sendo uma sela e um centro. Esses
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pontos colidem formando uma cuspide na origem
quando A = 0 e desaparecem para A < 0.

Com relacdo a esta descricdo nosso modelo de
bifurcacio sela-centro é um pouco diferente. Nao h4
a criacdo do ponto tipo cuspide quando o pardmetro
atinge o valor de bifurcacdo, bem como as singu-
laridades ndo desaparecem para novos valores do
parametro.

No entanto, em ambos ha uma quantidade conser-
vada: as somas dos indices ([9], p. 314) das singulari-
dades para qualquer valor do pardmetro nos dois mode-
los s@o iguais a zero.
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