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Discutimos a importancia das solugoes exatas das equagodes de Einstein no desenvolvimento da relatividade
geral, em particular as solugdes com simetria axial. Apresentamos um resumo da teoria da gravitacdo newtoniana
colocando énfase nas solugoes exatas da equagao de Poisson, em particular a geragao de solugbes que representam
discos, sendo também o critério de estabilidade de Rayleigh discutido neste contexto. Fazemos um resumo da
teoria da gravitacdo de Einstein e apresentamos a solu¢do de Weyl que representa o campo gravitacional de um
corpo com simetria axial. A geracdo de solugdes exatas das equagdes de Einstein que representam o espago-
tempo associado a discos finos, discos grossos e discos com halos é estudada usando uma extensao do método
das imagens. Os parametros fisicos dos discos tais como a densidade, a pressdo e a velocidade do som também
sdo analisados em detalhe. A estabilidade de Rayleigh e a estabilidade hidrodindmica sdo também estudadas
para uma familia de discos finos isotrépicos previamente apresentada.

Palavras-chave: simetria axial, discos, estabilidade, buracos negros, solu¢oes exatas, equacoes de Einstein.

We discuss the relevance of the exact solutions to the Einstein equations in the development of general rela-
tivity, in particular the solutions with axial symmetry. We present a summary of the Newtonian gravity theory
with emphasis in the generation of solutions to the Poisson equation that represent disks. Also the Rayleigh
criterion of stability is discussed in this context. We give a summary of the Einstein theory of gravitation and
present the Weyl solution that represent the gravitational field of a body with axial symmetry. The generation
of exact solutions to the Einstein equations that describe the space-time associated to thin disks, thick disks and
disks with halos is studied using an extention of the image method. The physical parameters of the disks such
as, density, pressure, sound velocity are also analyzed in detail. Furthermore, both the Rayleigh stability and

hydrodynamical stability are studied for a family of thin isotopic disks previously studied.
Keywords: axial symmetry, disks, stability, black holes, exact solutions, Einstein equations.

1. Introducao

Existe uma variedade de solugoes exatas que tém de-
sempenhado um papel muito importante no desenvolvi-
mento tanto tedrico como experimental da relativi-
dade geral [1]. Sem divida a solu¢do mais importante
é a solucdo de Schwarzschild, que representa o exte-
rior de um corpo maci¢o com simetria esférica. Esta
solucdo estd na base dos trés testes classicos da rela-
tividade geral: o deslocamento de linhas espectrais pela
presenca do campo gravitacional, o desvio de um feixe
de luz que passa perto de uma estrela e a precessao
do periélio dos planetas. Além disso esta solucao deu
origem ao conceito de buraco negro [2].

Destacamos também a solucao de Kerr, que repre-
senta um buraco negro em rotacdo, e as solugoes
que representam ondas gravitacionais, a mais sim-
ples sendo a solucao de Einstein-Rosen, que representa
uma onda com simetria cilindrica. Existe toda uma
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outra linha de solucoes que sao usadas para represen-
tar o espaco-tempo associado ao Universo, das quais
destacamos as solucdes baseadas na métrica de Fried-
mann. Soluc¢les que representam espacos homogéneos
também tém desempenhado um papel importante na
compreensdo de diversos problemas, tais como o da
singularidade inicial do universo, das quais destacamos
a solugdo de Kasner e Bianchi IX [1]. Solugbes que
representam espagos ndo homogéneos foram considera-
das em [3].

Solucdes que representam o campo gravitacional de
um corpo com simetria axial representam um papel im-
portante tanto na teoria da gravitacdo de Newton como
na teoria da gravitacdo de Einstein, ji que a forma na-
tural de um fluido isolado auto-gravitante tem simetria
axial. Em particular configurages do tipo disco sdo de
muito interesse ji que podem ser usados para modelar
galaxias e discos de acregdo.
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Solugdes que representam discos sem pressdo radial
foram estudadas primeiramente por Bonnor e Sackfield
[4], e Morgan e Morgan [5], e com pressdo radial por
Morgan e Morgan [6]. Vérias classes de solucoes exa-
tas das equacdes de Einstein que representam discos fi-
nos com ou sem pressao radial tém sido obtidas por
diferentes autores [7]-[16]. Discos finos que podem
ser considerados com fonte na métrica de Kerr foram
apresentados em [17], e discos com rotagdo e fluxo de
calor foram estudados em [18]. Também discos com
tensdo radial [19], campos magnéticos [20] e campos
magnéticos e elétricos foram considerados em [21]. Su-
perposicoes nao lineares de um disco com um buraco
negro foram obtidas primeiramente por Lemos e Lete-
lier [10]. Discos de fluido perfeito com halos [22] e discos
de fluido perfeito carregado [23] também tém sido es-
tudados. Para um apanhado de discos finos veja por
exemplo a Ref. [24].

Nos trabalhos citados um método inverso foi usa-
do para resolver as equacgoes de Einstein. Em outras
palavras, o tensor de energia-momento do disco foi com-
putado a partir da métrica do espaco-tempo que repre-
senta o disco. O método é uma adaptacdo do conhecido
método das imagens estudado em eletrostatica, onde
cortando e colando solugdes para o vacuo podem ser
geradas solugbes com fontes tipo disco. O método é
apresentado esquematicamente na Fig. 1. O método di-
reto, que é a resolucao das equacgoes de Einstein dada a
fonte (tensor de energia-momento) tem sido usado pelo
grupo de Jena para gerar uma variedade de solucoes al-
tamente ndo triviais que representam discos [25]-[32].

Mesmo que em uma primeira aproximacao discos fi-
nos possam ser usados como modelos tteis de galéxias,
os modelos mais realisticos devem levar em conta a es-
pessura do disco. A adicdo de uma nova dimensao muda
as propriedades dinamicas do disco, como por exemplo
a sua estabilidade. Discos grossos em varios sistemas
de coordenadas foram apresentados em [33].

O método usado para construir os discos grossos
é uma generalizacao do método das imagens, no qual
além de cortar e colar as solucdes no vacuo adiciona-se
um enchimento. Em [33] se discute uma funcdo par-
ticular de enchimento para engrossar os discos. Esque-
maticamente o método é apresentado na Fig. 2.

Neste trabalho apresentaremos uma visao panora-
mica de alguns resultados relacionados com solugdes e-
xatas das equacoes de Einstein que representam discos
finos, discos finos com halos e discos grossos. Em par-
ticular estaremos interesados em modelos que represen-
tem discos com caracteristicas fisicas semelhantes aos
discos galaticos [34]. Em outras palavras, discos cuja
densidade tenda a decair com a distancia, com massa
finita e positiva, com pressdo € ndo com tensao e com
velocidade do som dentro do disco menor que a veloci-
dade da luz. Em resumo, discos feitos de matéria usual.
Também procuraremos discos estaveis perante peque-
nas perturbagdes.
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Na secdo seguinte faremos um pequeno resumo
da teoria da gravitacdo de Newton, dando énfase a
geracdo de solucoes exatas da equacdo de Poisson
que representam discos finos. Também generalizare-
mos estas solugoes para representar discos grossos e
mostraremos alguns exemplos em cada caso. Concluire-
mos a secao apresentando o critério de Rayleigh que
mostra o quanto uma érbita circular é estavel perante
perturabagoes radiais [35].

Na terceira secao apresentaremos as principais
equagOes da relatividade geral. A solucdo para um
espaco-tempo estatico com simetria axial, a solucao de
Weyl [36, 37], também serd apresentada. Além disso,
a solucao de Schwarzschild serd escrita em diversos sis-
temas de coordenadas que servem de base para gerar as
solucdes de discos. Na quarta secao estudaremos o mo-
delo de disco de Morgam e Morgam e a geracao de uma
familia de solucoes que representam discos cuja matéria
é um fluido anisotrépico [22]. Também estudaremos a
geracao de discos com halos de matéria isotrépica. Na
quinta secdo estudaremos a geracao de discos grossos
e apresentaremos uma solucdo com boas propriedades
fisicas.

Na peniltima secao apresentaremos um estudo da
estabilidade de discos finos, primeiro usando a extensao
relativistica do critério de Rayleigh e depois estudando
a estabilidade “hidrodindmica” do disco [38]. Encon-
traremos que o disco fino isotrépico construido a partir
da solugdo de Schwarzschild em coordenadas isotrépicas
é estavel.

Na dltima secao discutiremos alguns dos resultados
apresentados e faremos algumas consideragoes sobre es-
tudos correlatos.

2. Gravidade newtoniana

A equagao da teoria da gravitagdo de Newton para uma
particula que interage com outras descritas pela sua
distribui¢ao de massa p(x,y, z) é a equacgdo de Poisson
para o potencial ®(z,y, 2):

V2@ = 47p (1)
e a equacao de movimento de Newton

>z

— =-Vo 2

=V, )

com ¥ = (z,y,z). Quando particula se encontra em
uma regido sem outras massas tem-se p = 0, e a
equacao de Poisson se reduz a equacgao de Laplace

V2 = 0. (3)

Listaremos algumas solucées desta idltima equacgado
com simetria axial que podem ser escritas em termos
de funcoes elementares. Por simplicidade escolheremos
as nossas unidades de tal forma que a constante da
gravitacao de Newton, G, e a velocidade da luz, ¢, sejam
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iguais a unidade, G = ¢ = 1. Se necessario poderemos
voltar as unidades normais onde G e ¢ possuem seus
valores usuais.

1. O potencial de uma particula pontual de massa
M localizada na origem do sistemas de coordenadas

M
(I):_E (4)

onde R =12 +22 er = /2% + y2.
2. O potencial de uma linha infinita de densidade
de massa linear A localizada ao longo de eixo z,

® =2\Inr (5)

3. O potencial de uma linha semi-infinita de densi-
dade de massa linear )\ localizada no eixo z entre z = a
e z=+00

®=Anp,, pa=a—z+ |/ (a—2z)2+7r%. (6

4. O potencial de um segmento de linha de densi-
dade de massa linear \ localizada no eixo z entre z = a
ez=b(b>a)

= An(pa/pus)- (7)

Separando a equacao de Laplace em coordenadas
polares esféricas, a solucado geral para potenciais com
simetria axial pode ser escrita em termos de polindomios
de Legendre como a soma de duas séries

=3 0D P MR/, ©

A primeira série representa o potencial no exterior de
uma distribuicado limitada de massas, e a segunda repre-
senta o potencial no interior de uma regido sem massa
cujo exterior é macico.

Separando a equacdo de Laplace em coordenadas
esferoidais prolatas podemos escrever a solucido geral
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como

¢ = Zaka

onde

) + Z bk P (x) Pr(y). (9)

2= (Ry + R_)/@m), y=(Ry — R_)/(2m),
Ry = /1?2 + (z£m)2. (10)

sendo Py(x) os polindmios de Legendre e Qp(z) as
fungbes de Legendre. A primeira destas fungoes é
Qo({I)) = 1 In §+1

Solugoes da equacdo de Poisson que represen-
tam discos finos podem ser construidas a partir de
solucdes da equacao de Laplace usando uma variagao do
método das imagens. Como exemplo tomemos o po-
tencial associado a uma particula pontual, como na
Eq. (4). Primeiro desloque a particula para a posigao
z = —a. Entdo o plano z = 0 divide o espago tridi-
mensional em duas partes: a inferior, que contém a
massa pontual, e a superior, sem a massa. Fagamos
uma reflexdo no plano z = 0 da parte sem a massa.
Este procedimento é equivalente a fazer a transformcao
z — a+|z| em (4) e estd descrito na Fig. 1. Este método
poderia ser chamado de desloque, corte e reflita, e foi
proposto por Kuzmin [39, 34].

O potencial do disco resultante é

M

¢ =— . 11
2+ (a +|z])? (11)

A densidade superficial associada pode ser calculada
com a equagao de Poisson, lembrado que 9, |z| = 2§(2),
onde 6(z) é a funcao delta de Dirac. Obtém-se

M a

o(r) = 21(r? + a2)3/2”

(12)

Figura 1 - O método desloque, corte e reflita. Primeiro desloque a massa, depois corte o espago em duas partes e finalmente reflita a
parte sem massa em um plano perpendicular a dire¢do de deslocamento. O resultado é o potencial de um disco fino infinito.
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A

Figura 2 - A primeira parte do método é igual a anterior. Apéds cortar colocamos uma camada de matéria e depois fazemos a reflexdo.

O gréfico de o /M estd representado na Fig. 3. O
disco possui uma concentragao de massa central que de-
cal rapidamente com a distancia. A massa total é M, e
quanto menor a maior é o maximo da densidade. Este
disco pode ser considerado como uma aproximacio de
ordem zero de uma galaxia.
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Figura 3 - O disco de Kuzmin tem uma concentragdo de massa
central que decai rapidamente com a distancia

O método desloque, corte e reflita pode ser genera-
lizado para produzir discos grossos, como no exemplo
citado, no qual colocamos, depois do corte, uma ca-
mada de matéria e fazemos a reflexdo. Isto é equiva-
lente a fazer a transformacgio z — a+h(z) em (4), onde
h(z) é uma funcdo que representa uma suavizagdo de
funcgao |z|. O método estd representado na Fig. 2. Um
exemplo de funcdo h(z) é

—z+C, z < a,
h(z) = A2? + Bz>"*2, —a<z2<a, (13)
z+C, z > a,

com

A = 2n+1—ac
4na
ac—1

B = — -

dn(n + 1)ant!
2 1
c - _a(2n+1+ac)

4n+1)

onden =1,2,... e crepresentam a descontinuidade da
segunda derivada em z = *a.

Fazendo a transformacao citada acima com a
funcdo h ja definida com M = 1, b = 2 (onde M é
M/a, etc.),n=1e€ (a) ¢=0, (b) ¢ =0,5, encontramos
um disco grosso com a densidade mostrada na Fig. 4.

Figura 4 - Discos newtonianos grossos com parametros M =1,
b=2,n=1e(a) ¢=0,(b) ¢=0,5. As correspondentes curvas
de nivel dos perfis de densidade sdo mostradas ao lado direito.

Outros modelos de discos newtonianos podem ser
encontrados resolvendo a equacao de Laplace em coor-
denadas esferoidais oblatas. O modelo mais simples é
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o disco com potencial

M
P=——x
2a

atan V20 (14)

{[(r2 + 22 — a2)? + 422a]7 + 12 + 22a2}2

A densidade superficial deste disco é dada por
o=M/ (47ra\/a2 - r2) (15)

Este disco pode ser usado para gerar toda uma familia
de novos discos [41].

Outras solugbes da equacao de Laplace podem ser
obtidas usando o principio da superposicdo. Devido
a linearidade da equacdo de Laplace uma soma de
solucoes desta equacdo também é solucdo. A super-
posicao dos potenciais associados a um disco e uma
massa pontual,

M m
R 2+ (a+2])?

pode ser usada para representar a gravidade de um
nucleo de massa M localizado no meio de um disco
fino de massa total m. Em outras palavras, um modelo
simples de galdxia com um buraco negro central.

Outro ponto importante é a estabilidade de 6rbitas
circulares de particulas girando ao redor do eixo de
simetria do potencial. Estas particulas podem ser ex-
ternas a estrutura ou parte da estrututra estudada. No
exemplo anterior, como uma boa aproximacao, o disco
pode ser considerado com sendo formado por particulas
girando em Orbitas circulares. Neste caso a estabilidade
das orbitas estd associada a estabilidade do disco. Ha
um critério simples de estabilidade de érbitas circulares
perante perturbacoes radiais devido a Rayleigh [35].

Consideremos uma particula orbitando em uma
orbita circular a uma distancia r do seu centro de
atracdo. Neste caso, no referencial da particula, a
forga centrifuga F.(r) = mov?/r = L(r)?/(mr?) (onde
L é o momento angular da particula) equilibra a forca
gravitacional Fy, de forma que F.(r) = Fy(r). Agora
consideremos a mesma situacao de equilibrio em uma
6rbita de raio 7/ > r, F.(rf) = Fy(r). Consideremos
um deslocamento virtual da particula da posicao r para
a posicdo r/ com o0 mesmo momento angular que em 7.
Temos, neste caso, que F(r1), = L(r)?/(mr?). Para se
ter equilibrio (para que a particula tenda & posi¢éo ini-
cial r) esta forca deve ser menor do que a for¢a gravita-
cional correspondente Fy(r/) = F.(r/), ou seja, F(r). <
F(rf).. Conseqiientemente, L(r/)?> > L(r)?, e, para r
e 7/ muito préximos, temos que d[L(r)?]/dr > 0. Nas
aplicacgoes usualmente se utiliza o momento angular es-
pecifico, h = L/m = rv de modo que a desigualdade se
reduz a

¢ =

(16)

d[h(r)?)/dr > 0. (17)
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Em resumo, érbitas circulares que satisfazem a Eq.
(17) (critério de Rayleig) sdo estdveis perante per-
turbacoes radiais. No caso do potencial central new-
toniano, a segunda equacdo de Newton nos fornece
v2/r = M/r?, ouseja, h> = Mred[h(r)?]/dr = M > 0.
Logo, todas as drbitas circulares sao estdveis perante
perturbacoes radiais.

3. Gravidade einsteiniana

Na Relatividae Geral de Einstein a equacao equivalente
a equacao de Laplace é a equacao de Einstein para o
vacuo,

R, =0, (18)

onde R,, é o tensor de Ricci definido por

Ry, = 0,15, — 0515, +T%,T5, —T7 17, (19)

pvs

onde Fﬁ,, ¢é o simbolo de Christoffel, dado por

F,Bw = %gﬁa(augav + augap - aag;u/)a (20)
sendo g, a métrica do espago-tempo, indices repetidos
indicando soma de 0 a 3 e g"” os elementos da matriz
inversa a matriz de g, .

A equacdo equivalente a equacdo de Poisson é a
equacao de Einstein dita com matéria,

1
R, — §9uvR = —81T,, (21)

sendo R = g"" R, o escalar de Ricci e T}, o tensor de
energia-momento associado a matéria.

Na relatividade geral o movimento das particulas,
zH = x#(s), é determinada pela equagao da geodésica,

d?z* , dz® dab

+ -

ds? B ds ds

No caso de simetria esférica, a solugdo das equacgoes de

Einstein que correspondem ao potencial newtoniano (4)
é a solucao de Schwarzschild,

=0. (22)

dR?
_2m
R

R*(sen*9dv? +dyp?) (23)

. 2m
ds* = (1—==-)dt* -
0= (=g )dt =7

que representa um buraco negro. Esta métrica pode
tomar diferentes formas dependendo do sistema de co-
ordenadas utilizado.

O campo gravitacional de corpos com simetria é
representado por uma métrica com a mesma simetria.
No caso de simetria axial estatica a métrica do espaco-
tempo se reduz a

ds? = e2Vdt* — e Y[ (dr? + d2?) + 22dp?], (24)

onde 9, v e = sdo funcoes somente das coordenadas
“cilindricas”, r e z. Estas trés funcoes descrevem o
campo gravitacional de um corpo com simetria axial
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estatico. No caso do vacuo a funcdo = pode ser esco-
lhida sem perda de generalidade, como = = r, e a Eq.
(18), neste caso, fornece

V21/1 "/},rr + 1/1,7’/7' + w,zz = Oa (25)
dv[y] = r{(Y5 - ¢L)dr + 20,9 dz2]. (26)

A primeira destas equacOes é a nossa conhecida
equacgao de Laplace, que € linear e obedece ao principio
da superposicdo . A segunda, que determina o po-
tencial v, é ndo linear. Se 1 satisfaz a equacao de
Laplace, a integrabilidade da diferencial v é garantida.
As solugoes das Eqgs. (25 ) e (26) sdo conhecidas na
literatura como solucoes de Weyl.

O limite newtoniano das solugoes de Weyl pode ser
definido como

& = limy(\, 7, 2) /A, (27)

onde A = ¢72, e ¢, a velocidade da luz [42]. ¥(\,r, 2)
é a funcado ® no sistema usual de coordenadas, onde a
velocidade da luz aparece de forma explicita.

A solugdo de Schwarzschild (23) nas coordenadas
de Weyl pode ser associada ao potencial de uma barra.
Consideremos uma barra centrada na origem de com-
primento L e massa total m. Temos [36]

$ = —F 1@% : (28)
o= (7)) e
Ry = |r*+ (z - 5)2, (30)
Ry = r 4+ <z+§)2. (31)

Esta solucao pode ser interpretada como um buraco ne-
gro distorcido [44, 45], e é conhecida na literatura como
solugao y-Weyl ou solugdo de Zipoy-Voorhees [43, 46].
Quando m = L esta solucdo se reduz exatamente a
solugao de Schwarzschild [47]. Esta solugdo esta associ-
ada ao termo monopolar da expansao do potencial em
coordenadas esferoidais, para diferentes expansoes que
tém como limite a solucdo de Schwarzschild (veja [48]).

A transformacdo de coordenadas que leva esta
métrica para a forma canonica é:

r=[R(R - 2m))]% sing, z= (R —m)cos?, (32)

Agora, contririo da nossa primeira intuicdo, a
solucdo de Weyl associada ao potencial (4) nao possui
simetria esférica. Esta solucdo é conhecida na literatura
como solucdo de Chazy-Curzon [49, 50]. As funcoes 1)

Letelier
e v para esta solucao sao:
m
= ——, 33
v 2 (33)
m? r?
v.o= Y (34)
R = r2+4(z—2)> (35)

Note que somente v possui simetria esférica. Os invari-
antes de curvatura associados a esta solu¢do apresentam
um comportamento um tanto curioso, possuindo uma
singularidade direcional.

A métrica de Schwarzschild também pode ser escrita
de forma simples em coordenadas esféricas isotrdpicas

(R, p,v), como:

_ )2
ds® = %dﬁ —(1+f)* x
(dR? + R*d¥? + R? sen®9dy?) (36)
com X
f=m/(2R). (37)

A transformacao de coordenadas que leva a solucao de
Schwarzschild em coordenadas canonicas para coorde-
nadas isotrépicas é:

R=R(1+m/2R)? (38)

A métrica de Weyl associada ao potencial (5) é co-
nhecida na literatura como a métrica de Levi-Civita
[51].

O critério de Rayleigh pode ser extendido para a
relatividade geral de forma direta (veja Ref. [52] e li-
teratura ali citada). Em particular, se encontra para
particulas orbitando ao redor de um buraco negro que
a ultima o6rbita estavel possui raio R = 6m.

4. Solugoes que representam discos fi-
nos e halos

Solugdes das equagbes de Einstein que representam a
métrica associada a um disco fino tém sido muito es-
tudadas. Existem trés métodos para se encontrar as
solucdes. O primeiro consiste em fazer uso das coorde-
nadas de Weyl, nas quais pode-se encontrar a métrica
do espaco-tempo associada a um potencial newtoniano.
Entao pode-se associar a um modelo de disco newtoni-
ano um espago-tempo via equacoes de Weyl. E preciso
ter cuidado na andlise da solugdo, lembrando que es-
sas coordenadas nos guardam a surpresa de que uma
barra com uma densidade particular é, na realidade,
a solucdo de Schwarschild. O segundo método con-
siste em uma adaptacdo de método “desloque, corte
e reflita”, discutido na secdo anterior. O terceiro é o
método direto, que consiste em dar o tensor de energia-
momento do disco e resolver diretamente as equagoes de
Einstein.

Como um exemplo de aplica¢ido do primeiro método
temos a solucdo de Morgan e Morgan, que corresponde
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a solucao de Weyl do disco com potencial dado pela
Eq. (14), que também pode ser representado como uma
barra complexificada de comprimento L/2 = i a [41].
Encontra-se, para as funcdes da métrica de Weyl,

_ m Re[R]—ia
= 5 8 ReRITial’ (39)
v = —%(%)2mg£&ﬂ%%if—, (40)
R = 12+ (z —ia)’. (41)

O método “desloque, corte e reflita” tem sido apli-
cado a uma grande variedade de métricas. Em particu-
lar Lynden-Bell, Bicak e Katz aplicaram o método nas
métricas v de Weyl e Chazy-Curzon. Os discos que tém
como base solucdes de Weyl apresentam o problema de
nao ter pressao radial, e portanto sao instdveis. Para
estabilizar esses discos habitualmente se faz a hipdtese
de contra-rotacdo que consiste em supor que se tem um
numero igual de particulas girando tanto em um sen-
tido como no sentido oposto. Desta forma se obtém
uma configuragdo estavel. E curioso que na natureza
existem galdxias onde se observa uma situacdo como a
descrita acima [53].

O resultado mais significativo de aplicacido deste
método é o apresentado em [22], onde se obtém um
disco de matéria que é um fluido perfeito e que, além
disso, é estavel.

A métrica do espaco tempo que representa o disco
é dada pela métrica (36), escrita em coordenadas
cilindricas:

ds* = wdﬁ — (14 f)X(dr® +r2de® + dz?) (42)
(1+5)?

com
m

2/ + (a + |2])?

Usando as equagoes de Einstein (21) pode-se calcular o
tensor de energia-momento e, resolvendo o problema de
autovalores, se obtém a densidade superficial do disco
o e sua pressao isotrépica P,

f=

(43)

(b)
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_ 4ma (44)
m(m + 2vr? + a2)3’
2 2
P= ma (45)

n(m 2/ @) (m - 2/ + )

A massa total do disco pode ser calculada com a
ajuda da Eq. (44), encontrando-se:

oo p2m
M= / / 0\/Grrgpp drdp = Zl—a(m + 4a). (46)
o Jo

A Eq. (44) mostra que a densidade de energia é
sempre positiva (condicio de energia fraca). A pressao
é positiva se m < 2vr2+a?. A condicdo de ener-
gia forte (0 + 2P > 0) também é satisteita. Es-
tas propriedades caracterizam um fluido composto de
matéria usual com gravitagdo atrativa. Esta ndao é uma
propriedade trivial, j& que é conhecido que o método
“desloque, corte e reflita” algumas vezes fornece discos
compostos de matéria exdtica, cordas cdsmicas [54] ou
paredes césmicas [55].

Outro parametro util é a velocidade de propa-
gacdo do som V, definida por V2 = %, que pode ser
calculada usando a Eq. (44) e a Eq. (45), encontrando-

se:
V2 m(4vr? + a2 —m)
Sm— T T )

A condigdo V? < 1 (matéria ndo taquionica)
nos fornece a desigualdade m < +/R%+a? ou m >
3vVR? +a?. A condigdo para a pressdo é que a ve-
locidade do som seja menor do que a velocidade da luz
sdo simultaneamente satisfeitas quando m < v R? + a2.
Esta desigualdade é valida em todo o disco se m < a.

Na Fig. 5 (a)—(c) mostramos o, P e V para os valo-
res dos parametros a = 1,0 e m = 0,2, 0,4, 0,6, ¢ 0,8
em funcdo da varidvel adimensional 7 = r/a Este disco
possui uma concentracdo de massa central que decai
rapidamente. Se o disco € infinito pode-se definir um
raio efetivo onde a maior parte da massa estd concen-
trada, e considerar o disco como finito.

(47)
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Figura 5 - (a) Densidade superficial o, (b) pressdo P e (c) velocidade do som V coma =1,0em = 0,2, 0,4, 0,6, e 0,8 como funcdes de

7 =r/a.
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O método “desloque, corte e reflita” também pode
ser utilizado para obter solugoes das equacoes de Eins-
tein associadas a discos com halos. O procedimento é
analogo ao apresentado na Fig. 1, e estd mostrado na
Fig. 6. Agora o ponto de partida é uma solucdo que
represente tanto o interior como o exterior de um corpo
esférico. Como exemplo podemos tomar a solucido de
Buchdahl [56], que representa o espaco-tempo associ-
ado a uma esfera de fluido politropo tipo Lane-Emden
com indice n = 5.

Figura 6 - Ilustracdo do método “desloque, corte e reflita” para
a geracao discos com halos. Em A a esfera de fluido perfeito é
deslocada e cortada por um plano (linha pontilhada). Em B a
parte de baixo é desconsiderada e a parte de cima é refletida no
plano.

As fungoes v e A da métrica

ds® = e’dt*> — eMdr® + ridy® + d2?) (48)

akA
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Sao

1— A _\? A 4
e¥ = ﬂ s e>‘ = <1 + 7) s
<1+7\/1;‘W> V1+kR?
(49)
com A e k constantes.

A densidade, a pressao e a velocidade do som desta
solugdo sdo dadas por [22],

B 3Ak (50)
P (AT VIt RRE)
. kA2 (51)
D A+ VI AR (A + V1 F R
_ 2
v2 — 24(=24+ 3VI+ER?) (52)

15(A — V1 + kR?)?

A condichio V < 1 é satisfeita se A <
18—+/39)
(8-V30) TR,

Aplicando ao método a solucdo de Buchdahl en-
contramos as seguintes expressoes para a densidade de
energia, a pressao e a velocidade do som sobre o disco:

T [A+ 1+ k(r? +a2)]3

2
P= akA : (54)

w[—A+ 1+k(r2+a2)] [A+ 1+k(7“2+02)]3

Al-A+2/THEG7 + )]

s[a-ViTEE T @)

V)
|
—
ot
ot
~~

As condigbes V < 1 e P > 0 sdo ambas satisfeitas
se A < V1 +ka®. A Fig. 7 (a)-(c) mostra, respecti-

vamente, o, P e V como fungdes de 7 = r/m para um
disco calculado a partir da solucao de Buchdahl.
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Figura 7 - (a) A densidade superficial de energia o, Eq. (53), (b) a pressdo P Eq. (54) e (c) a velocidade do som V Eq. (55), para um
disco com A =0,6; k = 1; for a = 1, 2 and 3 como fungdo de ¥ = R/r.

Na Fig. 8 (a)—(b) mostramos, respectivamente, a esfera de fluido, pois o disco estd completamente imerso
densidade p conjuntamente com a pressio p, e a veloci- no fluido. Note que as quantidades fisicas, tanto do halo
dade V do halo ao longo do eixo z para A = 0,6; k = 1 como do disco, neste modelo, sao bem comportadas.

e a = 1. Note que nesta solu¢do nao temos fronteira na
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Figura 8 - (a) A densidade p e a pressdo p (Eq. (51)); (b) a velocidade do som V (Eq. (52)), para o halocom A =06 k=1lea =1
ao longo do eixo z.
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O método também pode ser aplicado a uma esfera
composta de véarias camadas de matéria com diferentes
equagoes de estado. Neste caso podemos gerar uma
solucdo que represente um disco com um halo feito de
multi-camadas de matéria [22]. Na modelagem de es-
trelas, os modelos de multi-camadas sao apropriados
para representar de forma realista as diferentes partes
da estrela.

5. Solucoes que representam discos

grossos

Como no caso newtoniano o método “desloque, corte
e reflita” também pode ser usado no contexto da rela-
tividade geral para produzir discos grossos. Os melho-
res discos se obtém a partir da métrica com simetria
esférica escrita em coordenadas cilindricas, conforme
a Eq. (48). Em particular, na solucdo de Schwarz-
schild (42)-(37) fazemos R? = 72 + (h + b)? com
b > 0 e h(z) dado pela Eq. (13). A continuidade das
funcbes métricas e suas derivadas no plano z = +a é
satisfeita pela continidade de h(z) e de h'(z) nos planos
z = xa. Para |z| > a, as Eqs. (42)-(37) satisfazem as
equagoes de Einstein no vicuo. Para |z| < a, as compo-

|

8m
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nentes do tensor de energia-momento no disco sao cal-
culadas usando as equagoes de Einstein (21). Definindo
a tetrada ortonormal {V* W* Y Z*} com

Ve =e""/%(1,0,0,0), (56a)

We =e "/2(0,1,0,0), (56b)

Y =e%0,0,1,0), (56¢)
_eTH)2

Z* =

(0,0,0,1), (56d)
encontramos que
Tab = UVa‘/b +eraWb +szaYi7 +p<pZaZb7 (57)

onde 0 = T} é a densidade de energia, p, = =T
é a tensao radial, p, = —T7 ¢ a tensao azimutal e
p. = —T7Z é a tensdo vertical, que é igual a tensao ra-
dial. A densidade de “massa” gravitacional efetiva é
p=0+p +p:+p,. A condicdo de energia forte é
equivalente & p > 0, a condicao de energia fracaé o > 0
e a condicdo de energia dominante requer |p,/o| < 1,
lpz/o| < 1e|py,/o| < 1. Usando as Egs. (42)-(37)
encontramos

5—__°m [3(13 +0)2(1—A?) +R* W =1+ A" (h + B)]] : (58a)

7(1m + 2R)5
16mR

7(1m + 2R)% (—1m + 2R)
4?2

5= [3(% +0)2(1 - A?) +R[R? -1+ 1" (h + B)]] , (58b)

N STT ey [Z(h +0)2(1 = B?) +R2[R? — 1+ R (h + b)]] , (58¢)
5 SR+ s

(4 2R)5(—im + 2R)’

Denotamos & = a’0, p = a?p, p, = a®p,, p. = a’p..
As outras varidveis adimensionais sdo definidas como
no caso newtoniano. As condicbes sobre os parametros
b>2n/2n+1—-6),0<é<2n+1e0 < < 2bas
seguram o bom comportamento das quantidades fisicas
do disco.

Nas Figs. 9 e 10 mostramos as superficies e as
curvas de nivel para a densidade, a densidade newto-
niana efetiva, as pressoes radial, azimutal e vertical
para um disco com pardmetros m = 1, b =2, n = 1
e ¢ = 0. O quociente entre a pressio e a densidade é
sempre menor do que 0,15, portanto todas as condicoes
de energia sdo satisfeitas. A forma das curvas de nivel
também mostra que para os parametros listados o disco
possui propriedades fisicas aceitaveis.

Figura 9 - (a) Densidade de energia, (b) Densidade newtoniana
efetiva para um disco grosso com pardmetrosm =1, b=2,n =1
ec=0.
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0.03
0.025
0.02

Figura 10 - (a) Pressdo radial e azimutal, (b) Pressdo vertical
para um disco grosso com pardmetros m = 1, b =2, n = 1e
¢=0.

6. Estabilidade das estruturas

Existem duas formas de estudar estruturas auto-
gravitantes com simetria axial. A primeira e mais
simples considera que as estruturas sdo compostas de
particulas movendo-se em circulos com centro no eixo
de simetria. O estudo da estabilidade da estrutura neste
caso se reduz ao estudo da estabilidade das orbitas cir-
culares das particulas que as formam. Em particular, a
estabilidade perante perturbagoes radiais pode ser de-
terminada usando a extensao relativistica do critério
de Rayleigh. A segunda forma de estudar a estabili-
dade de estruturas considera perturbacoes do tensor
de energia momento associado a matéria que forma
a estrutura autogravitante, sendo o andlogo a esta-
bilidade hidrodinamica classica. Considera-se que as
perturbagoes nao alteram a métrica [38]. Estas su-
posicdes sdo uma boa primeira aproximacao ao trata-
mento da estabilidade. Consideremos uma particula
movendo-se em uma métrica de fundo com simetria axi-
al em coordenadas esféricas, (t, R, 9, ),

ds® = gudt® + grrdR® + goodV® + gppde®,  (59)

as funcoes g, dependem somente das varidveis R, .
A equagdo geodésica para o movimento circular no
plano ¥ = 7/2, nos fornece a equacdo de movimento,

gz‘,t,Ri2 + gapqo,RSbQ =0, (60)
e as constantes de movimento,
1= gtti2 + g<p<p§b2: (61)
FE = gttt.; (62)
h = 9JopPs (63)

onde o ponto denota derivada com respeito ao tempo
préprio s, e gi#.r = Orgut, etc. A constante E repre-
senta a energia especifica da particula e h o seu mo-
mento angular especifico.
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Note que a equagdo de movimento (60) pode ser
colocada como uma equacao de balango valida no plano
d=n/2,

9u.RE? 197 = =90, RP° [ 950y (64)

Entao, como no caso newtoniano, temos um balango
entre a “forca gravitacional” e a forca centrifuga.
Supondo que a métrica representa o campo gravita-
cional do corpo, temos estabilidade das drbitas circu-
lares no plano ¥ = 7/2, quando

hh.g > 0. (65)

De (60)- (63) encontramos [52],

2
h2 - _ g(p(pgtt,R (66)
9tt9ep,R — gtt,RGpep
El2 — g?tg‘;o‘pvR (67)

9tt9ep,R — Gtt,R9pp

Para o disco construido com a solucdo de Buchdal
encontramos [22],

2
2vimr? (14 52 ) (2 + a?) /!

\/4(1"2 + a2)? — 8mr2V/r? + a2 + m2(r2 — a2)
(68)
O critério de estabilidade de Rayleigh é sempre satis-
feito quando a/m £ 1,016.

Na gravitacao newtoniana um corpo achatado com
simetria de reflexdo como um disco pode ser aproxi-
mado por uma expansdo multipolar. Em particular
pode-se tomar os dois primeiros termos nao nulos, que
sdo os termos monopolar e o quadrupolar. Na rela-
tividade geral podemos fazer o mesmo. Na solucio de
Weyl, podemos considerar o termo monopolar como
sendo representado por 1, dada pela Eq. (31) com
m = L, e o termo quadrupolar o plano de simetria
dado por

h =

$(r,0) = —Qi/R®, (69)

onde (Q; representa o momento quadrupolar de uma dis-
tribuicdo de matéria fora do corpo. Para um estudo de
momentos multipolares relativistas neste contexto veja
[48]. Temos dois casos, @; > 0 e Q; < 0. O primeiro
representa deformacoes oblatas, como discos ou anéis,
e o segundo deformacoes prolatas, como jatos.

A Fig. 11 mostra as curvas hh g = 0 para a super-
posicao de um buraco negro e um momento multipolar
interno com 1/3 dado por (69). O primeiro grafico mostra
0 caso oblato, e o segundo, o caso de deformagdes pro-
latas.

No primeiro caso temos érbitas circulares estaveis
na regiao limitada pela curva superior € o eixo R e na
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regido limitada pela curva inferior e a curva horizon-
tal que representa o horizonte do buraco negro. No
segundo grafico temos érbitas estaveis na regiao limi-
tada pelo eixo R e as curvas. A regido mais relevante
é na qual R > 6m. Vemos que a regiao de estabilidade
aumenta o momento quadripolar interno.

BH + Quadrupole (int.)
12 T T T T

Qi

BH + Quadrupole (int)
6 T T T T T T T T T

5.5F ]

3.5F -

2.5F ]

5 1 1 1 1 1 ] 1 1 1
-1 -09 -08 -0.7 -0.6 -05 -04 -03 -02 -0.1 O

i

Figura 11 - Curvas hh r = 0 para a superposicao de um bu-
raco negro e um momento multipolar interno. O primeiro grafico
mostra o caso oblato, e o segundo o caso de deformagoes prolatas.
No primeiro caso temos Orbitas circulares estdveis na regido limi-
tada pela curva superior e o eixo r e na regido limitada pela curva
inferior e a curva horizontal que representa o horizonte do buraco
negro. No segundo gréafico temos 6rbitas estaveis na regido limi-
tada pelo eixo R e as curvas.

No caso prolato, tltimo gréafico da Fig. 11, vemos
que o momento quadripolar aumenta a zona de estabili-

Letelier

dade, sem momento quadripolar temos estabilidade so-
mente quando R > 6m, fato surprendente que é valido
somente para o tipo de drbitas estudadas, orbitas cir-
culares no plano equatorial. Para orbitas genéricas as
deformacoes internas prolatas introduzem uma grande
instabilidade, e podemos ter érbitas muito irregulares
ou cioticas tanto nos espacos-tempo estaticos como
estaciondrios [57, 58].

No sistema newtoniano equivalente, para o caso
oblato temos um regido de instabilidade perto do cen-
tro de atracdo, sendo curva limite R = 1/3Q);/m. Neste
caso nao temos instabilidade no caso prolato. Também,
neste caso, para érbitas ndo equatoriais temos movi-
mento cadtico [57].

A andlise da estabilidade “hidrodinamica” toma
como ponto de partida o estudo de perturbacoes de
primeira ordem do tensor de energia-momento associ-
ado & matéria que forma o disco [38].

O tensor de energia-momento nao perturbado é:
T = (cUMUY 4+ p, XH XY + p,YHY")0(2),  (70)

sendo o, p, e p, respectivamente a densidade super-
ficial do disco, a pressao radial e a pressdo azimutal.
Os quadrivetores (U*, X* Y*) sdo as componentes da
tetrada ortonormal

U* =e"/%(1,0,0,0),

X* =e%(0,1,0,0),
—)/2

R

e

YH = (0,0,0,1). (71)

Devido & forma do tensor de energia-momento (Eq.
(70)), todas as quantidades sdo fungoes somente da co-
ordenada radial. Consideremos as perturabacoes A%
da quantidade A* na forma

A% (t,r,p) = AF (T) +04% (t7 T, ‘p)a (72)

sendo AH*(r) a quantidade nao perturabada e
0A*(L,r,p) sua perturbagdo. Aplicando a Eq. (72)
na Eq. (70) e asumindo que a perturbagdo ndo modi-
fica a métrica de fundo, em outras palavras, que a per-
turbacao , 7", atua como um fluido de teste, as Eqs.
de conservacdo para o disco fino podem ser escritas
como

(0TH*);p]2=0 = 0, (73)

onde ;v denota a derivada covariante com respeito a
coordenada x¥. Supondo uma perturbacao da forma

SAM(t, 1, p) = JA* (r)etker—wt) (74)

as leis de conservagdo perturbadas (Eq. (73)) podem
ser escritas como [38]
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p=t OUL(oU"+&p,X") 4+ 6U"[F(t,r,0U")
+ e X7+ GF (t, 7, pe XT)] + 0U ik (oU*
+ &p, Y ?)] + do(—iwU'UY) = 0, (75)

p=r pr (X"X")+ U [—iw(cU" + &p.XT)]
+ 80 (UU'TY,) + 0pG(r,r, X" XT)
+0p, (YPY¥T(,,) =0, (76)
p=¢ SU?[—w(oU" + &p,Y #)] + 0pyp(k,YPY?) =0,
(77)

onde 6U" e 6U¥ séo as componentes da tetrada pertur-
bada , & = —X, /U, & ==Y, /U e

F(I,J,K)=K ;+ KT}, +T%,), (78)

G(I,J,K)=K j+ KT}, +T%)), (79)
sendo, como anteriormente, I'z.~ os simbolos de
Christoffel.

Queremos que as perturbacdes estejam de acordo
com a equagdo de estado do fluido. Entéo, se p = p(r)
e 0 = o(r), temos que dp, e do satisfazem

0p = dp, = dp, = p ydr, (80)
00 = o ,dr, (81)

entao

O.r

p = <p—"”) Jo. (82)

Pela substituicdo de U" e 6U¥ na Eq. (75), e usan-
do as Eqgs. (76), a Eq. (77) e a relagdo dada pela Eq.
(82), encontramos uma equacio diferencial de segunda

ordem para a perturbacdo da densidade do da forma

Asbo p + Bsdo , + Cgdo =0, (83)

sendo (Ag, Bg, Cs) funcdes de (r,a,m,w, k,). Para es-
tudar a estabilidade do disco precisamos um critério de
corte (“cut-off”) na coordenada radial para criar um
disco finito. O raio de corte R.,; do disco é obtido pelo
seguinte critério: a matéria do disco dentro do raio de
corte deve ser mais de 90% da energia total do disco
infinito [38].

A Eq. (83) de segunda ordem é resolvida com duas
condicoes de fronteira, uma quando r =~ 0 e a outra
no raio de corte. Quando r &~ 0 colocamos que a per-
turbacdo seja ~ 10% do valor da energia ndo pertur-
bada. Na fronteira do disco colocamos dol|,=g,.,, = 0,
ja que queremos que as perturbacoes sejam nulas para
T — 00.

Agora, consideremos o disco de Schwarz-
schild isotrépico com parametros (a = 0,5,m = 0,4).
Com esses pardmetros o raio do disco é r = 4 (aproxi-
madamente 90% da energia estd dentro deste raio).
Na Fig. 12 mostramos os perfis da “verdadeira” per-
turbacdo da energia do (= V9zz00) para diferentes
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modos de perturbagdo (Eq. (74)). Vemos na Fig. 12
que os perfis da perturbacdo da densidade sao estaveis
e que tém um carater oscilatério. Quando aumentamos
0 parametro w o nimero de oscilagcbes aumenta dentro
do disco, e quando o numero de onda k é aumentado
a amplitude da oscilagdo decresce. Na Fig. 12 vemos
que h4 um fator de aproximadamente 102 entre a
amplitude dos modos (w =1,k =0) e (w =1,k = 2).

6x10”

4x10™

Figura 12 - Perfis da perturbacdo da densidade de energia para
um disco isotrdpico de Schwarzschild com pardmetros (a = 0,5,
m = 0,4). Os primeiros trés modos w para os trés primeiros
nimeros de onda k sdo mostrados. Vemos que, aumentando o
modo w, o nimero de oscilagoes dentro do disco aumenta, e,
quando k aumenta, a amplitude decresce.

Na Fig. 13, apresentamos os perfis das perturbacoes
da “verdadeira” pressio (op = V9z20p) e da compo-
nente fisica da perturbacdo da velocidade radial (& Ur =
dU"\/grr) para os primeiros trés modos w com k = 0, e
os perfis da perturbacao da componente fisica da veloci-
dade azimutal (6U¢ = U% \/Jpp) Para os trés primeiros
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modos w com k = 1. Os modos da perturabacao da ve-
locidade azimutal com k& = 0 sdo nulos. Vemos na Fig.
13 que a perturbacao da pressao tem os mesmos aspec-
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tos qualitativos que a perturbacdo da densidade. As
perturbacoes das velocidades azimutal e radial mostram
um comportamento oscilatério diferente.
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Figura 13 - Perfis das perturbagdes da “verdadeira” pressdo, velocidade radial e velocidade azimutal para um disco isotrépico com
parametros (a = 0,5, m = 0,4). Vemos que os aspectos qualitativos da perturbagido da pressdo sdo os mesmos que os da perturbacdo da
densidade de energia. A amplitude da velocidade radial aumenta quando estamos perto da borda do disco. Neste caso devemos comparar
a perturbacgdo com o valor da velocidade de escape das particulas que formam o disco para se ter um modelo consistente. A amplitude

da velocidade azimutal é quase constante longe do centro do disco.

Quando fizemos o corte do disco infinito para pro-
duzir um disco finito desconsideramos a fracao do disco
que se extende até o infinito. Podemos modelar a pre-
senca do exterior como uma perturbacao na borda do
disco. Fazemos na borda do disco do|,=g,,, = € com
€ K 00|p=¢. Os experimentos numéricos nos mostram
que a perturbacao na borda ndo modifica os aspectos
qualitativos da solucdo. O disco continua estdvel pe-
rante as perturbacoes da forma (74).

7. Consideracoes finais

Ao longo do artigo mostramos algumas solucgdes exa-
tas das equacoes de Einstein que representam, prin-
cipalmente, diversos modelos de discos finos e discos
grossos. O tipo de fluido que representa a matéria da

qual é composta o disco é descrita pela sua densidade
e pressao, nos casos mostrados essas quantidades pos-
suem boas propriedades e podem representar a matéria
fisica usual. Para ir mais longe no que tange aos mode-
los de matéria pode-se tentar resolver a equacgao de
Fokker-Planck relativistica para encontrar a equacao de
distribuicao associada a matéria. Nao é posivel en-
contrar solucoes analiticas desta equagao, porém a sua
resolucdo pode ser modelada numericamente. Para o
caso newtoniano, existem alguns poucos casos nos quais
se pode encontrar a funcdo de distribuicdo [34]. Para
o caso relativistico ndo se conhece nem um caso de
solucao analitica da equacao de Fokker-Planck para dis-
COS.

O estudo de 6rbitas em diferentes métricas é um
tema de pesquisa ativo, em especial o estudo da es-
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tabilidade de 6rbitas de particulas de teste movendo-
se ao longo de geodésicas. Temos comportamentos
tipicamente cadticos em sistemas fechados, que po-
dem ser vistos usando segoes de Poincaré [59, 61].
Também temos o aparecimento de bacias fractais em
sistemas abertos [62, 64]. Encontra-se que sistemas
que sao integraveis no contexto newtoniano podem nao
ser integraveis no contexto da relatividade einsteiniana
[62, 60].

Nas solucoes de discos apresentadas, em geral, ndo
temos outras singularidades a parte da delta de Dirac
que representa o disco. O fato de que a teoria da
relatividade geral é uma teoria nao linear pode-se
traduzir no aparecimento de diversos tipos de singu-
laridades, como singularidades conicas, singularidades
tipo soluco, singularidades de curvatura, etc. No caso
das solucoes de Weyl estas singularidades tém sido e
continuam sendo muito estudadas (veja por exemplo
[65]).

Existem diversos métodos para se gerar uma So-
lucdo das equagdes de Einstein com rotagdo (solu-
¢do estaciondria) a partir de uma solugdo sem rotagao
(solugdo estética). Uma breve introducdo aos métodos
pode ser encontrada em [1]. Talvez o mais poderoso
destes métodos seja o método do espalhamento inverso
[66]. Solucoes estaciondrias de discos super-impostas
a buracos negros foram encontradas utilizando esta
técnica [41]. Solugoes estaciondrias com campos multi-
polares foram estudadas em [67].
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