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Neste trabalho apresentamos um conjunto de equacées generalizadas de difusao que podem descrever proces-
sos difusivos anémalos. Nao-linearidade, dependéncia espacial e temporal nos coeficientes da equagao e derivadas
fracionarias, bem como uma combinacdo destas alternativas, sdo possiveis caminhos para generalizar a equacgao
de difusdo usual. Verificamos que a composi¢ao dos indices que caracterizam tais estratégias podem conduzir
a superdifusao, subdifusdo ou mesmo a difusdo usual. Uma conveniente escolha dos coeficientes temporalmente
dependentes também pode conduzir a estes processos. Esse procedimento amplia, portanto, o espectro de possi-
bilidades na descrigdo de processos difusivos anémalos e representa um avango formal na caracterizagao de tais
processos.

Palavras-chave: difusdo andémala, equagoes de difuséo.

In this work we present a set of generalized diffusion equations that can describe anomalous diffusive processes.
Nonlinearity, spatial and time-dependence in the coefficients and fractional derivatives, and combination of these
alternatives as well, are some possible ways to generalize the usual diffusion equation. We verify that the com-
position of the indexes that characterize such strategies may conduct to subdiffusion, superdiffusion or even
usual diffusion. A convenient choice of the time-dependent coefficients also leads to these processes. Thus, this
procedure enlarges the spectrum of possibilities in the description of anomalous diffusive processes.
Keywords: anomalous diffusion, diffusion equations.

1. Introdugao

A difusao é um fenémeno comum na natureza e ocorre,
em geral, quando um sistema encaminha-se para o es-
tado de equilibrio. Em um processo de difusdo num
conjunto de elementos que se movem - energia, mo-
mento linear, atomos, moléculas, produtos quimicos,
células, animais, etc - cada elemento realiza uma tra-
jetéria randomica. Como resultado desse movimento
individual altamente irregular, o conjunto se difunde.
Num nivel macroscopico, este comportamento cole-
tivo, contrastando com o movimento individual mi-
croscopico, apresenta grande regularidade e segue leis
dindmicas bem definidas. A formulacao estocastica
destes fenomenos de transporte em termos de um ca-
minho aleatério, bem como a descricao através da
equacao de difusao, sao dois conceitos fundamentais
na teoria de difusdo em geral. Por outro lado, a de-
pendéncia linear no crescimento temporal do desloca-
mento quadratico médio, (x?(t)) o t, ou, de forma
equivalente, da variancia, ¢ uma caracteristica do movi-
mento browniano e, portanto, da difusao usual. Como
tal, é uma conseqiiéncia direta do teorema do limite cen-
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tral e da natureza markoviana do processo estocéstico
subjacente [1]. Em contraste, a difusdo anémala, em
geral, tem como caracteristica o crescimento nao-linear
da variancia no decorrer do tempo, ou seja, a difusao
serd considerada anémala se houver desvio no compor-
tamento enunciado anteriormente. Um marco no es-
tudo da difusdo andmala é o tratado de Richardson so-
bre difusdo turbulenta, de 1926 [2]. J4 no contexto
da teoria de transportes, esse tipo de difusao tem sido
mais largamente estudado desde o final da década de
60 e tem atraido a atencao de muitos pesquisadores
nos ultimos anos gragas a sua universalidade na na-
tureza. Em particular, ela joga um papel fundamen-
tal na andlise de uma grande classe de sistemas tais
como difusao em plasmas [3], difusdo em fluidos turbu-
lentos [4, 5], transporte de fluidos em meios porosos
[6], difusdo em fractais [7], difusdo anomala em su-
perficies liquidas [8], andlise de histogramas de bati-
das do coragdo em individuos sauddveis [9] e no es-
tudo da energia vibracional em proteinas [10], entre ou-
tros sistemas fisicos. Na descricao do comportamento
anémalo, o crescimento da variancia pode ser do tipo
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lei de poténcia, ((Az)?) o t", ou apresentar outro
padrao. Sob essa classificagdo, quando n > 1, temos
um processo superdifusivo, n < 1, um processo subdi-
fusivo e 7 = 1 descreve uma difusao normal. Além
disso, num processo andémalo, a variancia pode nao ser
finita, descrito como do tipo Lévy, embora apresente um
indice bem definido que caracteriza tal processo. Em
particular, manifestacoes anémalas causadas ou por dis-
tribuigoes largas (nas quais podem divergir o primeiro
e o segundo momentos), ou por correlagoes de longo
alcance, sdo significativas. A descrigdo deste tipo de
processo se apdia na validade do teorema do limite cen-
tral generalizado, de Lévy-Gnedenko, em que nem to-
dos os momentos relacionados existem e a convolugao
da respectiva distribuigdo recai numa que tem como
forma estavel as distribuigoes de Lévy [11].

E possivel simular o comportamento anémalo da di-
fusdo através de generalizagoes da equacao de difusdo
ordinaria. Isso pode ser feito introduzindo uma apropri-
ada dependéncia temporal ou espacial nos coeficientes
desta equacao. E possivel também a introdugao de nao-
linearidades, estratégia que revelou-se frutifera na des-
cricao de processos difusivos anomalos, e de derivadas
fracionarias. Além disso, todos estes procedimentos po-
dem ser efetuados simultaneamente. Cabe mencionar
que caminhadas aleatdrias, equagao mestra e equagoes
generalizadas de Langevin podem ser relacionadas a di-
fusdo andémala correlacionada (varidncia finita) e a de
Lévy. Entretanto, o emprego de equacoes diferenciais
parciais a descricao da difusao anémala proporciona um
tratamento mais simples quando temos campos exter-
nos aplicados ao sistema, mantendo, de forma geral,
todas as propriedades presentes nos formalismos acima.

Este trabalho tem como objetivo resgatar algumas
destas equagoes generalizadas e sugerir outras, e estéd
estruturado como segue. Na se¢ao 2 apresentamos
equagoes nao-lineares e com dependéncia espacial no
coeficiente de difusao. Na secao 3 procede-se da mesma
forma, mas levando em conta agora a dependéncia tem-
poral nos coeficientes da equagao. Na secao seguinte é
proposta uma equacao nao-linear que apresenta simul-
taneamente dependéncia espacial e temporal em seus
coeficientes. Na quinta segao fazemos uma breve ex-
posicao de equacgoes envolvendo derivadas fracionarias.
Finalmente, na tltima se¢ao apresentamos a conclusao
e consideracoes finais.

2. Nao-linearidade e dependéncia espa-
cial no coeficiente de difusao

Iniciando nossa discussao, vamos considerar a equacao
de difusdo andémala correlacionada,

dp

- = DV?p". 1

T p (1)
Também conhecida como equacao de difusao em meios
porosos [12], esta equacdo tem sido empregada para
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modelar difusdo em meios porosos [6], em plasma [3]
e em dispersdo espacial de populaces bioldgicas [13],
entre outros exemplos. Além disso, ela admite outras
importantes aplicacoes fisicas tais como percolacao de
gases através de meios porosos (v > 2) [14], filmes
liquidos finos espalhando-se sob gravidade (v = 4) [15]
e alguns fendmenos de auto-organizagao [16], entre ou-
tras. De um ponto de vista formal, citamos ainda a
conexao com a termoestatistica nao extensiva de Tsal-
lis [17, 18, 19, 20].

Uma solucao para a Eq. (1) é a gaussiana genera-
lizada [1§]

1 1
t) = ——[1—(1—q)B(t)r*] =7 2
p(r,t) ‘Z“)[ 1-qp®)r? ™7, (2
sendo que Z(t) oc t¥/R+Td0-0l  g(4) o ¢2/[2+d0-a)]
q=2—v edéa dimensao espacial. No caso unidimen-
sional, esta solucdo estd representada na Fig. (1) para
alguns valores de ¢ com Z(t) =1e gB(t) = 1.
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Figura 1 - A funcao gaussiana generalizada para valores tipicos
de q. Com ¢ = 1 temos a gaussiana usual, para ¢ > 1 tem-se
cauda longa e largura grande, em comparacdo com a gaussiana
usual, e ¢ < 1 observa-se cauda curta e largura pequena, também
em relagao a gaussiana usual.

Quando ¢ — 1 (v — 1) reobtemos a equagao de
difusdo usual e a respectiva solugdo gaussiana. A de-
pender do valor de ¢, verifica-se a forma curta ou
longa da cauda da Eq. (2)), quando comparada com
a solucdo gaussiana. Quando ¢ < 1, temos p(r,t) = 0
para 1 — (1 — ¢)B(t)r?> < 0, dando o comportamento
de cauda curta para p(r,t), implicando um corte em
ro(t) = [(1—q)B(t)]~'/2. Por outro lado, quando ¢ > 1,
o comportamento assintético tipo lei de poténcia para a
solucao (2), r=2/(¢=1) mostra que p(r,t) é uma funcao
de cauda longa, pois decai mais lentamente que uma
gaussiana usual. Também motivada pela Fig. (1), pode
ser conveniente a observagao desse comportamento sob
o enfoque da largura da gaussiana generalizada em com-
paracao com a gaussiana usual. Ressalte-se que esta
largura pode ser obtida a partir de \/(r2), porém di-
vergindo para ¢ > 14 2/(2 + d), caso, por exemplo, da
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lorentziana (¢ = 2). Uma medida do alargamento que
nao diverge, neste sentido mais apropriada que 4/(r2),
é a razao da largura a meia altura pela prépria altura.
Assim, no presente contexto, dizer cauda longa (curta)
ou largura grande (pequena) sao formas equivalentes de
se referir & mesma situacao.

O comportamento da cauda curta ou longa
para p(r,t) reflete-se diretamente no deslocamento
quadrético médio, conduzindo a (r?) oc t?/[2+d(1=a)]
quando finito. Novamente, comparada com a difusao
usual (caso ¢ = 1), temos uma superdifusdo para ¢ > 1
e subdifusao para g < 1.

Outro importante exemplo de difusdo andémala esta
relacionado & difusao turbulenta na atmosfera. Uma
contribuicao pioneira para entender este fendmeno é o
ja mencionado trabalho de Richardson. Compilando
um grande conjunto de dados experimentais, ele no-
tou que a difusividade relativa de duas particulas cresce
com a distancia interparticulas. Denotando a distancia
interparticula por r, Richardson sugeriu que a difusao
relativa poderia ser descrita pela equacao de difusao
generalizada

9 _ V- (KVp) (3)

ot P)>
p representando a probabilidade de que um par de
particulas que foram soltas inicialmente juntas, na
origem de um sistema de coordenadas, tenham uma
separacao interparticulas r = |r| no instante ¢. Aqui,
K = er*/? é a lei proposta por Richardson, a qual
foi modificada por Hentshel e Procaccia, sob o argu-
mento de que a difusividade é afetada pela natureza
fractal da turbuléncia [21] 22]. A solucao de (3) é dada
por p(t,r) o t=3/2exp[—9r?/3 /4et] e o deslocamento
quadratico médio é proporcional a t3, ou seja, um tipico
processo superdifusivo.

Seja, em um caso mais geral, a Eq. (3) em um
espaco d-dimensional com K o r~? onde 6 é um
pardmetro real. Entdo, V - (K'V) é proporcional a
r(d=1) %7"”1*9% +A/r?=% (A é um operador que de-
pende das varidveis angulares) [25]. Conseqiientemente,

< 0 0
A T*(d*l)i,r,dflfei 4
or or )
é a parte radial a ser considerada no estudo de solugoes
com simetria esférica da Eq. (3). Dada a forma do
operador A, ndo existem restrigdes quanto aos possiveis
valores que d pode assumir. Dessa forma, d pode ser
interpretada como uma dimensao fractal embebida em
um espaco N-dimensional. Neste contexto, obtemos a
equagao de O’Shaughnessy-Procaccia,
op ~

— = DAp, 5
T p (5)
a qual tem sido usada para estudar difusao em fractais
[23] 24]. Sua solugao é dada por

p(T, t) — %B_ﬁ(ﬂ r9+2. (6)
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Este ansatz substituido em (5) implica Z(t) oc t%/(0+2)
e B(t) til, apresentando um comportamento de
cauda curta (longa) para § > 0 (f < 0), quando com-
parado com o caso gaussiano (6 = 0). Por outro lado, o
comportamento para o deslocamento quadratico médio
6 (r?) o t¥/(0+2) Logo, para 6 > 0 (f < 0) temos um
regime subdifusivo (superdifusivo).

Ampliando a discussao, vejamos uma equacao que
apresenta simultaneamente a dependéncia espacial no
coeficiente de difus@o e a nao-linearidade no termo
difusivo. Essa perspectiva unificadora da origem a
novos comportamentos, os quais serao descritos por
uma solugao exata que interpola uma lei de poténcia
com uma exponencial alongada [25]. Seja a equagéo

o _

5 = v BV, (7)

como uma unificacdo das Egs. (1) e (3). De fato, a
Eq. (7) reduz-se a uma difusdo anémala correlacionada
(1) se K = D, e & equagao de Richardson (3) sev =1¢
K o ri/3. E possivel avancar mais nesta generalizagao
centrando a atencao na equagao radial

ap A AV

5 = DAr”, (8)
onde foi empregado K = Dr=%. O uso dessa equacao,
ao invés da Eq. (7)), permite-nos analisar casos com d
nao inteiro e, a exemplo da equagao de O’Shaughnessy-
Procaccia, relacionar d com uma dimensao fractal e re-
cuperando esta ultima quando v = 1. Agora o ansatz
para resolver a Eq. (8) é da forma

1 1

plr;t) = 0] 1-0-gp®)r]=", (9

se 1—(1—q)B(t)r* >0 ou p(r,t) = 0 se a desigualdade
for invertida e com A = 24 6 [25]. As funcoes 3(t) e
Z(t) sao dadas por

B(t) = Bo[l + At] =/ AFd=a)] (10)

Z(t) = Zy[1 4+ At]¥/PFd=a)] (11)

com

A=DAZ— @ +d(1-q)hZi™,  (12)

Bo = B0) e Zy = Z(0).
quadrético médio temos

Para o deslocamento

<’I"2> ~ t2/[2+9+d(l/71)] (13)

para t suficientemente longo. E facil verificar que
f = d(1 — v) descreve uma difusdao normal ({(r?) o t),
mesmo quando 0 # 0 e v # 1. De fato, existe uma com-
peticdo entre 6 e v, de tal forma que o regime de difusao
anomala induzido por 6 # 0 é compensado por um con-
veniente com v # 1. Além disso, essa competicao leva
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a um processo subdifusivo quando § > d(1 —v) e a um
superdifusivo quando § < d(1 — v).

Pode-se também introduzir termos de fonte e de ar-
raste na Eq. (8), bem como obter sua solucdo esta-
cionaria quando um termo de arraste independente do
tempo estd presente [26].

3. Equagoes com coeficientes depen-
dentes do tempo

A dependéncia temporal nos coeficientes da equagao de
difusao também pode induzir comportamento anoémalo,
seja a equagao linear ou nao. Iniciemos com o movi-
mento browniano de uma particula, a qual estd su-
jeita a um potencial harmoénico dependente do tempo
Uz, t) ~ k(t)z? [27]. A equagao de Fokker-Planck uni-
dimensional associada ao processo é a equagao linear

op %p 0

— =D— + —k(t 14

A ) (14
sendo que o caso k(t) = cte corresponde ao processo
de Ornstein-Uhlenbeck. Seguindo um procedimento
diferente do apresentado em [27] vamos propor como
solucdo de (14)) a gaussiana

L 5oz ()]
pla,t) = Z(t)e B[ ®F (15)

e obtemos entdo para ((t), Z(t) e zo(t) as equagdes

zo(t) = Tgem & KA (16)
B(t) = Boll —2f()] " (17)
Z(t) = Zo[l—2f(1)]"?. (18)

A funcao f(t) é expressa como
R t ’ ’
f(t) _ 672 o k(t)dt

t Rt/ " "
{ / [k(t') — 2DBy)e? o D gir|
0

Mesmo restringindo a analise ao caso particular
em que o termo de arraste apresenta comportamento
temporal do tipo k(t) ~ kt~°, para grandes valores
de t, varios resultados sdo apresentados. Verificamos
primeiramente a forma geral da variancia

r—x 2 X X
o2 = f( fp(ol).’tp)(d;t)d OC,B_l. (19)

Para valores de b tais que b > 1, verifica-se que 02  t,
ou seja, o processo é difusivo com a variancia crescendo
linearmente com o tempo para qualquer valor de k. Re-
sultado esperado, uma vez que, para tempos suficiente-
mente longos, o termo de arraste contendo k(t) tende a
zero e um processo de Wiener emerge. Por outro lado,
vejamos por exemplo a regiao com b = 1. Nesse caso,
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o2 = %t para k > —1/2, isto é, un comportamento

linearmente difusivo. Porém, para k = —1/2, verifica-
se que 02 o tInt e, finalmente, para k < —1/2, obte-
mos o2 ~ ¥l j4 caracterizando processos anémalos.
Quando b assume valores no intervalo 0 < b < 1, segue
que, quando k£ > 0 a variancia cresce como o2 ~ t°,
num caracteristico processo subdifusivo e se k < 0, a
variancia cresce como uma exponencial alongada. Para
b < 0, o termo de arraste apresenta uma contribuicao
que cresce com o tempo e eventualmente pode diver-
gir. Para k < 0, o crescimento da varidncia é mais que
exponencialmente difusivo. No caso de k > 0, temos
02 ~1 /t'b‘7 decrescendo como uma lei de poténcia.

Analisando os resultados acima, podemos concluir
que, na presenca de coeficientes dependentes do tempo,
um processo gaussiano nao implica necessariamente
uma difusao usual, ou, em outras palavras, uma va-
riedade de regimes difusivos andémalos podem surgir
mesmo para um processo difusivo descrito por uma dis-
tribuicao gaussiana.

Vamos rever agora uma grande classe de difusao
anomala oriunda da equagao de Fokker-Planck nao-li-
near N-dimensional

& ole,1) = DO [o(r. 1))

=V [F(r, )p(r, )] — a(t)p(r, 1), (20)

na qual é incorporada a dependéncia temporal na forga
externa F(r,t) = ky(t) + k2(t)r, no coeficiente de di-
fusdo D(t) e no termo de fonte a(t) [28].

O termo de fonte em (20) pode ser removido através
de uma mudanga na solugao do tipo

p(r,4) = exp {— /O ta(t’)dt’} A, (21)

Assim, p(r,t) obedece & equagdo

& oe,1) = DOV (. 1))

V- B, )5(r, )], (22)

com D(t) = D(t)exp [(1 - ) fot a(t’)dt’]. A de-
pendéncia temporal adicional no coeficiente de difusao
desaparece no caso linear (v = 1).

A solugao exata da Eq. (22)), com a forga externa
dada acima, é obtida empregando o ansatz

,11/(1-9)

Pty = — [1— (1 - )B(t) (x — ro(t))

Z(t)

Segue que esta ultima equagao é uma solugao da
Eq. (22) quando v = 2 — ¢ e as fungoes ((t), Z(¢),
ro(t) = Zf\il Zo(t)e; sao dadas por

t
zoi(t) = e~ MO [in(0)+ / ku(t’)eM(t/)dt’], (23)
0
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com M (t fo ko (t')dt’. Ainda, com B(0) = [y e
Z(0) = ZO temos
/c
2= 2 [1- S5 (24)
¢ c —2/c
Bl = o [1 = /()] (25)

ondec=2+N(l—¢q)e
f(t) — efcM(t) ~

t
x / [ng(t’) _2N(2 - q)ﬁOZg_lD(t’)}
0
eC]W(t/)dtl.

Também aqui € interessante investigar o compor-
tamento assintético temporal da variancia o2 oc 1.
Pode-se considerar uma dependéncia temporal da forca
harménica externa dada por kq(t) = k t=°, o coefi-
ciente de difusdo D(t) = Dot? e a(t) = agt® [28]. Con-
forme a combinagao dos valores das constantes e dos
respectivos indices, uma ampla classe de processos di-
fusivos pode ser descrita. Em outras palavras, os resul-
tados indicam que a anomalia em processos difusivos
pode aparecer como conseqiiéncia de diferentes causas.
Em particular, a combinagao de nao-linearidade e de-
pendéncia temporal nos coeficientes pode levar a di-
fusdo normal (crescimento linear no tempo do deslo-
camento quadratico médio). Assim, mesmo processos
descritos por distribuicoes nao-gaussianas podem levar
a esse tipo de difusao. Esse fato implica que a difusao
normal, em geral, nao pode ser associada com o perfil
gaussiano da distribuicdo p(r,t), isto é, o crescimento
linear da varidncia nao necessariamente significa que es-
tamos na presenca de difusdo ordindria (no sentido da
equagao usual).

4. Equacao nao-linear com dependéncia
espacial e temporal nos coeficientes

Seguindo a linha de discussdo apresentada nas segoes
anteriores vamos propor agora a equacao

gt (x,t) =
a% {D(m, t)% — Fla, Op(a, ) } (26)

Aqui é assumida a dependéncia espacial e temporal
tanto no coeficiente de difusado como na forca, escritos
como
D(z,t) =Dt)x~ e  Flx,t)=—k(t)z. (27)
Em vez de introduzir um ansatz especifico, como nas
secoes anteriores, vamos considerar um procedimento
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mais geral, inclusive pelo qual os resultados anteri-
ores podem ser obtidos. Nesse sentido, para resolver
a Eq. (20) serd usada uma fungao escalada do tipo

1 | =z
p(z,t) = @7@)/’ [(I)(t)} . (28)

Procedimento similar tem sido empregado, por exem-
plo, em [29, 30]. Via de regra, o preco que se paga
com a introdugao desse ansatz é ter que resolver uma
equacao diferencial a mais, que pode ser nao-linear. A
substitui¢do de (28) em (26), levando em conta (27) e
considerando z = x/®(t), conduz a

0+v+1
o (5o +HO) ol =

o 5

A seguir, eliminamos a dependéncia temporal explicita
nessa ultima equacao escolhendo

N Po+v+1 1 dd
),

onde k é uma constante e segue entao que

~[d d d
—k|— 015 8.
Lae| = tven). e
Através de uma integracado obtemos

- o

—kap(z) =2 P (2] + €,

e assumindo C' = 0, com p(0) = p,, resulta

pz) = o [1 — az"+2] 7Y (31)
sendo ~
(v—1k
=— 32
(9 =+ 2) ~v—1" ( )
Por outro lado, de (29), escrevemos
do
— TR = kD(t)®~0+Y), (33)

Propondo uma solucao do tipo

O(t) = ®o[1 + f(1)]",

a qual, substituida em (33)), conduz a

df ~

n PO k) = k() — k()
onde n = ﬁ. A solucdo desta tultima equagao é
dada por

ft) = (0 +v+1)e

/ ED() — k(e O ar (34)
0
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com

pt)=0+v+1) /Ot k(t")dt'.

Interessante notar que ®(0) = ¥y # 0 significa que
p(x,0) tem uma largura inicial nao nula.
Assintoticamente a varidncia se comporta como

o2 o B o [1 + f(t)]7FT. (35)

Para analisar esse comportamento é preciso co-
nhecer a forma das funcgoes D(t) e k(t). Podemos
considerar alguns casos particulares, como por exem-
plo k(t) = 0 e D(t) = cte. Nesse caso, f(t) < t e
02 o t7FvF1 | recuperando os resultados da secdo 2 (em
uma dimensao). Acrescentando v = 1 obtemos os resul-
tado de Procaccia para a difusdo em fractais, o2 o< t=e
e, evidentemente, se § = 0 o comportamento tipico da
difusao usual se manifesta.

Outra possibilidade é considerar k(t) = 0 e
d d+1 2 2(d+1)
D(t) = Dyt Nesse caso f(t) x t" e 0% o to+oF1,

Entao 2(d+ 1) > 0 + v + 1 descreve uma superdifusao,
2(d+1) < 04+v+1 subdifusao e 2(d+1) = +v+1 carac-
terizard uma difusao normal. E possivel também simu-
lar comportamentos explorando modelos para a forga
de arraste. Por exemplo, D(t) = cte e k(t) = ct™°. Se
tl*b

T b
b<lec>0temos 02 xx t797T e 02 x 2T ge

¢ < 0. Por outro lado, se b > 1 implica o2 o tﬁ, o)
termo de arraste vai a zero e a difusao usual é recupe-
radase 8 = 0e v = 1. A inclusdo de um termo de fonte
em (26) pode ser tratada da mesma forma que na segao
anterior, alterando apenas a forma de D(t).

5. Difusao andémala e equacgoes fracio-
narias

De forma geral, a difusao usual é descrita por um
modelo local, ou seja, em pequenas escalas de tempo
a evolugao da funcao densidade em uma dada posigao é
afetada apenas por pontos préximos no espago. Em al-
guns casos, porém, essa suposicao nao se aplica, levando
a inconsisténcias na definicao do coeficiente de difusao
[31]. Dito de outra maneira, mesmo em pequenas es-
calas de tempo a evolucao da funcdo densidade em
uma dada posigao pode ser afetada por pontos dis-
tantes no espago, caso, por exemplo, do transporte tur-
bulento na camada limite convectiva [32]. Uma ferra-
menta que pode ser usada para descrever esta tltima
classe de fenomenos é baseada no célculo fracionario, no
qual operadores diferenciais nao locais podem ser em-
pregados para levar em conta as correlagoes espaciais.
Este procedimento, que leva a equagoes de difusao fra-
ciondrias, tem sido amplamente investigado para des-
crever difusdo anomala [33]. As equagbes de difusao
fraciondrias sao frequentemente consideradas como um
procedimento alternativo para modelos de caminhada
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aleatéria com tempo continuo, equagoes de Langevin
generalizadas ou equagOes mestra generalizadas. As-
sim, equacgoes de difusao fracionarias, ou equagoes de
Fokker-Planck fraciondrias, tém sido consideradas por
diversos autores com diferentes propdsitos, seja com
derivadas fracionérias temporais [34}[35], com derivadas
fracionérias espaciais [36, [37, [38] ou mesmo incluindo
derivadas fraciondrias temporais e espaciais [39, 140, 41].

Um exemplo tipico de equagao de difusao fracionaria
espacial é dado por

4 (x,t) =K o (z,t) (36)
—_— x = _— €T
at p J 123 a‘x|u p ? Y

que tem como solugao as distribuigoes de Lévy

1 oo
Lu(lal,t) = %/ dk expl—ike — K, k"],  (37)

— 00
sendo K, uma constante. Estas distribuicoes nao pos-
suem segundo momento finito e caracterizam a difusao
anémala do tipo Lévy.

Além de derivadas fraciondrias podemos generalizar
ainda mais a equagao de difusao acrescentando nao-li-
nearidade e dependéncia espacial no coeficiente de di-
fusdo, ou mesmo um termo de arraste, ou seja

0
ap(xat) -

% {D(x) 88; ol b)) - F(J;)p(x,t)} (38)

onde v,;u € R, D(x) o |z|7% e F(z) = —dV (z)/dx é
uma forga externa associada ao potencial V(z). Por
exemplo, para p = 1 e v = 1, a Eq. (38) recupera
a equacao de Fokker-Planck usual com um termo de
arraste. O caso pu < 1 com F(x) = 0 e D = cte foi
tratado em [38]. Também o caso com F(z) = 0, porém
com D(z) oc 27 e varios valores de ;1 é apresentado em
[42]. Quanto & derivada fracionéria, estamos usando a
defini¢do de Riemann-Liouville

da
oDz f(x) = e (z) =
Lodn )
Tn—a) don )y P prean

onde (n —1 <o <n) [43].
Para um arraste linear do tipo F' = —kjx a solugao
de (38) é obtida em [44] e escrita como

] T )

A o (u+60)(1+p+6)

o(t)

p(x,t) =

(1+ bz)(l—#)(1+u+9)

lembrando que z = z/®(t) e ainda

A= {k%} i (40)
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Nesta tltima expressdo k é uma constante arbitréria.
Por outro lado, ®(t) apresenta a forma

7 1/6
D (t) = {k265k1t - [1- e‘”ﬁt}} . (41)

1

na qual ko é outra constante arbitraria e § = v4pu+60—1.

Empregando-se uma forca externa mais geral, do
tipo F' = —kiz + k,x|z|7~1, as solugdes podem ser en-
contradas para particulares valores de p [44]. Portanto,
a Eq. (38) pode ser usada para descrever uma ampla
classe de processos de difusao anémala, visto que ela
contém, como um caso particular, a equagao para meios
porosos, superdifusao de Lévy, bem como uma mistura
de ambas. Também vale notar que a introdugao de um
termo de fonte (ndo-dependente do tempo) em (38)) nao
altera a parte da solucao dependente de z, sendo modi-
ficada somente a parte que depende explicitamente de
t.

6. Conclusao

A generalizacao da equagao de difusao usual, seja
através da introducao de nao-linearidades ou de-
pendéncia espacial e temporal nos coeficintes de di-
fusao, seja através de derivadas fraciondrias, ou mesmo
uma combinacao destas estratégias, representa um
avanco na descricao formal dos processos difusivos
bem como nas suas possiveis solugoes. Nesta diregao,
as equacao apresentadas aqui ampliam o espectro de
possibilidades na caracterizagao de processos difusivos
anomalos e interpolam outras equagoes de consagrada
posicao na literatura. Espera-se, portanto, que estas
equagoes, ou pelo menos casos especiais delas, reflitam
situagoes fisicas nas quais haja competicao entre dife-
rentes mecanismos que geram difusao andémala.
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