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Neste trabalho nés mostramos como determinar o potencial efetivo para uma teoria com quebra espontanea

de simetria.
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In this work we show how to derive the effective potential for a theory with spontaneous symmetry breaking.
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1. Introducao

O potencial efetivo é uma importante ferramenta para o
estudo da quebra espontanea de simetria [1-8], determi-
nacao da energia do vicuo (energia de Casimir [9-13]),
na renormalizacao da massa e da constante de acopla-
mento [14-18], etc.

O potencial efetivo é definido como o valor esperado
do operador hamiltoniano calculado no estado, que en-
tre o conjunto de estados {¢}, minimiza o valor espe-
rado do operador hamiltoniano H. Assim,

Ver(¢e) = MIN(4y (6| H|6).

tal que ¢. seja o valor esperado do operador de campo
¢ calculado neste estado que minimiza a energia,

b = (¢|o|9)-

E claro que o potencial efetivo assim definido tem a in-
terpretacao de densidade de energia e, portanto, é uma
funcdo real [19-21].

Em uma teoria quantica de campos o potencial efe-
tivo é uma generalizagdo quéantica do potencial classico,
sendo que o vacuo quantico pode ser obtido do minimo
daquele potencial. O potencial efetivo pode ser expresso
como uma expansdo em loop (que coincide com uma ex-
pansio em poténcias de 1), de modo que ele é dado por
uma soma do termo classico com correcdes que repre-
sentam o efeito da interacao do campo com o vicuo
quantico.

Devido a sua interpretagao como energia, o poten-
cial efetivo deve necessariamente ser uma funcao real

1E-mail: nogueira@cce.ufes.br.

Copyright by the Sociedade Brasileira de Fisica. Printed in Brazil.

e convexa. Entretanto, quando a teoria apresenta que-
bra espontanea de simetria a “tree level”, a expansao
em “loop” para a determinacio do potencial efetivo
até a primeira ordem em h, conduz a uma funcao que
nao é real para todo ¢. Isto indica que este resul-
tado nfo deve ser o verdadeiro potencial efetivo. Isto
ocorre porque esta fungdo é obtida de uma continuagao
analitica termo a termo da expansio em O(k) para
o potencial efetivo, e nfo existe garantia alguma que
esta deva ser igual 4 expansao da continuacao analitica
do potencial efetivo. Uma vez que somente a parte
real de um potencial pode ser interpretada como ener-
gia, ingenuamente poderia-se pensar em contornar este
problema tomando somente a parte real da continu-
acao analitica da fungdo obtida da expansao em “loop”.
Porém, o problema ainda nao esté resolvido, pois o re-
sultado assim obtido conduz a uma funcdo que nio é
convexa e que, portanto, nio pode ser o verdadeiro po-
tencial efetivo. A falha agora estd no emprego incorreto
da transformada de Legendre para a obtencdo do po-
tencial efetivo.

A fim de determinar-se o (verdadeiro ou correto)
potencial efetivo, um emprego cuidadoso do procedi-
mento usado para sua obtencdo deve ser realizado. O
objetivo desse trabalho é mostrar como o (verdadeiro)
potencial efetivo é obtido para uma, teoria com quebra
espontanea de simetria.

O artigo estd organizado da seguinte forma: Na
segdo 2 & mostrado que o potencial efetivo em O(h),
obtido de uma expansao em “loop”, para uma teoria
com quebra espontanea de simetria, nao pode ser o ver-
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dadeiro potencial efetivo. Na secdo 3 é mostrado como
obter o verdadeiro potencial efetivo para uma teoria
com quebra espontinea de simetria. No apéndice B é
dada uma defini¢ao precisa da transformada de Legen-
dre. Os célculos efetuados sdo realizados no espago-
tempo euclidiano e nao sao usados sub-indices na no-
tacao para indicar este fato.

2. O potencial efetivo

Seja a teoria determinada pela densidade lagrangiana

1 1. 5.5 28% ,
com a constante de acoplamento A = 282 > 0, de modo
a garantir a estabilidade da teoria. Considere somente
valores de M? > 0, para os quais a simetria de reflexdo
de ¢ na origem é espontaneamente quebrada. O poten-

clal classico ¢ identificado com

1 2532
V)= M0+ Dt )
e 0 minimo ¢ degenerado em
M
¢r = i\/éﬁ (3)

O potencial efetivo pode ser determinado a partir
da equagdo? 15, 21]

‘/;f(qsc) = ‘/cl(qsc) - h (dcm

26 (520 + O ). @

com a funcio zeta (,(s) dada por

0 T e 2
<m<s)zw/ SRE 402, (5)
onde v? = V//(¢.) = B?¢% — M?. Para v? > 0 a integral
pode ser realizada usando (veja Apéndice A)

azT (s -

m_
5 =8

T A = 2) (a2
[T ) )
obtendo-se

0 mD(s—2) , g\2-5
Gnls) = oyt R 07 7
Usando a propriedade I'(z) = (z — 1)I'(z — 1), tem-se
0 (A
) = B G DG (8)
Assim, .
Gn(0) = 222 9)

Possa et al.

Lo )= s [E-m(). (10

ds ) 32x2
Substituindo (9) e (10) em (4), o potencial efetivo é, entéo,
dado por

Vasto = Vatoo + s [ (%) - 3] aw

expressio valida para v > 0, isto &, ¢2 > J\g—;

Ingenuamente, poderia se pensar em usar o resultado
(11) para determinar o estado de vacuo da teoria. Porém,
tal procedimento nio é correto, pois a Eq. (11) somente
é valida para ¢2 > ]\54_22» deixando de fora uma importante
regido, onde se encontra ¢ = 0. Uma forma imediata de se
contornar o problema seria estender (11) para v imaginario.
Entretanto, como se sabe o potencial efetivo é interpretado
como densidade de energia e, sendo assim, é uma funcao
real. Assim, quando se faz a extensio analitica de (11) para
a regido em que v < 0, obtém-se uma funcgio nio real. Isto
indica que esse resultado ndo deve ser o potencial efetivo
verdadeiro. Para entender o que estd acontecendo, deve-se
notar que este ultimo resultado é obtido através de uma
continuacgao analitica termo a termo da expansao em “loop”
para o potencial efetivo, e nada garante que esta deva ser
igual & expansdo da continuacdo analitica do potencial efe-
tivo. O que se quer enfatizar é que nfo existe problema
algum com o potencial efetivo, mas sim na maneira com
que o céalculo foi feito, usando uma expansao assintotica em
O(k). O método usado para obter a expansio assintdtica
somente faz sentido se o potencial classico for convexo, e
portanto a parte imaginaria é o prego que se paga por usé-
la inapropriadamente. Para salvar o calculo, nota-se que
somente a parte real de um potencial pode ser interpretado
como energia °. Assim, uma maneira direta de contornar o
problema é tomar a parte real da continuacao analitica, isto
€,

Ver(ge) = Real { V(o) + iV Plo0) ). (12)

No entanto, novamente o problema nao esta resolvido,
pois, como se sabe, o potencial efetivo é convexo, o que nao
ocorre com o potencial da Eq. (12). A falha agora é decor-
rente do uso inadequado da transformada de Legendre na
obtengao do potencial efetivo. Usando uma defini¢do pre-
cisa desta transformada (veja Apéndice B) obtém-se, como
¢é esperado, um resultado convexo [7].

3. O potencial efetivo verdadeiro

Considere o caso simples onde o funcional gerador das
funcées de Green conexas®

WJ] = —/ch(qso)d‘*er/J(pod“a:, (13)

é substituido por uma aproximagio de ordem zero, com
fontes e campos uniformes. Entfo, este funcional gerador
fica dado, para O(k), pelo produto do volume espago-
temporal Vo7 com uma fun¢io ordinaria w(J), dada por

w(J) = Jgo — v{¢o)- (14)

2Nés usamos i = ¢ = 1, contudo, mantemos k& para marcar as corre¢des quanticas.
3 A parte imaginaria do potencial efetivo pode ser interpretada como a razio de decaimento por unidade de volume de um estado

bem definido [22].
4Note que ¢, = $o em O(h°).
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A fim de obter uma compreensdo mais simples do
procedimento, trata-se primeiramente do caso sem quebra
espontanea de simetria, ou seja, quando M? = —m?, com

m real. Assim,
1 1
v(go) = 5m*di + 556, (15)

O campo ¢ € uma funcio da fonte J determinado pela
equagao classica
dv(¢o)
deo

A solugdo ¢o(J) pode ser determinada graficamente
encontrando-se o valor de ¢o para o qual a curva que repre-
senta a fungio d%(qﬁo) intercepta d‘% = J. Neste caso cada

=m’¢o + §¢(3) =J (16)

valor de J' determina um valor tnico para ¢, como pode
ser visto na Fig. 1.
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Figura 1 - Determinagio grafica de ¢o(J).

Como a agdo é estaciondria sob variagdes de ¢g com J

fixo,
dw

0) = dol). a7
A derivada segunda ¢ dada por
d2w _ d¢0
ﬁu)_ﬁ(‘])' (18)

De acordo com a Fig. 1, ¢g(J) & uma fun¢do crescente, e
portanto
d*w
dJ?
ou seja, a fun¢io w(J) é convexa, conforme esperado [21].
O grafico desta funcio é esbogado na Fig. 2.

y

(J) >0, (19)

Figura 2 - A fungdo w(J) para o caso sem quebra espontanea de
simetria.

O potencial efetivo, neste caso, é dado pela transfor-
mada de Legendre

Ver(¢o) = Jo —w(J). (20)

Para determinar V.¢(¢o) & mnecessario encontrar Ves(dg)
para cada ¢y dado. Mas, dado ¢) que J' estd associado
a ele. Como pode ser visto do Apéndice B, V.f(¢g) é dado
pela maxima distancia entre a reta ¢pJ e a curva w(J) que
é determinada por

dw ,

G| - (21)

Uma vez que, como pode ser observado na Fig. 1, para

cada valor de J' existe um tinico possivel valor de ¢g. Isto
implica que a derivada de w(J) com relagdo a J é continua.
Desta forma V.¢(¢o) € facilmente obtida, veja Fig. 3.
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Figura 3 - Potencial Efetivo para o caso sem quebra espontinea
de simetria

Para o caso M? = m?%, m real (com quebra espontinea

de simetria), o potencial classico é dado por

2 2
v(tho) = —75- % + 5 60 (22)

O grafico desta fun¢io encontra-se na Fig. 4. Os pontos
de minimo degenerados sdo dados por

b = iﬁ%. (23)

1“

Figura 4 - Potencial com quebra espontanea de simetria.
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Como no caso anterior, o campo ¢o(J) ¢ determinado

através da equacgao d”%(d)o) = J, sendo que agora
D (g0) = — Mo+ g (24)
Ao 0) = o+ 3 %o
O grafico de d”%(q&o) é ilustrado na Fig. 5. Os pontos esta-
. L. dv .~
cionérios de dag Sao dados por
)
d@u
' I i
./
b,
"

=
~
<
P
i

Figura 5 - Determinagéo grafica de ¢o(J) para o caso com quebra
espontinea de simetria.

£, £ (25)
e definem s
Jizv’(q:@):ig%. (26)

Para J > Ji ou J < J_, a solugdo ¢q(J) € unica. Entre-
tanto, quando J_ < J < Ji existem trés valores possiveis
para ¢a(J). Esta ambigiiidade é removida lembrando que
(para cada J' ) o valor de ¢; é definido como sendo aquele
que implica na menor energia para o sistema.

A densidade de energia do estado de vacuo perturbado
adiabaticamente por uma fonte J é dada por

e(J) = —w(J) =v(¢o(J)) — Jgo(J). (27)
Substituindo na Eq. (27) J por d”%, obtém-se uma funcao,

denotada por &', que determina o valor da densidade de
energia para todos os valores possiveis de ¢o (assumidos ou
nao pelo sistema fisico). Tem-se, portanto,

2

2
e'(¢o) = %053 - % o- (28)

Veja o grafico da Fig. 6.

Para cada valor de J, o campo ¢¢ assume o valor que
minimiza a funcdo &. Em principio, quando 0 < J < Jy,
o campo ¢¢ poderia assumir trés valores, sendo um deles
maior do que ¢+, e 0s outros dois na regiao ¢— < dg < P+
(veja a Fig. 4). Pela Fig. 5 é facil verificar que, dentre esses
valores para o campo, o que leva a um menor valor de &' &
aquele em que ¢g > ¢+. Portanto, para J > 0, o campo ¢g
assume somente 0s valores ¢g > ¢+. Por um raciocinio idén-
tico, tem-se que, para J < 0, o campo ¢p assume somente
os valores ¢g < ¢_.

5Note que V, £ (¢}) significa V, ¢ (¢o) calculado no ponto ¢o = ¢h.

Possa et al.

a

Figura 6 - A funcéo €’.

Pode-se obter agora, a partir da Eq. (28) e dos valo-
res assumidos por ¢o, a funcido w. Ela é representada pelo
grafico da Fig. 7.

Figura 7 - A funcdo w(J) para o caso com quebra espontanea de
simetria. Note que esta fungéo tem um “bico”.

A funcdo w é continua em .J = 0, onde

3 M*
w(0) = —v(¢=) = 15 (29)
Entretanto, existe uma descontinuidade na derivada
primeira de w em J = 0, ou seja,

i, [590)] = . (30)

J—0¥E

Essa fungdo tem um “bico” em J = 0. Essa é uma carac-
teristica de sistemas que apresentam quebra espontinea de
simetria. Um fato a ser destacado em toda esta discussio é
que a funcio

d?w d

22 = aé

dJ? dJ
como se pode ver pela Fig. 7. Portanto, mesmo nesse caso,
a fungio w é convexa.

(J) > 0, (31)

O potencial efetivo é agora obtido pela aplicagio da
transformada de Legendre, Eq. (47), a fun¢do w, obtendo-

S€5

Ver(o) = MAX; {Jdo —w(J)}. (32)
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Figura 8 - Construgdo da transformada de Legendre para o caso
com quebra espontanea de simetria, onde a func¢do w(J) tem um
“bico”. Linhas continuas: retas para ¢}, = ¢+ e ¢ = ¢¢. Linhas
tracejadas: reta-1 para ¢y > ¢¢; reta-2 para ¢ < ¢y < @1 e
reta-3 para ¢ < ¢4 .

Reportando-se ao grafico da Fig. 7 e adicionando a ele
a reta com coeficiente angular igual a ¢f, obtém-se a Fig. 8.
A transformada de Legendre se d4 com a maxima separacio
vertical entre a reta e a curva para w(.J). Se a reta estiver
abaixo da curva, a separacdo é negativa. O méaximo nesse
caso corresponde & minima disténcia geométrica (medida
verticalmente na figura). Esta situagio acontece quando
—¢r < ¢y < ¢, onde ¢; & definido por v(¢,) = 0, ou seja,
¢r = \/E% Portanto, para ¢q nesta regiao, o potencial efe-
tivo é negativo. A derivada ‘2—1}’ tem uma descontinuidade
na origem (veja Eq. (30)), e ambas as derivadas a direita
(¢+) e a esquerda (¢—) sdo ndo nulas. Dai decorre um fato
importante. Quando ¢4 = ¢+, a inclinacio da reta é igual
4 derivada a direita na origem, e a distdncia minima entre
as curvas € w(0) = %A—;; Quando a inclinagao diminui, a
distancia minima continua a ser w(0), isto ocorrendo até
que a inclinacio se torne ¢y = ¢— = —¢+. Portanto, nesta

regido, a transformada de Legendre é constante e tem-se

V(o) = v(dy) = v(¢-); ¢ < do < ¢y (33)

Fora desta regiao (¢y > ¢+ ou ¢y < ¢—), o potencial efetivo
assume os Iiesmos valores que o potencial em ordem zero,
ou seja,

Ves(60) = v(do).- (34)
O grafico do potencial efetivo é mostrado na Fig. 9. A linha
pontilhada nesta figura representa a parte real da continu-
agao analitica de v na regiao ¢— < pe < P

Vi 4

Figura 9 - Potencial efetivo para quando o potencial classico tem
a forma de duplo pogo.

O verdadeiro potencial efetivo calculado até ordem zero
corresponde ao potencial classico com a parte ndo convexa
substituida por uma linha reta horizontal. Ele satisfaz,
portanto, o critério de convexidade. Embora a construcao
acima tenha sido realizada para o potencial em ordem zero,
o raciocinio nfo é alterado quando se inclui termos de O().
Portanto, o potencial efetivo pode ser construido a partir
da parte real da expansido em loop, substituindo a parte
nio convexa desta por uma linha reta. Esta construgio,
chamada construcao de Maxwell, é denotada pelo sub-indice
M, de modo que o potencial efetivo é expresso como

Vs (#) = [Real {Va(po) + WO (00 }] . (35)

4. Conclusao

No caso de teorias cujo potencial classico tenha uma parte
nao convexa, isto é, potenciais que a “tree level” apresen-
tam mais de um minimo, o calculo do potencial efetivo a
um “loop” deve ser realizado considerando a construcgéo de
Maxwell. A construcio de Maxwell é obtida substituindo-
se a parte ndo convexa por uma linha reta unindo os dois
minimos.

5. Apéndice A
Neste apéndice é demonstrada a relacio
o0 _ m (s —2) m
K2L AV ™K — 5 0 2/ (A2 F s
| e oA
A funcdo I'(s) é definida por
I(s) :/ * e Tde, Re(s) > 0. (36)
0
De inicio, convém obter (fazendo y = (K* + A?)x)
(K2+A2)75P(8):‘/ (K2+A2)7Sy57167ydy=
0
/OC 2 le P AN gy (37)
0

Dividindo ambos 0s membros por I'(s), (37) se torna

1 o 2, 42
K2 A2 -5 _ s—1 —w(K*+A%) .
(K*+ A% Ts) /0 z° e dz (38)

Agora, com a relacao
o N o
| swher=2 [T e 39)
—oc F(?) 0
obtém-se
/oo (K*+ A*) °d"K =

—2”: / K™ HK? + A%)*dK. (40)
T(F) Jo

Com o uso de (38) no segundo membro de (40) obtém-se
0 3 271_% oo,
K2+A2 sde:m—/ xs 16 zAda:
[ e T30 Jo

/ K™ e ™KK, (41)
0
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A integral em K pode ser reescrita usando a mudanca de
variavel z = K2, obtendo-se

m

/ KmflefzKde:xQQ‘/ zmT_ze_de, (42)
0

o]

ou seja,

/OC Kt o gp =2
0 2
Resolvida a integral em K, (41) torna-se

/ 2T e A gy (44)
0

TR AN R = T
ICac )
Usando ¢ = s— 2 ¢ K = 0 na integral em (38), a expressao
para (44) é dada por

%F(s— =)

T AT )

/ (K*4+ A d"K ==
e estéd demonstrado o resultado.

6. Apéndice B. A transformada de
Legendre

A transformada de Legendre é uma regra em que dada uma
funcdo f(x) produz uma outra g(p). Assim, dada a funcao
f(z), deseja-se determinar uma nova funcéo g(p). Para se
determinar g(p), deve-se encontrar os valores de g(p’) para
todo p’. Entdo, a pergunta é: dado p’ como determinar
9®')?

Define-se a funcido G de x e p, tal que,

G(z.p) =ap— f(z). (46)

Note que para um determinado p’ existem infinitos = que
fornecerao diferentes G(z,p'). Para associar a cada p’ um
unico G(z',p") = g(p') define-se z’, tal que,

g(p) = G@'.p')=MAX, [G(z,p)]
= maz. [zp' — f(2)]. (47)

Geometricamente g(p') é dada pela maxima distancia
entre a reta xp’ (com coeficiente angular p’ e a curva f(z)°.

Se f(z) for uma funcdo convexa e diferencivel, existe
um méaximo simples, e z' é tal que

oG(x.p)| _
e 0, (48)
entao,
4
p = dz|., . (49)

A Eq. (49) associa a cada p um z, o que define z = z(p).
Nesse caso

9(p) = pz(p) — f (z(p)); (50)
e a transformada de Legendre é uma fungdo continua e dife-
rencidvel.

Possa et al.

Figura 10 - A transformada de Legendre é a maxima separagao
entre a reta com inclinagdo p e a funcio f(z).
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