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Polinomio dos quadrados minimos condicionado
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O ajustamento polinomial a dados experimentais pelo método de quadrados minimos é muito usado, e aqui
estudamos a introducgdo de uma simples modificagdo, que, em certos casos, é mais adequada, isto é, condicio-
namos o polinémio a conter um dado ponto. Incluimos uma implementacdo do correspondente algoritmo em

MATLAB.
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Since the least-squares polynomial fit is used very often, we study here a simple modification that is more
suitable for some cases, that is, we constrain the polynomial to pass through a given point, besides satisfying
the least-squares property. We include an implementation of the corresponding algorithm in MATLAB.

Keywords: data fitting, least squares, constraint.

1. Introducao

E popular o ajustamento polinomial discreto dos qua-
drados minimos (q. m.). Para evocar o processo desse
ajustamento, consideremos os dados da Tabela[l, onde
a primeira linha forma uma seqiiéncia finita crescente.

Tabela 1 - Dados a ajustar.

X x0 T cee Tp
Y Yo Y1 c Yn

Suponhamos que queiramos ajustar a esses dados o
polinémio

p(z) = apz® +ap_12" 1+ arz+ag, (1)

de ordem & < n dos q. m. A melhor maneira de

obter a solucao é o uso da &lgebra linear como segue.

Comegamos gerando a matriz de planejamento (design
matriz [1])

k 2
x5 - x5 wo 1
o 22 o 1
k 2
x, i T, 1

de ordem (n 4+ 1) x (k + 1), determinada pelo vetor
X = [ro 21 ... x,)". A solugdo tnica (porque X é
nao-singular) da equagao normal

X'Xa = X'y (3)
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é o vetor a dos coeficientes do polinémio dos q. m. (1.

Do ponto de vista dos métodos de resolugao numé-
rica de (3)), o uso da matriz de planejamento pode levar
a imprecisoes uma vez que X se torna mal-condicionada
quando sua ordem é alta. No entanto, isso nao é rele-
vante na maioria dos casos praticos, onde dificilmente
a ordem do polinémio ajustado é maior que 3.

O desenvolvimento mais completo da teoria e
solugao numérica dos quadrados minimos foi feita por
Alke Bjorck em [2], mas pode ser encontrado em muitos
bons livros de dlgebra linear, como [3} [4, 5]. Uma in-
trodugao rapida sobre a solucao dos q. m. encontra-se
em [6].

Fagamos aqui uma pequena digressao tutil. Na esti-
mativa da solugao Xa = y mediante o método dos q.
m., é conveniente as vezes ponderar essa estimativa, isto
é, usar e equacdao normal ponderada

X'WXa = X'Wy, (4)

em vez da equagdo normal ordindria (3]), escolhendo,
para matriz de ponderagao W, uma conveniente ma-
triz simétrica definida positiva, que minimize o vetor
residual r := Xa — y no sentido dos q. m. associa-
dos ao produto interno definido por W, o que signi-
fica simplesmente minimizar r*Wr. E conhecido [7]
que a escolha dtima é a inversa da matriz V = [v;4]
das variancias-covariancias dos vetores aleatérios das
observa(;()es, Yi = [yl’L Y2i ymi]t7 1= Oa 17' -1,
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isto ¢, W = V1 (cf. também [2, §]). Ainda, caso os
desvios possam ser supostos nao-correlacionados, todas
as covariancias sao nulas e V se reduz a uma matriz
diagonal, cujos elementos diagonais sao as varidncias,
que medem a dispersao dos desvios em torno da média,
e, nesse caso, para inverter V, basta inverter esses ele-
mentos diagonais (que s@o néo-nulos). O efeito do uso
de V! para ponderacdo é terem menor peso os desvios
maiores.

Voltemos agora ao assunto central do artigo. A
curva que representa geometricamente o polinémio dos
. m. nao passa pelos pontos definidos pelos dados na
Tabela 1, a nao ser que coincida com a do polinomio de
interpolacao, o que ocorre quando £ = n. No entanto,
em certos casos, pela natureza do problema, sabemos
de antemao que deve passar por determinado ponto,
mesmo que esse ponto nao figure entre os dados.

A um polindémio dos q. m., forcado a passar por
um ponto Py escolhido previamente, chamamos de po-
linémio dos q. m. condicionado, ou polinémio dos q.
m. ancorado no ponto Py.

2. Reta dos quadrados minimos anco-
rada na origem

A lei de Hooke estabelece que, quando uma forca F' é
aplicada a uma mola homogénea, o alongamento z da
mola varia linearmente com essa forga, dentro de limi-
tes, isto é,

F = ax, (5)

onde a é dita a constante de Hooke da mola. Para deter-
minar a, executamos experimentos que fornecem uma
tabela de duas linhas com os valores de F' dados e os
valores de x resultantes. Em seguida ajustamos a reta
dos q. m. aos dados e a declividade dessa reta é uma
estimativa da constante de Hooke da mola. Essa reta
quase certamente nao passa pela origem, mesmo que a
origem se inclua nos dados. No entanto, idealmente,
deveria passar pela origem, pois o alongamento é nulo
para uma forga aplicada nula.

Para forgar a reta dos q. m. a passar pela origem,
basta achar a solugao dos q. m. do sistema linear

Toa = Fo
ria = F1

(6)
rpa = F,.

Uma relagao de proporcionalidade direta entre duas
grandezas, como em (5), ocorre com freqiiéncia. Ou-
tros exemplos sao: a intensidade i e a tensao v de uma
corrente elétrica aplicada a um resistor, a forga F e
aceleracao resultante a aplicada a um mével, etc.
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Exemplo 1

Vejamos um caso especifico. A Tabela 2| mostra os va-
lores do alongamento z (em centimetros) de uma mola
vs. forca de tracdo F' (em Newtons) aplicada, ambos
em modulo.

Tabela 2 - Alongamentos  (cm) de uma mola vs. forgas de tragdo
F (N) aplicadas.

F (N) = (cm)

1,00 1,70
2,00 2,75
3,00 4,08
4,00 5,21
5,00 6,38
6,00 7,88
8,00 11,21

10,00 12,65
Aqui a reta dos q. m. tem por equagao
F =0,78z — 0,16, (7)
e a reta dos q. m. ancorada na origem
F =0,76z. (8)

A Fig. [l mostra ambas as retas. A primeira nao
contém a origem. Vemos que as declividades, em unida-
des coerentes, nao coincidem, embora sejam proximas,
e é razoavel dizer que o valor a = 0,76 é uma estimativa
melhor que a = 0,78 para a constante da mola.

Para a reta dos q. m. ancorada na origem, a equa-
¢ao matricial (3) pode ser reescrita como

x'xa = x"y. (9)

De (9) deduzimos que a declividade a dessa reta é dada
por

_ ToYo + T1Yy1 + -+ TnYn

(10)
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Figura 1 - Retas ancorada e livre dos q. m. ajustadas a dados
experimentais.
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Em laboratérios de ensino, em vez da férmula (10),
¢ usada comumente a férmula

1
a = (yo_|_y1_|_..._|_y">7 (11)
n+1\zy 21 Tp

que expressa a média aritmética a das declividades
yi/x; das retas, cada uma das quais contendo a origem e
um ponto (x;,y;). A expressao (11]) é bastante intuitiva
e produz um resultado levemente diferente (a = 0,73,
no caso) e, por outro lado, parece ndo ter nenhuma
relag@o com (10). De fato, elas ndo sao equivalentes.
Mas é interessante observar o que segue.

Primeiro, adotando a equagao normal ponderada (4)
e a inversa V™! da matriz das varidncias-covariancias
para matriz de ponderagao, a férmula (9) passa a
escrever-se

x'V7lxa =x"V~ly. (12)

Segundo, suponhamos que, para cada i €
{0,1,2,...,n}, tenhamos feito um conjunto de m
observacoes Y1, Y2, ---,Yms; entao podemos falar

da matriz das variancias-covariancias dos vetores
aleatdrios dessas observagoes, y; = [y1i Y2i Yl
1=0,1,2,...,n. Usando a férmula normal (12)), pon-
derada pela inversa da matriz V = [v;;] das variancias-
covariancias, ou ponderando as declividades y;/z; em
(L1) pelos inversos das correspondentes variancias des-
sas declividades (ao invés de tomar a média aritmética),
obtemos por ambos os caminhos a férmula

33290 +x11)y1 _~_._._~_$Zyn

_ Yo 1

“= x2  x? ;v2n ’ (13)
70_’_714_..._’_7”
Vo V1 Un

onde pusemos v; := v;; (varidncias) e admitimos Vij =
0, se ¢ # j (covariancias nulas). Com relacdo a pon-
deragao em (13)), lembramos que, por uma propriedade
da variancia, temos:

e o denominador principal em (13)) é a soma dos inversos
dessas variancias.

Notamos que a férmula (10) é recuperada de (13)
supondo vg = v; = ... = v,, €, com uma simplificacdo
maior, que a férmula (11) segue de (13), usando as cor-
respondentes variancias do vetor das declividades

Yii Y2 Ymi '
K2 2 me
gl I (14)

todas iguais a 1/(n + 1), isto é, para i = 0,1,2...,n.
Isso explica porque as férmulas (10) e (11) nao sdo equi-
valentes.
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3. Polindbmio dos quadrados minimos
condicionado

Em vez de ancorar na origem a reta dos ¢. m., po-
demos ancora-la num ponto qualquer. Mas tratemos
do caso geral: mostremos como ancorar o polinémio de
ordem k dos q. m. num ponto escolhido (zg,yo). O
procedimento ¢ feito em trés etapas:

1. operamos uma translagao de eixos de maneira que
a nova origem seja o ponto (xg,yo); para isso
basta subtrair g das abscissas e yy das ordenadas
dos dados;

2. ajustamos aos dados transformados o polinémio ¢
dos q. m. ancorado na origem, como no Exemplo
1.

)

3. fazemos, por tultimo, a transformacao inversa da
executada na etapa [1, obtendo o polinémio final
dos q. m., p(x) = q(x —x¢), ancorado em (z0, yo).

Suponhamos que os dados na Tabela [1] j& tenham
sofrido a alteragao descrita na etapa [1. Para opera-
cionalizar a etapa 12, suprimimos a tltima coluna da
matriz de planejamento (2), obtendo uma matriz que
indicaremos com U, e achamos a solugao a dos q. m.
do sistema linear

U'Ua = U'y. (15)

O vetor-solugao a sera formado pelos coeficientes do po-
linbmio ¢q ancorado na origem, descrito na etapa/2l Para
o caso de uma reta, a equagao matricial (15]) torna-se
uma equacao escalar, da forma (9), onde x e y sdo os
vetores dos dados.

No apéndice implementamos esse algoritmo em
MATLAB, com o nome polgmcond. O programa pro-
duz também a correspondente visualizagao geométrica.

Exemplo 2

Consideremos a integral eliptica completa

w/2
E(z) ::/ V1 —sen?z sen26 db. (16)
0

Mediante integracao numérica, obtemos os valores de
E(z) (com x dado em graus) e construimos a Tabela 3l

Tabela 3 - Valores de E(z), obtidos com (16) mediante integracao
numérica.

T 5 10 15 20 25 30
E(z) 15678 1,5589 1,5442 11,5238 1,4981 11,4675

Se olharmos para a distribuigdo desses dados,
veremos que um ajustamento parabdlico é adequado.
Além disso, é ébvio que E(0) = m/2. Entao é indicado
ancorar a pardbola dos q. m. no ponto (0,7/2). Utili-
zando o programa polgmcond, obtemos essa parabola

P(z) := —0,0001118z — 0,0001003z + g (17)
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A parabola “livre” dos q. m. é dada por
Q(z) := —0,0001089z% — 0,0002137z + 1,5717. (18)

A Fig. [2 exibe ambas as parabolas. Visualmente elas
se superpoem em quase todo o trajeto.

1.6 T T T T T
: O  Dados
158F - ......... AAAAAAAAA D Ancora m
i X : : Parabola ancorada
156 ..................... -~ _ ParébOIa d.OS q m.
154F - ........ .................
% : :
w . X . ~ X
152 ......... ......... R icma@asa ......... 44444444 ........
15 ...................................................
148F - ......... AAAAAAAAA ......... ......... .....
= s : . : b
146 i i i i i
0 5 10 15 20 25 30
x (grau)

Figura 2 - Pardbolas dos q. m. ancorada e livre.

Para compararmos os dois ajustamentos, os testa-
mos nos pontos x = 2,12,17,27. Obtivemos a Tabela |4
na qual a segunda linha contém os valores de E(z) obti-
dos por integragao numeérica aqui considerados exatos,
a terceira linha os valores de P(z) do ajustamento dos
q. m. ancorado, e a quarta linha os valores de Q(z) do
ajustamento livre.

Tabela 4 - Comparagao entre ajustamentos ancorado P(z) e livre

Q(x).

z (%) 2 12 17 27

E(z) 1,5703 1,5537 1,5367 1,4864
P(z) 1,5701 15535 15368 1,4866
Q(z) 1,5709 1,5535 1,5366 1,4866

Vemos que, nesse exemplo, o ajustamento ancorado
é melhor para os pontos préximos ao ponto ancorador,
como era esperado, e longe dele os ajustamentos tendem
a ser equivalentes. Claramente, para um ajustamento
linear, por exemplo, a situagao longe da ancora é outra,
como mostra a Fig. [1.

4. Comentarios finais

Nos laboratoérios de ensino, é bastante comum reali-
zar experimentos para obter o coeficiente de proporcio-
nalidade entre duas grandezas diretamente proporcio-
nais. Se for usado o recurso do ajuste linear dos q. m.,
disponivel em algumas calculadoras cientificas, dificil-
mente obteremos uma reta que passe exatamente pela
origem. Uma elegante solucao para essa dificuldade é
usar a férmula (10) que decorre do ajustamento dos q.
m. ancorado na origem.

autor no cabecalho

Mais geral, mostramos que é possivel e relativa-
mente facil, ao ajustarmos um polinémio dos quadrados
minimos, condicioné-lo a conter um ponto de interesse.
Poder-se-ia tentar desenvolver um algoritmo que o con-
dicione a conter mais de um ponto, contanto que ainda
retenha um numero de graus de liberdade suficiente-
mente elevado. Por exemplo, um caso extremo oposto
é condicionar uma reta dos q. m. a conter dois pontos,
o que corresponde a ela ficar com zero graus de liber-
dade e equivale ao problema trivial de achar a equacao
da reta que passa por esses dois pontos. Nao temos
certeza se hé interesse pratico nessa generalizacao de
ancoragem. De qualquer maneira, parece-nos que o
caso interessante, exeqiiivel e util, é a ancoragem em
um ponto apenas.
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Apéndice

function p = polgmcond(x, y, n, x0, y0)

h

% POLQMCOND determina o polindmio dos quadrados minimos,
% ancorado num ponto fixo. Usa cdlculo simbélico.
%
)

Entrada:
% %, y, dados (vetores de mesmo numero de componentes);
% n, para obter o polindmio dos q. m. de ordem n-1;
% x0, yO, coordenadas do ponto que o polindmio deve conter.

% Saida:

% p, polindmio dos q. m. ancorado em (x0,y0);

% representagdo geométrica do polindmio, junto com os dados
% e o ponto (x0,y0).

if n <= 1 | fix(n) "= n,

error(’0 3.0 argumento de entrada deve ser um inteiro >= 2’),
end, x = x(:)’; a = min([x x0]); b = max([x x0]); x = x - x0;
m = length(x); y = y(:); y =y - yO;

%As n-1 primeiras colunas da Matriz de Planejamento
for i =1 : n,

X(,:) = x.7(n-1);
end, X = X’; X = X(:, 1:(n-1));

%Polindmio de ordem n-1 dos q. m. ancorado na origem
q = X\y;

%Polindmio de ordem n-1 dos q. m. ancorado no ponto (x0, y0)
syms t, for k = 1 : (n-1),

r(k) = (t-x0)k;
end, r = fliplr(r); p =1r * q + yO; p = expand(p);

%Representacgdo geométrica dos dados, (x0, yO)
%e o polindmio dos g.m.

s = vectorize(p); t = a : 0.001 : b; Y = eval(s);
plot(x + x0, y + yO, ’o’, x0, yO, ’sr’, t, Y),grid
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