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Transformada em ondeleta: Uma necessidade

(Wavelet transform: A necessity)
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O objetivo deste trabalho é demonstrar, dentro de um contexto histérico, a necessidade de se usar a trans-
formada em ondeletas. Experimentos computacionais simples sdo usados para explicar o surgimento desta
ferramenta matematica. O programa utilizado neste trabalho estd disponivel na Internet.
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The aim of this work is to show, within an historical context, the need of the wavelet transform use. Simple
computational experiments to explain the origin of this mathematical tool are used. A home-page is available

for download of the software program.
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1. Introducgao

No trabalho anterior [1] foi mostrado uma aplicagéo da
Transformada em Ondeletas (TO). Embora tenha sido
realizada uma tnica aplicagao na area de geofisica, tal
ferramenta ¢é utilizada em diversas outras areas do co-
nhecimento, desde turbuléncia atmosférica [2], proces-
samento de sinais [3], sistemas hidroldgicos [4], geofisica
espacial [5] e dreas de saide [6]. Mas por que surgiu
esta necessidade? Para responder a esta questao, que
é o titulo deste trabalho, hd a necessidade de expli-
car alguns principios matemédticos da TO dentro do seu
contexto histérico, dos pesquisadores que a desenvol-
veram. Isso dard ao leitor uma compreensao simples
da teoria para poder entender o porqué desta necessi-
dade. Entao, antes de iniciar uma introducao da Trans-
formada em Ondeletas faz-se necessirio uma breve in-
trodugao sobre Séries e Transformada de Fourier mas
dentro do contexto histérico.

2. Fourier

Antes de 1930, Joseph Fourier, com sua teoria de andlise
de frequéncia afirmou que qualquer funcao periddica,
f(z), pode ser expressa por uma somatéria de senos e
cossenos na forma da expressao

f(z)=ao+ Z(akcos(kx) + bgsen(kz)), (1)
k=1
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onde os coeficientes ag, ar e by sao calculados anali-
ticamentes através de integrais encontradas em livros
textos como do livro do Butkov [7].

Como exemplo ilustrativo, foi criada trés séries-
temporais de fungoes senos com 16 segundos de duragao
e de amplitudes e frequéncias diferentes (1, 10 e 5 Hz),
conforme mostrado no grafico superior da Fig. 1. Em
seguida, foi somada as trés séries até a metade do tempo
disponivel e, a outra metade foi somada apenas duas
das trés séries-temporais, respectivamente 1 e¢ 10 Hz.
O resultado desta soma estda mostrada no grafico in-
ferior da Fig. 1. Note que neste ultimo grafico, a
série-temporal apresenta um comportamento mais “or-
denado” nos 1ltimos 8 segundos, justamente por ter
apenas a soma de duas fungoes senos.

A conhecida Transformada de Fourier (TF) é uma
ferramenta 1til para saber a contribuicao, para a ener-
gia total da série-temporal, de cada funcao seno e cos-
seno presentes nesta série. A TF é definida como

Plw) = /_ T e, 2)

onde w é a frequéncia e f(t) é a série-temporal.

Na Eq. 2 foi utilizada as fungoes trigonométricas
na forma complexa. Note que ocorre o que chama-se
de Convolug¢do, principio importante para o entendi-
mento da teoria das ondeletas. Mais informagoes sobre
este assunto, consulte o trabalho de Bolzan [1].

Aplicando a TF sobre a série-temporal do gréfico
inferior da Fig. 1, teremos o que normalmente é cha-
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mado de Espectro de Energia, dentre outros nomes,
como mostrado na Fig. 2. Nesta figura, nota-se a pre-
senca das trés frequéncias promovidas pelas fungoes se-
nos presentes na série-temporal. Entretanto, nao faz
distingao alguma sobre se alguma das fungoes senos foi
somada ou nao a série.
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Figura 1 - Gréfico Superior: Série-temporal de trés funcoes senos
de frequéncias e amplitudes diferentes. Grafico Inferior: Série-
temporal criada pela soma das func¢bes mostradas no gréafico
acima.
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Figura 2 - Espectro de energia, obtido pela TF, da série-temporal
mostrada na figura 1.

3. A Transformada de Fourier janelada

Os conhecimentos citados acima sao utilizados exausti-
vamente em andlise e tratamentos de séries-temporais
estaciondrias. Mas o que sdo séries-temporais esta-
ciondarias? Sao séries cujos seus momentos estatisticos
como a média, varidncia e outros, nao variam ao longo
do tempo (Morettin, 1999). Gabor, em 1946, percebeu
essa deficiente aplicabilidade em séries-temporais nao-
estaciondrias, o que é a maioria dos casos na natureza.
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Por isso, ele procurou modificar a TF utilizando o se-
guinte mecanismo. Ele dividiu uma série-temporal em
varios segmentos e que estes fossem todos de compri-
mentos fixo. Em seguida, Gabor aplicou a TF em cada
um desses segmentos separadamente.

Como exemplo do processo descrito acima, dividi-
mos a série-temporal do grafico inferior da Fig. 1 em
cinco segmentos aproximadamente iguais, ou seja, cada
segmento da série tem 3 segundos de duracao. Em
seguida, aplicamos a TF nestes cinco segmentos. A
Fig. 3 mostra a idéia de Gabor que ficou conhecida
como a Transformada de Fourier Janelada (TFJ). Note
que agora pode-se obter a informagao temporal da pre-
senca de cada funcao seno. Por exemplo, no gréfico
de baixo da Fig. 3 uma das fungoes seno deixa de
atuar na série-temporal. Esta é uma informagao que
o espectro de energia da Fig. 2 nao apresentou. Note
que isso é extremamente importante porque ao sepa-
rar a série-temporal em segmentos, inserimos automa-
ticamente uma informacao no tempo da agao das trés
fungoes senos, comportamento este impossivel pela TF
aplicada a toda série-temporal.
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Figura 3 - Transformada de Fourier aplicada em cada segmento
da série-temporal da figura 1.

4. A transformada em ondeleta

Embora a TFJ de Gabor tenha dado uma contri-
buicao enorme para o estudo de séries-temporais nao-
estacionarias, havia ainda um problema a ser resolvido.
Na realidade eram dois problemas: um é que a janela
da TFJ é fixa, nao podendo modificd-la apds o inicio do
processo de aplicagao da TFJ; o outro problema é que
as funcgoes trigonométricas possuem energia infinita, ou
seja, estas funcoes sao limitadas apenas entre —oo e oc.

Por volta do inicio da década de 1980, um pes-
quisador francés chamado Jean Morlet percebeu es-
tes dois problemas quando estava usando a TFJ em
séries-temporais de ecos geofisicos na busca de pogos
petroliferos. Morlet percebeu a necessidade de desen-
volver uma funcao matematica base, 1, que além de
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possuir energia finita (ter um inicio e um fim), pudesse
ser capaz de dilatar ou comprimir esta funcao, elimi-
nando o problema da janela fixa da TFJ. Um outro
matematico francés, chamado Alex Grossman, juntou-
se a Morlet na busca destas fungbes mateméatica base
que fossem como pequenas ondas. No entanto, se a base
possuir suporte limitado, decaindo para zero muito ra-
pidamente, entao a melhor maneira desta base cobrir
todo o eixo dos reais seria dado através de translacoes
desta base em todo o comprimento da série-temporal.

Da mesma maneira, observando a base da Transfor-
mada de Fourier dada pela Eq. 2, pode-se constatar que
cada fungdo base (as exponenciais complexas) é obtida
a partir de simples dilatagoes na frequéncia. Reunindo
estas duas propriedades, dilatacao e translagao, em um
tnico protétipo de funcao base, obtemos as chamadas
funcdes ondeletas, onde as dilatagoes e as translagoes
sao dadas por duas varidveis nomeadas j e k, respecti-
vamente. Sabe-se que foi Morlet o primeiro que cunhou
o nome, em francés, de ondelette, mais tarde conhecida
mundialmente como wavelets. Portanto, o termo onde-
leta refere-se a um conjunto de funcées com forma de
pequenas ondas geradas por dilatagoes, ¥ (t) — ¥(2t),
e translagoes, ¥(t) — ¥ (t + 1), de uma fungao base ge-
radora simples 1 (t), a ondeleta-mae. Logo, através da
ondeleta-mae pode ser geradas as chamadas ondeletas-
filhas

wiatt) = 50 (1), 3)

de forma que a transformada seja definida como

< fbip >= [ O; oL, (t;'“) (@)

Esta deve ser quadraticamente integravel dentro de
um intervalo de tempo real ou espaco [L%(R)], isto &,
deve apresentar energia finita. A imposi¢ao de que a
sua energia média seja zero, constitui apenas uma das
condicoes de admissibilidade da fungao base. Para as
demais condigoes, consulte o livro de Meyer [8].

A idéia central da analise em ondeletas consiste em
decompor um sinal a diferentes niveis de resolugao, pro-
cesso conhecido como Multiresolu¢do. A representacao
de multiresolucdo fornece uma moldura hierdrquica
simples para interpretacao de informacgao da série-
temporal. A diferentes resolugoes, os detalhes de
um sinal geralmente caracterizam diferentes estruturas
fisicas do mesmo. A uma resolugdo mais grosseira, es-
tes detalhes geralmente caracterizam as grandes estru-
turas que fornecem o contexto. Com o aumento da
resolugao, obtemos detalhes mais finos. O processo de
decomposicao ocorre da seguinte maneira.

Suponhamos que temos uma série-temporal com um
comprimento de s pontos. Colocaremos este ntimero
como poténcia de 2 tal que s = 2". Como exemplo,
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se s = 1024 pontos, entao 1024 = 2" — n = 10. Isso
significa que teremos 10 escalas (ou frequéncias) que
poderemos “enxergar” pelas ondeletas, de maneira em
particular das ondelatas chamadas discretas. Logo, a
primeira escala (ou frequéncia) que a fungao ondeleta
ird atuar é na escala de n — 1 =9, e isto implica que a
série-temporal serd dividida em duas partes iguais, cada
uma com n — 1 =9 — 27 = 512 pontos. A funcio on-
deleta mae serd comprimida pela metade e aplicada na
primeira metade da série-temporal. Em seguida, sera
transladada para a segunda parte da mesma série tem-
poral. Este processo é mostrado na Fig. 4. Agora,
para o proximo nivel de resolucao n — 2 = 8, teremos
28 = 256 pontos. Isto equivale a dividir pela metade
cada uma das duas série anteriores. Com isso, a funcao
ondeleta deve também ser novamente comprimida pela
metade de modo a caber dentro do primeiro segmento
da série de 256 pontos para, em seguida, ser translada
para os demais segmentos da série-temporal, como mos-
trado na Fig. 5.
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Figura 4 - Primeira andlise de multiresolucao dada pela fungao
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Figura 5 - Segunda andlise de multiresolucao dada pela funcao
ondeleta.

Este processo sera repetido até a tltima escala n =
1 — 2! = 2 pontos. Isto nos proporcionard um dia-
grama conhecido como periodograma de ondeleta, como
mostrado esquematicamente na Fig. 6.
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Figura 6 - Resultado da andlise de multiresolucao dada pela
fung@o ondeleta conhecido como periodograma em ondeleta.

O resultado de todo o trabalho de Morlet e Gross-
man deu origem a primeira funcéo base que mais tarde
foi chamada de func@ao ondeleta de Morlet, dada pela
equagao
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. 2
\Ili,j (t) = GZKt.eit /2, (5)
onde K é uma constante inteira. A forma desta funcao

é mostrada na Fig. 7.
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Figura 7 - Parte real da funcao ondeleta de Morlet.

Ha dois tipos de fungoes ondeletas, as Continuas e as
Discretas, cada qual til para determinadas aplicagoes.

As ondeletas discretas sao utilizadas para a decom-
posicao e filtragem de qualquer série-temporal. A sua
aplicabilidade neste aspecto advém do fato de que estas
ondeletas nao provocam retundancias de coeficientes
entre escalas (frequéncias) [8,9]. A ondeleta discreta
mais comum ¢é a ondeleta de Haar [10]. Um exemplo
da aplicabilidade desta funcao é dado no trabalho de
Bolzan [1].

As ondeletas continuas sdo comumentes utilizadas
para visualizar, através do periodograma mencionado
anteriormente, a relagao existente entre as componen-
tes de diferentes frequéncias em fungao da escala tempo-
ral da série-temporal estudado, onde estas relagoes sao
comumentes categorizadas como nao-lineares. As onde-
letas continuas mais comuns sao: a Morlet e a Chapéu
Mexicano, dentre outras [10]. Um exemplo da aplica-
bilidade desta fungao é dado também no trabalho de
Bolzan [1]. Entretanto, com vista a demonstrar a vanta-
gem do uso da TO, aplicamos ela sobre a série-temporal
do grafico inferior da Fig. 1, usando a fungao ondeleta
de Morlet. A Fig. 8 mostra o periodograma do re-
sultado. Note que obtemos a presenca da frequéncia
de cada fungao seno nos oito primeiros segundos de
duracdo da série-temporal (faixas de cores mais claras
no grafico). A partir destes oitos segundos, nota-se a
presenca de apenas duas das trés frequéncias, sao elas:
1 e 10 Hz. Note que, através deste periodograma, po-
demos identificar exatamente quais as frequéncias pre-
dominantes em uma série-temporal qualquer, o mesmo
resultado obtido pela TFJ mostrada na Fig. 3 porém,
com mais precisao na escala temporal. Tal fato é de ex-
trema importancia em andlise de séries-temporais, ori-
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undas de qualquer sistema natural, em que necessita-
se determinar quais sdo os fendémenos fisicos que estao
agindo neste sistema e, com isso, contribuindo com o
seu melhor entendimento.
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Figura 8 - Periodograma da série-temporal mostrada no grafico
inferior da Fig. 1. Foi utilizada a ondeleta de Morlet.

5. Conclusoes

No trabalho anterior [1], foi mostrado o uso da Trans-
formada em Ondeletas (TO) aplicada em uma série-
temporal geofisica, o nimero de manchas solares. Com
isso, foi demonstrado que a TO é uma ferramenta ma-
tematica 1til e robusta para andlise de séries-temporais
com caracteristicas nao-estacionédrias. Neste trabalho,
procurei demonstrar melhor a real necessidade da TO
utilizando para isso, experimentos simples realizados
através do computador. Além disso, estes experi-
mentos foram realizados dentro do contexto histérico
do surgimento desta ferramenta, propiciando a me-
lhor compreensdo da TO. A aplicabilidade desta fer-
ramenta hoje em dia, tornou-se acessivel devido ao
grande numero de subrotinas disponiveis em varios
softwares, tais como Fortran, Matlab e IDL. Existem
muitas paginas na internet dedicadas ao assunto das
Ondeletas nas mais diversas aplicagoes. Porém, hé
a minha paginas que, além de disponibilizar o pro-
grama em Matlab que gerou a maioria dos graficos
deste trabalho, também tem algumas informacoes
uteis de como usar esta ferramenta. Assim, o leitor
que tiver interesse deve acessar o seguinte enderego:
http://www.univap.br/bolzan/waveletl/tw.html. Por-
tanto, espera-se que este artigo possa ter motivado alu-
nos para a sua aplicagdo em séries-temporais oriundo
de diversos sistemas fisicos.
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