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A nova geragao de simuladores de campos eletromagnéticos pode ser usada no ensino de eletromagnetismo sem
que o usudrio conheca com profundidade a metodologia usada no desenvolvimento desses programas computa-
cionais. A teoria da linha coaxial cilindrica é usada para ilustrar a aplicagdo desses programas como ferramenta
de ensino. A solugdo analitica do problema é usada para avaliar a precis@o numérica dos resultados obtidos
utilizando diferentes subdivisdes das malhas de elementos finitos. A relacdo entre minimalidade energética e dis-
tribuigdo de potenciais elétricos é usada para explicar como diferentes discretizagées do modelo afetam o calculo
das grandezas eletromagnéticas. A defini¢do de um problema exterior para modelar a estrutura coaxial permite
a andlise dos campos dispersos nas extremidades e aumenta a precisao do cdlculo da capacitancia.
Palavras-chave: axissimetria, campos elétricos, método dos elementos finitos, método variacional.

The new generation of electromagnetic field simulators can be used for teaching electromagnetism with no
user’s deep knowledge about the methodology used to develop these computer programs. The theory of the
cylindrical coaxial line is used to illustrate the application of these programs as teaching tools. The analytical
solution of the problem is used to assess the accuracy of the numerical results produced by different subdivisions
of the finite element meshes. The relationship between energy minimality and distribution of electric potentials
is used to explain how different discretizations of the model affect the computation of the electromagnetic varia-
bles. The definition of an exterior problem to model the coaxial structure allows the analysis of leakage fields at

the end-zone and improves the accuracy of capacitance calculation.
Keywords: axisymmetry, electric fields, finite element methods, variational methods.

1. Introdugao

O método dos elementos finitos tem por base a idéia
de subdividir o dominio original do problema, o con-
tinuum, em um conjunto de subdominios, conhecidos
como elementos. Uma formulagao numérica, baseada
na teoria das interpolagoes, é entao aplicada a esses
elementos de forma a satisfazer a um dado critério de
otimizagao e produzir uma solugao numérica. Trata-se,
na verdade, de uma técnica numérica para a solugao, em
grande escala, de problemas de alta complexidade utili-
zando uma estrutura de dados que é, ao mesmo tempo,
simples e flexivel. Os elementos finitos sao definidos
com base em sua forma geométrica e no grau da funcao
de aproximagao. Essa funcao é, na maioria dos casos,
polinomial e define a forma como a varidvel primaria
de célculo, normalmente um potencial, comporta-se no
mintsculo subespago delimitado por cada elemento fi-
nito. Muitas formas geométricas podem ser utilizadas;
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o elemento triangular é o mais usado. Também, na
maioria das aplicagoes, funcbes interpolantes de pri-
meiro grau sao suficientes para atender ao compromisso
entre a precisao numérica requerida e as demandas em
termos de esfor¢co computacional e tempo de processa-
mento.

A utilizacdo conjunta da técnica dos elementos fi-
nitos com o método variacional foi apresentada a co-
munidade cientifica em 1970, através de um artigo de
Silvester e Chari que abordava a questao da saturagao
magnética em transformadores [1]. A formulagao pro-
posta formou a base de calculo dos primeiros siste-
mas informaticos para o desenvolvimento de projetos
e otimizagao de equipamentos elétricos que surgiram
na época. Apesar de um numero expressivo de siste-
mas informéticos utilizar a técnica dos elementos fi-
nitos em conjunto com o método residual de Galer-
kin, alguns sistemas desenvolvidos recentemente con-
tinuam a empregar a primeira formulacao. E o caso da
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suite de programas utilizada neste trabalho, conhecida
como FEMM [2] e distribuida gratuitamente na Inter-
net desde 2002.

O presente trabalho procura mostrar que os pro-
gramas de simulagao de campos podem ser usados como
instrumento didatico no ensino de eletromagnetismo. A
utilizagao dessas ferramentas de simulagao requer a in-
terferéncia do usuario ao longo de todo o processo. Na
fase de definicao do problema, o usuario precisa fazer
uma série de escolhas de parametros relacionados, por
exemplo, com o nivel, maior ou menor, de discretizacao
do dominio. Na fase final, quando a solugao numérica
ja esta disponivel, a utilizagao dos recursos para calculo
e visualizagao das grandezas de interesse também exige
a participagao do usuario; as séries numéricas que re-
presentam as variagoes dos campos magnético e elétrico,
podem ser manipuladas tanto na forma de distribuicoes
discretas e constantes quanto na forma de superficies
suavizadas.

A questao da interatividade entre usuério e sistema
informético, considerada por alguns educadores como o
aspecto mais valioso da utilizacao dos simuladores de
campo, € discutida neste trabalho ao longo da andlise
de um problema eletrostatico. O problema avalia os
parametros elétricos de um cabo coaxial e cilindrico,
energizado por uma diferenga de potencial conhecida.
Trata-se de um problema abordado em muitos livros
de fisica e eletromagnetismo e que possui uma série de
vantagens tais como uma solucao analitica que é bem
conhecida e que pode ser comparada com os valores
calculados numericamente [3-4]. Outra vantagem é re-
lacionada a simetria da estrutura; o problema pode ser
analisado como estrutura plana, bidimensional ou como
estrutura axissimétrica, tridimensional.

A exploracao da simetria translacional, em coorde-
nadas cartesianas, tem a familiaridade como principal
vantagem, mas carrega consigo as limitagoes inerentes a
analise bidimensional; nao permite, por exemplo, ava-
liar o comportamento do campo elétrico nas extremi-
dades do dispositivo. De acordo com Silvester e Fer-
rari [5], o problema da linha coaxial cilindrica, além de
ser facilmente modelado como estrutura axissimétrica,
é ideal para a andlise de desempenho do processo de
aproximagoes numeéricas utilizando diferentes niveis de
subdivisoes do dominio.

2. A estrutura coaxial cilindrica

O equacionamento dos problemas que envolvem fron-
teiras cilindricas é mais simples em situagoes onde o
comprimento axial da estrutura é grande em relagao
ao raio [3]. Nesse caso, os potenciais e campos da linha
coaxial sao considerados aproximadamente independen-
tes do comprimento z. Se adicionalmente, a estrutura
apresenta simetria circular, as distribui¢oes de poten-
ciais e campos elétricos nao apresentam variagoes na
direcao circunferencial, ¢, e podem ser expressas em
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funcdo da variacao do raio r. A Fig. 1 mostra os prin-
cipais elementos de uma linha coaxial. Sao eles: o raio
interno R;, o raio externo R. e o comprimento axial
h. A solugao analitica é formulada em termos desses
parametros e da variagao do raio r. Se V,, denota o po-
tencial elétrico na superficie cilindrica interna de raio
R;, e a superficie externa de raio R, é submetida a um
potencial de zero volt, a variacao do potencial elétrico
no espago entre os condutores, em volts, é

V(r) = W%% In (i) . 1)

A variagdo do campo elétrico radial, também no
espago entre os condutores, em volts por metro, é

Vo 1

R r
ln( e/Ri)

O célculo analitico da capacitancia é feito a partir
das dimensoes geométricas e das propriedades do meio

material que ocupa o espaco entre os condutores. A
capacitancia do cabo coaxial, em farads, é

E(r) = (2)

2meregh
= = (3)
ln( e/Ri)
onde €, é a permissividade relativa do meio dielétrico

e go = 8,854187817 x 107'2 F/m é a permissividade
elétrica do vécuo.

Figura 1 - Parametros da linha coaxial.
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As equacoes acima foram desenvolvidas para a linha
coaxial longa, mas podem ser utilizadas na andlise de
linhas ou cabos curtos, em quase toda a extensao do
dispositivo. A questao da dispersao do campo elétrico
em torno das extremidades requer o modelamento de
uma regiao que envolve a estrutura, e isso é discutido
mais adiante.

2.1. Problema de teste

A teoria da linha coaxial cilindrica é usada no estudo de
um pequeno cabo elétrico. Os raios, interno e externo
das superficies cilindricas que formam o cabo, R; e R,
medem 1,0 e 5,0 cm, respectivamente. A altura h das
superficies é 20,0 cm e o espago entre elas é preenchido
pelo ar, um meio isolante cuja permissividade elétrica
relativa, €., é préxima da unidade. A superficie con-
dutora interna é submetida a um potencial elétrico de
1000 V, enquanto a superficie externa é submetida a
um potencial nulo, resultado de um processo de aterra-
mento.

Para esse dispositivo, em particular, as variagoes do
potencial e campo elétrico no espaco entre os conduto-
res em funcao do raio r em centimetros, sao

V(r) = In(Ro/Ry) In(R,/r) = 621,341n (r) (4)
E(r) = Vo 1 _ 621,34 )

In (Re/Ri) o r

2.2. Modelo numérico simplificado

A Fig. 2 mostra os componentes de uma estrutura axis-
simétrica bastante simples e cujas fronteiras coincidem
com os limites geométricos do dispositivo em estudo. As
duas superficies cilindricas sdo modeladas utilizando-se
dois segmentos de reta verticais de 20 cm de altura,
distantes 1,0 e 5,0 cm do eixo axial z, respectivamente.
Nos dois segmentos verticais da estrutura retangular,
o valor do potencial elétrico é imposto como condi¢ao
de contorno. Tal condic¢ao é conhecida como condigao
de Dirichlet ou condigao de contorno principal. Nesse
problema, os valores atribuidos aos potenciais das su-
perficies condutoras, interna e externa, sao 1000 V e
0 V, respectivamente. Os dois segmentos indicados
como Fy e que unem as extremidades dos segmentos
verticais sao fronteiras do tipo Neumann, homogéneas,
também conhecidas como condi¢oes de contorno natu-
rais. A condicado de contorno homogénea de Neumann
é expressa matematicamente por

ov
on
onde m representa o vetor unitdrio normal & fronteira
e 0V/0n a taxa de variacdo do potencial ao longo da

0, (6)

direcao normal a regiao externa da fronteira. Diferen-
temente das condicoes de fronteira Dirichlet que séo
rigidamente impostas, nenhuma restrigao matematica
é imposta aos contornos ou segmentos associados as
condicoes homogéneas de Neumann, que sao satisfeitas
com alto nivel de precisao por se tratar de condi¢ao “na-
tural” do método dos elementos finitos. Assim sendo, o
processo de célculo produz uma distribuicao de poten-
ciais que exibe um alto nivel de ortogonalidade entre as
superficies de mesmo potencial, as equipotenciais, e as
fronteiras homogéneas de Neumann.

«4—— Eixo de simetria

0,0 kV /

Ve =

1,0kV
4

Vi

L,

N

Figura 2 - Estrutura axissimétrica do modelo simplificado.

Para mostrar que a discretizagao do dominio tem in-
fluéncia diferenciada no calculo das diversas grandezas,
duas configuragoes do modelo numérico sao utilizadas.
As configuragoes diferem somente no que diz respeito a
malha de elementos finitos. Ambas as malhas mostra-
das na Fig. 3 sao formadas por elementos triangulares
com geometria aproximadamente equilateral e apresen-
tam uma certa regularidade em sua “granulacao”. Vale
observar que a malha com uma tnica camada de 12
elementos é muito grosseira e, por isso, nao reflete o
nivel de subdivisdes de dominios utilizado na pratica.
Essa malha foi escolhida pelo seu valor didatico; o erro
numérico da solugao produzida por essa malha é bas-
tante elevado na porgao central da estrutura; por outro
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lado, o erro numérico é nulo em todos os pontos nodais
dessa malha, pois todos se situam nos segmentos verti-
cais da fronteira retangular que modela a linha coaxial,
exatamente onde as condigoes de contorno Dirichlet sao
definidas e satisfeitas com exatidao. Trata-se de uma
configuracao que realga os melhoramentos conseguidos
nas aproximacoes feitas com outras malhas mais refina-
das.
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Figura 3 - Malhas da estrutura axissimétrica e contorno de ins-
pegao.

3. Minimizacao de energia e potenciais
incognitos

A comparacdo de valores produzidos pelas diferentes
solugbes € feita com base na formulacdo matemética
empregada no sistema informético FEMM [2], discu-
tida brevemente nesta se¢ao. O método variacional por
elementos finitos utiliza um processo de minimizagao
de energia para determinar, de forma indireta, os po-
tenciais incégnitos do problema [6]. Para problemas
como este, descritos pela equacao de Poisson, a dis-
tribuicao de potenciais elétricos que satisfaz a essa
equagao, também minimiza a energia armazenada no
sistema, e vice-versa. Os potenciais incégnitos sao in-
terconectados por uma equacgao matricial que impoe
restrigdes as correcoes ou ajustes efetuados nos valo-
res dos potenciais ao longo do processo iterativo. As
referidas restrigoes, devido a sua natureza global, nao
levam em conta variagoes localizadas da energia. Em
decorréncia, as solugoes produzidas dessa maneira sao
otimizadas de uma forma global, mas podem conter er-
ros localizados de magnitude consideravel.

Com base nessas consideragoes, é de se esperar que
alteracoes na discretizagao do dominio tenham uma in-
fluéncia menor nos valores de determinadas grandezas.
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E o caso da energia elétrica total armazenada cujo va-
lor é, inclusive, utilizado como condicao de convergéncia
do processo. Por outro lado, variacoes na discretizacao
do dominio podem ter efeitos bastante pronunciados
na forma como potenciais e, principalmente, campos
elétricos se distribuem no espago analisado.

4. Resultados numéricos

4.1. Energia elétrica armazenada

Informacoes relativas a energia elétrica armazenada no
cabo coaxial energizado sao resumidas na Tabela 1.
Além do tipo de simetria explorada na anélise, sdo indi-
cados na segunda e terceira colunas da tabela o nimero
de elementos N, e nimero de pontos nodais N, de cada
malha. Nessa tabela, constam informagoes relativas as
duas malhas mostradas anteriormente e cujos elementos
sao distribuidos em camadas regulares. Também sao in-
cluidas informagoes relativas a uma terceira malha com
900 elementos, obtida a partir da andlise do cabo como
estrutura plana. Essa malha aparece na ilustracao da
Fig. 4, superpondo-se ao mapeamento sombreado do
potencial elétrico. A legenda, presente na ilustragao,
associa tons mais acentuados da cor cinza as regioes de
potenciais mais elevados.

Tabela 1 - Efeito da discretizacdo na energia total armazenada.

Simetria do N. de N. de Energia
problema elementos nés armazenada (uJ)
translacional 900 522 3,486
axissimétrica 151 100 3,530
axissimétrica 12 14 4,172

9.500e+002
9.000e+002

>1.000e+003
9.500e+002

AN
AV

8500+002 : 9.000e+002
8.000e+002 : 8.500e+002
7.500+002 : 8.000e+002
7.000+002 : 7.500+002
6.500+002 : 7.000e+002
6.000e+002 : 6.500+002
5.500e+002 : 6.000e+002
5.000+002 : 5.500e+002
4.500+002 : 5.000e+002
4.000+002 : 4.500e+002
3.500+002 : 4.000e+002
3.000+002 : 3.500e+002
2.500e+002 : 3.000e+002
2.000e+002 : 2.500e+002
1.500e+002 : 2.000e+002
1.0006+002 : 1.500e+002
5.000e+001 : 1.000+002
<0.0002+000 : 5.000e+001
Density Plot: V, Volts
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Figura 4 - Malha da estrutura plana e mapeamento sombreado
do potencial elétrico.

No processo de minimizacao com restricoes, a ener-
gia minima nao trivial do sistema é aproximada por
diferentes combinagoes ou distribuigoes dos potenciais
elétricos. Os resultados da Tabela 1 mostram que, para
as configuracoes associadas as malhas com 900 e 151 ele-
mentos, os valores das energias armazenadas sao muito
proximos, em torno dos 3,508 pJ. Vale aqui ressaltar
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que esses dois minimos energéticos foram obtidos por
processos de célculo diferentes; em problemas com si-
metria plana ou translacional a minimizacao é efetuada
em termos de energia/profundidade, enquanto que em
problemas axissimétricos o que é minimizado é a ener-
gia/radiano.

Ja no caso da malha com uma tnica camada de 12
elementos, o valor da energia armazenada ¢ 18% maior
que aqueles das outras configuragoes. Esse percentual
deve ser tomado como um indicativo de erros numéricos
expressivos na distribuicao dos potenciais elétricos na
regiao entre as superficies condutoras, como mostrado
na se¢ao que se segue.

4.2. Distribuicao de potenciais e campos

O contorno utilizado para extracdo dos valores de po-
tenciais e campos é dirigido radialmente, ao longo do
eixo horizontal do plano r — z. Trata-se do segmento
retilineo ¢ — f indicado na Fig. 3. Essa escolha do
contorno de inspegao, aliada a simetria da estrutura,
permite que campos e potenciais sejam calculados e in-
terpretados a partir de uma simples andlise unidimen-
sional. Os resultados da andlise devem ser, entao, es-
tendidos para a estrutura completa, tridimensional.

O gréafico da Fig. 5 apresenta a comparacao das
distribuigoes de potenciais produzidas pelas duas confi-
guragoes numéricas do problema. Nesse grafico, o eixo
horizontal representa a distancia até o condutor interno.
Cada configuracao estd associada a uma das malhas
mostradas na Fig. 3. Essas distribuigoes de potenciais
sao apresentadas junto a curva suave que representa a
solugao analitica, descrita pela Eq. (4) e indicada por
V.. A série V1, representada por “o” estd associada a
malha mais grosseira, formada por uma tnica camada
de elementos finitos. A caracteristica linear por partes
representa a série V, e estd associada & malha formada
por quatro camadas de elementos, mais refinada que a
primeira.
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Figura 5 - Potencial elétrico: malhas com 1 e 4 camadas.

O gréafico da Fig. 5 mostra que ambas as carac-
teristicas obtidas numericamente possuem o mesmo va-
lor nos extremos do intervalo. No entanto, a forma
como o potencial se distribui ao longo do percurso é

diferente em cada caso. Na primeira distribuigao de va-
lores, indicada por Vi, os pontos extremos estao unidos
diretamente, através de um tnico segmento retilineo.
No caso da distribuicao de potenciais V}, associada a
malha com quatro camadas, a aproximagao € linear por
partes e a variagao do potencial é ditada por quatro
fungoes lineares diferentes, uma para cada trecho re-
presentando um quarto do percurso total. Isso ajuda a
explicar o desvio existente entre as duas caracteristicas.
Esse desvio aumenta a medida que os pontos de ins-
pecao se afastam dos extremos do intervalo em direcao a
sua porcao central. A caracteristica V; tem valores ini-
ciais especificados unicamente nos pontos extremos do
intervalo. A caracteristica V; também tem seus pon-
tos extremos bem definidos, mas o processo de mini-
mizagao impoe trés restrigoes adicionais de valores, em
trés posigoes equidistantes e que dividem o contorno em
quatro secoes.

A observacao atenta do grafico da Fig. 5 mostra
que, ao contrario da caracteristica Vi, a caracteristica
V, apresenta variacoes sucessivas em sua inclinagao.
Considerando que a distribuicao do campo elétrico é
calculada pela diferenciagao dos potenciais em relagao
a deslocamentos posicionais, fica claro que as distri-
buicoes de campo elétrico associadas a cada uma das
configuracoes do problema devem apresentar diferencas
consideraveis [7].

A comparacgao de diferentes distribuigoes do campo
elétrico é apresentada na Fig. 6. Cada caracteristica
mostra a variagao do campo elétrico ao longo do con-
torno de inspecao. Por extensao, essas distribuigoes
representam a variagao do campo elétrico radial, desde
a base até o topo da estrutura. No caso da malha com
quatro camadas de elementos, o campo elétrico é cons-
tante em cada trecho representando um quarto do per-
curso. A média aritmética dos valores da série E; é
250,0 V/cm, exatamente o valor constante da série E
ao longo de todo o percurso.
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Figura 6 - Campo elétrico radial: malhas com 1 e 4 camadas.

Os degraus da série Ey se constituem em uma repre-
sentagao discreta e aproximada da caracteristica E, que
representa a solucdo analitica, expressa pela Eq. (5).
O grau de descontinuidade da caracteristica numérica,
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calculado pelo quociente entre a média aritmética das
alturas dos degraus e a diferenca entre os valores
maximo e minimo da série decrescente, pode ser usado
como critério para se conseguir melhores aproximacoes.
No caso da série Ey4, o grau de descontinuidade é 33%,
um valor muito alto, indicativo de uma aproximagcao
que precisa ser melhorada.

O melhoramento dessa aproximacao numérica pode
ser conseguido através de um processo de refinamento
localizado na malha de elementos finitos, como ilustra
a Fig. 7. Nesse processo, a estrutura retangular ori-
ginal mostrada na Fig. 2 é dividida em 10 blocos ou
regioes, também retangulares, e sao impostas restrigoes
ao comprimento maximo das arestas dos elementos tri-
angulares de cada regido. A Fig. 7 mostra cinco regioes,

J

Nogueira

indicadas por Rj,..., R5 e que compoem a metade su-
perior do cabo coaxial. No processo de restricao uti-
lizado, escolhe-se primeiramente o valor que se deseja
para o comprimento dos lados dos triangulos que vao
formar cada regido. O gerador de malhas “Triangle” [8]
procura preencher a regiao com triangulos aproximada-
mente equilaterais e cujos lados possuem um compri-
mento proximo ao valor especificado. A observagao da
porgao mais a direita da Fig. 7 mostra que as condicoes
impostas ao gerador de malhas resultam em uma malha
bem mais densa nas proximidades do contorno onde
se faz a inspecao do potencial e campo elétrico. Esse
contorno, agora, passa a ser formado pela unido de 64
arestas, ao invés de quatro.

Ry

R,
LV
R;
R, _,_’
7 —
R, contorno

Figura 7 - Malha com 2799 elementos, mais densa na proximidade do contorno de inspecao.

A série numérica indicada por E,; na Fig. 8 mostra
a distribuicao do campo radial associada a essa malha
com refinamento localizado e que contém 2799 elemen-
tos, ao todo. No caso, a média aritmética dos valores da
série é, também, 250,0 V/cm, mas o grau de desconti-
nuidade é praticamente nulo. Esses resultados mostram
como obter uma seqiiéncia convergente de aproximagoes
numéricas, cada vez mais precisas a medida que a malha
é refinada.

4.3. Modelo numérico com fronteira exterior

A avaliacdo do comportamento das varidveis eletro-
magnéticas no volume externo que circunda um dado
dispositivo é um problema de grande importancia e

de dificil abordagem por métodos analiticos. Como
o método dos elementos finitos produz uma solugao
em um dominio fechado e finito, técnicas especiais de-
vem ser usadas no estudo de problemas que represen-
tam campos eletromagnéticos que nao sao confinados a
um dominio finito. Para tal, deve-se estabelecer uma
fronteira exterior, também fechada, e situada a uma
distancia finita do dispositivo em estudo. Essa fron-
teira exterior permite simular um problema que, de
fato, possui uma distribuicao de potenciais e campos
em um dominio aberto. Em muitas aplicagoes do ele-
tromagnetismo, a regiao externa é modelada com o ob-
jetivo de aumentar a precisao numérica do calculo das
variaveis eletromagnéticas na prépria regiao interna,
ocupada pelo dispositivo em estudo. Ja para um outro
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grupo de aplicagoes, que incluem os estudos de blinda-
gem e interferéncia eletromagnética, a estimativa pre-
cisa das varidveis eletromagnéticas em posicoes distan-
tes do dispositivo é mais importante que a avaliacao
da distribuicao dessas varidveis na regiao ocupada pelo
dispositivo [9].
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Figura 8 - Campo elétrico radial: malha com 2799 elementos.

O modelo numérico simplificado, proposto inicial-
mente para o cabo coaxial energizado, possui fronteiras
que coincidem com os limites geométricos do disposi-
tivo e, por isso, é caracterizado como um problema in-
terior. Para tornar possivel a inclusao de estudos como
o de campos dispersos nas extremidades do cabo e au-
mentar a precisao numérica do célculo de parametros
como a capacitancia, o problema precisa ser mode-
lado como um problema exterior. Nesse tipo de pro-
blema o dominio é expandido e analisado a partir de
duas porgoes, de forma que a porgao ou regiao inte-
rior contém as partes estruturais e campos de maior
interesse. A regiao exterior se estende até uma fron-
teira artificial, fechada e situada a uma distancia finita
do dispositivo. A introdugio dessa fronteira representa
efetivamente a conversao de um dominio aberto em um
fechado. Varios s@o os métodos para solugao de pro-
blemas exteriores e a literatura técnica na area é ex-
tensa. Felizmente, existem excelentes revisoes de lite-
ratura que podem facilitar a escolha da técnica mais
adequada a uma determinada aplicagao [10-12].

Para modelar o problema de teste do cabo coaxial
como um problema exterior, a técnica de trucamento de
fronteiras exteriores é aqui utilizada. Trata-se de uma
técnica de facil entendimento e que pode ser implemen-
tada em qualquer simulador de campos. Baseia-se na
suposicao de que, em uma fronteira suficientemente dis-
tante do dispositivo em estudo, a derivada normal do
potencial - elétrico ou magnético - tende a se anular
ou, o proprio potencial é que tende a zero. As regras
para a localizacao da fronteira exterior sao empiricas e
baseiam-se na suposicao de que o dispositivo em estudo
deve parecer pontual em relagao ao volume total mode-
lado. A necessidade de modelar uma porc¢ao adicional
do espaco até uma posigao distante para se conseguir

um aumento na precisao dos céalculos é considerada a
principal desvantagem da técnica. Uma outra solugao
para a questao da localizagao da fronteira exterior con-
siste em resolver o problema duas vezes, utilizando
condicoes de contorno homogéneas de Dirichlet e Neu-
mann na fronteira exterior. A maior ou menor variagao
nos parametros da solugao, de uma simulacao para ou-
tra, é usada para indicar se a localizacao da fronteira
exterior é suficientemente distante ou nao. Essa tultima
metodologia foi utilizada para definir a localizacao da
fronteira exterior do problema de teste do cabo coaxial.

A Fig. 9 mostra as diferentes regices do problema
exterior. O dominio de analise, agora subdividido em
4412 elementos, estende-se até os limites de uma fron-
teira semicircular cujo raio mede 30,0 cm. As regides
retangulares R; e Ry, que aparecem na figura, sdo fron-
teiras materiais artificiais criadas com o objetivo de ava-
liar, separadamente, a quantidade de energia armaze-
nada nos campos dispersos do topo e base do disposi-
tivo. Como se pode observar na ilustragao, a fronteira
exterior nao estd muito distante das extremidades do
cabo coaxial, como recomendam as regras empiricas.
No entanto, as solugoes do problema utilizando os dois
tipos de condicoes de contorno na fronteira exterior pro-
duziram valores computacionalmente equivalentes para
os diversos parametros, o que mostra que a extensao
do espaco exterior modelado é suficiente. A Tabela 2
registra os valores de grandezas de carater global — ener-
gias e cargas elétricas —, obtidos a partir da simulagao
baseada nas condigoes de contorno homogéneas de Di-
richlet.
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Figura 9 - Regides do problema exterior.

Tabela 2 - Energia armazenada e carga elétrica.

Energia entre
placas (uJ)

3,49930

Energia do campo
disperso (uJ)
0,46494

Energia Carga
total (uJ) (1C)
3,96941  7,93883
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O mapeamento do campo elétrico da estrutura
coaxial é mostrado na Fig. 10. A porcao mais a es-
querda da figura é uma vista ampliada da metade su-
perior do cabo coaxial e do espago que envolve sua
extremidade. Sao apresentados dois recursos para vi-
sualizacdo: mapeamento sombreado da intensidade de
campo e tragado de setas. Nesse ultimo, a direcao das
setas indica a direcao do campo e o comprimento das
mesmas é proporcional a intensidade do campo. Na
ilustracao observa-se que, ao longo de quase toda ex-
tensao do cabo coaxial, a distribuigcao do campo elétrico
é homogénea, com o campo confinado ao espaco entre
as superficies condutoras e dirigido radialmente. A dis-
tribuicao do campo comeca a se desviar dessa confi-
guracao a uns poucos centimetros da borda superior;
torna-se visivel a nao homogeneidade da distribuigao,
com aumento continuo da concentracao do campo -
e correspondente energia armazenada - nas proximi-
dades da superficie condutora interna. Os campos
elétricos mais intensos ocorrem na borda interna e em
suas imediagoes. Trata-se da regiao mais susceptivel a
ocorréncia de descargas elétricas e onde o céalculo pre-
ciso da distribuicao de campo requer um nivel mais ele-
vado de refinamento da malha.
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Figura 10 - Mapeamento do campo elétrico na metade superior
do dispositivo.

Para Lowther e Silvester [13], o efeito da dispersao
de campo nas extremidades equivale a um aumento
efetivo do comprimento do dispositivo, ou seja, o
campo disperso representa armazenamento de energia
em regioes externas, que envolvem as partes estrutu-
rais do dispositivo. Nesse problema de teste, a energia
dos campos dispersos representa 11,8% da energia total
armazenada.

A abordagem analitica tradicional para célculo de
capacitancia tende a produzir valores subestimados
para esse parametro, pois o equacionamento é baseado
nas dimensoes geométricas das partes ativas da estrutu-
ra e nao leva em consideracao o efeito da dispersao nas

Nogueira

extremidades. O resultado da inclusao dessa energia
armazenada externamente no calculo é o aumento do
valor da capacitancia, como se pode observar nos dados
da Tabela 3. Os valores calculados numericamente sao
baseados no método da energia [7]. O primeiro cdlculo
utiliza somente a energia armazenada no espaco entre
as superficies condutoras e produz uma estimativa bem
préxima daquela calculada analiticamente pela Eq. (3);
no caso, o desvio entre as duas estimativas é de apenas
1,3%. O segundo cdlculo inclui a energia dos campos
dispersos e produz um valor de capacitancia considera-
velmente maior. O desvio entre as duas estimativas
calculadas numericamente é de 11,8%, exatamente o
percentual da energia dos campos dispersos em relacao
a energia total armazenada.

Tabela 3 - Célculo da capacitancia.

Capacitancia (pF)

Método numérico da energia

Método analitico 1° calculo 2° célculo
6,90372 6,99860 7,93882
Conclusoes

O artigo discute a possivel utilizacado dos modernos si-
muladores de campos eletromagnéticos no ensino de
graduagao. Trata-se de um investimento pedagdgico
em um grupo de disciplinas que inclui, além do ele-
tromagnetismo, principios de telecomunicacoes e con-
versao de energia. Essas disciplinas, ao longo dos anos,
tém sido consideradas as mais abstratas e dificeis dos
cursos de engenharia. A criagdo de um laboratério de
simulacao significa um investimento inicial elevado para
a instituicao, pois os bons resultados da atividade de-
pendem de um curso preparatoério e as sessoes de labo-
ratério precisam ser bem planejadas e monitoradas. A
experiéncia e atitude do instrutor sao fatores determi-
nantes para os bons resultados das aulas de simulagao,
pois os sistemas informaticos para calculo de campos
exigem um alto grau de interferéncia do usuédrio.
Partindo-se de uma estrutura axissimétrica bastante
simples que modela um cabo coaxial energizado, a dis-
cussao procura explicitar a relagao causa-efeito entre
subdivis@o do dominio e valor calculado para diferen-
tes grandezas eletromagnéticas. No caso, percebe-se
que mudancgas na discretizagao tém efeito diferenciado
no valor calculado para energias, potenciais e campos
elétricos. Em qualquer solucao de campos, os menores
erros numeéricos sao associados as grandezas energéticas
como energias armazenadas e poténcias dissipadas. Os
erros nas grandezas energéticas sao sempre menores
que aqueles presentes nas distribuicoes de potenciais.
Os erros presentes nas distribuigdes de potenciais, por
sua vez, sao amplificados no processo de diferenciacao
numérica usado para calcular os campos elétricos.
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Os resultados numéricos mostram como implemen-
tar um processo de melhoria sucessiva da solucao
numérica do problema do cabo coaxial. Parte-se da
configuracao baseada na malha com 12 elementos, que
gera erros elevados em todas as grandezas, inclusive na
energia total armazenada. A mudanga para a malha
com 151 elementos representa um melhoramento no
processo; a precisao numérica da aproximagao para o
minimo energético do sistema é elevada e os poten-
ciais elétricos sao proximos daqueles calculados anali-
ticamente. No entanto, a caracteristica descontinua,
calculada para a distribuigao de campo elétrico, ainda
esta longe de representar a curva correta que é continua
e diferencidvel. Através de um processo de refinamento
da malha anterior, chega-se a uma malha axissimétrica
com 2799 elementos e se consegue, a partir da mesma,
uma aproximacao numérica satisfatoria para energias,
bem como para distribui¢oes de potenciais e campos.

Para contornar as limitagoes do modelo numérico,
definido inicialmente como um problema interior, a
estrutura coaxial passa a ser definida como um pro-
blema exterior, utilizando-se para tal a técnica de
truncamento de fronteiras exteriores. Isso possibilitou
a andlise dos campos dispersos nas extremidades da
estrutura e um calculo mais preciso da capacitancia da
estrutura coaxial.
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