Revista Brasileira de Ensino de Fisica, v. 29, n. 4, p. 625-633, (2007)

www.sbfisica.org.br

Maupertuis e o principio mecanico de acao minima: uma analise critica

(Maupertuis and the principle of least action in mechanics: a critical analysis)

Ana Paula Bispo da Silval e Roberto de Andrade Martins?

! Departamento de Fisica, Centro de Ciéncias Exatas, Universidade Estadual da Paraiba, Campina Grande, PB, Brasil

2Grupo de Historia e Teoria da Ciéncia, Departamento de Raios Césmicos e Cronologia, Instituto de Fisica
‘Gleb Wataghin’, Universidade Estadual de Campinas, Campinas, SP, Brasil
Recebido em 11/7/2007; Aceito em 24/8/2007

Em seu artigo de 1746 Maupertuis apresentou o principio de agdo minima como um principio geral e universal
que nao sé explicaria as leis dos movimentos como também a existéncia de Deus. Ele aplicou o principio no
caso de colisoes entre corpos (eldsticos e ineldsticos) e no equilibrio da alavanca, encontrando resultados corretos.
Neste artigo analisamos em detalhe as demonstragdes de Maupertuis e mostramos que havia diversos problemas
graves nas mesmas. Suas falhas foram objeto de critica de d’Alembert e d’Arcy logo apéds a publicagdo do artigo.
Palavras-chave: Pierre-Louis Moreau de Maupertuis, Jean le Rond d’Alembert, principio de agdo minima,
histéria da mecénica.

In a paper presented in 1746 Maupertuis communicated the principle of least action as a general and universal
principle. He claimed that it could not only explain the laws of motion but also prove the existence of God. He
applied the principle to the study of the collision between elastic and inelastic bodies and to the equilibrium of
a lever, finding correct results. In this article we present a detailed analysis of Maupertuis’ demonstrations and
we show that they had serious problems. His mistakes were criticized by d’Alembert and d’Arcy shortly after
the publication of his work.
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1. Introdugao

O principio de agdo minima é a base da mecanica
analitica. A agdo é definida pela integral do la-
grangiano, e sua minimizagao permite encontrar as
“equagoes de Lagrange”, que descrevem o movimento
de um sistema entre dois estados, A e B.

Na sua forma atual, o principio depende das ener-
gias cinética T" e potencial V', expressas em fungado das
coordenadas ¢; do sistema e suas derivadas em relagao
ao tempo. O lagrangiano L é definido como L =T -V,
e ¢ aplicado utilizando-se célculo variacional e integral.
De acordo com o principio de agao minima atual, supoe-
se que sao dados o estado inicial e o final do sistema,
e que a agao total (integral do lagrangiano em fungao
do tempo) é um minimo. Essa condigao, que pode ser
expressa por

B
5A:6/ Ldt =0,
A

permite encontrar um conjunto de equagoes (as chama-
das “equagbes de Lagrange”) na forma
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que fornecem as informagoes sobre o movimento. No
entanto seu uso na mecanica teve uma origem muito
diferente do que é apresentado nos livros-texto.

O desenvolvimento do principio de acao minima
na mecanica se deu durante os séculos XVIII e XIX,
estando associado aos nomes de Maupertuis, Euler, La-
grange, Hamilton e outros importantes autores. Tanto
na optica como na mecanica, Maupertuis costuma ser
apresentado como o principal, quando nao o primeiro,
na explicacdo de fendémenos utilizando o principio de
acao minima.

Na optica, Maupertuis utilizou tal principio para
explicar a lei de refragdo em seu artigo de 1744. Esse
trabalho ja foi discutido pelos presentes autores, mos-
trando que sua contribuicao inicial foi bastante ele-
mentar, partindo provavelmente do resultado ao qual
ele queria chegar, e que havia problemas graves com o
préprio principio, quando aplicado & éptica [1].

O segundo trabalho de Maupertuis, de 1746, é o
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objeto de andlise do presente artigo. Nele o autor
procurou aplicar o principio de acao minima a trés si-
tuagoes: colisao entre corpos eldsticos; colisao de cor-
pos nao eldsticos; e equilibrio da alavanca. Trata-se
de situagoes as quais, atualmente, nao aplicariamos o
principio de acdo minima. A andlise desses exemplos,
que serd aqui apresentada mostra que suas idéias eram
extremamente confusas e que Maupertuis modificava
o significado atribuido ao principio de agao minima
conforme a situagao na qual o aplicava. Na verdade,
percebe-se que em todos os casos o autor partiu de re-
sultados que ja eram bem conhecidos e adaptou a idéia
de acao minima para chegar a esses resultados.

O trabalho de Maupertuis s6 pode ser compreendido
dentro do seu contexto histérico, em que varios auto-
res procuravam aplicar a fisica a idéia de que tudo na
natureza ocorre da forma mais simples possivel - e que
essa “economia da natureza” teria uma interpretacao
teolégica, e envolveria também a fisica das causas fi-
nais, o que serd abordado dentro do objetivo a que se
propoe este artigo.

2. Os artigos de Maupertuis

Pierre-Louis Moreau de Maupertuis (1698-1759) apre-
sentou & Academia de Ciéncias de Paris, em 1744,
um artigo no qual propos o principio de acao minima
aplicando-o ao fenémeno da refracdo da luz (e néo a
fenémenos mecanicos). H4 uma traducdo para o por-
tugués desse trabalho [2]. Publicamos recentemente
uma andlise critica desse trabalho de Maupertuis [1].

Dois anos depois (1746) Maupertuis utilizou o
principio de agao minima para deduzir a lei da colisao
dos corpos (tanto eldsticos quanto ineldsticos) e para
provar a lei do equilibrio das alavancas. Em Les loix
du mouvement et du repos déduites d’un principe me-
taphysique [3], apresentou sob uma forma mais desen-
volvida o principio de acao minima, que ele considerou
posteriormente (segundo Bentley Glas) como sua mais
importante contribuicao cientifica [4].

Nesse trabalho, Maupertuis propés um principio ge-
ral de que “quando ocorre qualquer mudanca na natu-
reza, a quantidade de agao necessiria para essa mu-
danca é a menor possivel”. Afirmou que o principio
de acao minima seria universal, valido para choques
de corpos elasticos e ineldsticos e no caso do equilibrio
(alavanca), e que por isso nao encontrava equivalente
em nenhum dos principios conhecidos até entao. Poste-
riormente, Maupertuis publicou uma nova versao desse
trabalho como parte de seu livro Essai de cosmologie
[5], em 1750, porém néo adicionou nada de importante,
sob o ponto de vista cientifico, aos trabalhos anteriores.

Além dessa contribuicdo puramente cientifica, no
nosso sentido atual, Maupertuis também estava preo-
cupado com questoes filoséficas. Em todos esses tra-
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balhos, ele parece interessado nao apenas nos aspectos
fisicos do seu principio, mas também (e talvez princi-
palmente) na sua aplicagdo filoséfica, como prova da
existéncia de Deus e de sua influéncia na natureza. Ele
considerou que o principio de agao minima podia ser
considerado um uso da idéia das causas finais; e que
a existéncia desse tipo de principio na natureza, asso-
ciada a sua universalidade, poderia ser utilizada como
uma prova da existéncia de Deus.

3. As causas finais e a fisica

A relacdo entre causas finais na fisica e filosofia estava
presente em varios autores da época, que influenciaram
Maupertuis. A idéia de causa final havia sido utilizada
por Aristdteles, na Antiguidade. No caso dos objetos
da natureza, correspondia a um fim ao qual um sistema
tende (por exemplo, uma semente tende a se tornar uma
arvore) e, no caso das a¢oes humanas, inclufa a idéia de
finalidade intencional (objetivo). Na antiga concepgao
cosmologica aristotélica, a causa final do movimento de
um corpo pesado seria chegar ao centro do universo.
No pensamento de Aristételes, a idéia de causas finais
estava associada a um principio de simplicidade ou eco-
nomia: a natureza realiza seus fins da forma mais sim-
ples possivel.

A fisica do século XVII criticou e abandonou o uso
das causas finais. No entanto, o principio de acao
minima (em qualquer de suas formas) pode ser descrito
como se utilizasse, em certo sentido, a idéia de causas
finais. Na sua forma atual, supoe-se que jd se sabe o
estado final do sistema (seu fim) e que o movimento
seguido pelo sistema, do ponto de partida até o ponto
de chegada jd conhecido, torna a agao minima. Des-
crevendo o principio de modo antropomérfico (que, é
claro, a fisica atual nao aceita), o sistema “sabe” aonde
quer chegar e “escolhe” o caminho que lhe permite “eco-
nomizar” sua agao.

Ao contréario dos outros pensadores do século XVII,
que atacaram as causas finais, Gottfried Wilhelm Leib-
niz (1646-1716) defendia a existéncia de dois modos in-
dependentes de se estudar a fisica: através das causas
eficientes, analisando o modo como os efeitos sao produ-
zidos; ou através das causas finais. Para ele, a natureza
segue os caminhos mais simples e economicos, o que
permitia associar a existéncia de maximos e minimos
as causas finais [6]. Na sua andlise do choque entre
corpos, Leibniz trata o assunto relacionando-o a uma
causa final, porém considera uma a¢ao que é conservada
e nao minima, sendo quase equivalente a conservac¢ao
da vis viva® [7]. Para Leibniz, assim como para Des-
cartes, a presenca divina caracterizava-se pelas leis de
conservagao, e nao pela influéncia direta nos aconteci-
mentos da natureza.

O padre Nicolas Malebranche (1638-1715) também

2A wvis viva era definida como o produto da massa pelo quadrado da velocidade e corresponde ao dobro da atual energia cinética.
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teve grande influéncia na defesa das causas finais na
fisica e no desenvolvimento do conceito de agdo minima.
Influenciado por Descartes, procurou elaborar uma filo-
sofia que combinasse alguns aspectos da filosofia carte-
siana - como seu racionalismo e a teoria corpuscular da
matéria - com o pensamento religioso cristao. Para Ma-
lebranche, as leis bésicas da fisica eram a lei da inércia e
a conservacao do movimento absoluto® na colisdo entre
corpos. Essas duas leis, as mais simples que podiam
ser concebidas, seriam o resultado direto da acao de
Deus, que segundo ele sempre age da forma mais sim-
ples possivel [8].

Um corpo, quando nao colide com outros, move-se
uniformemente em linha reta porque esse é o movimento
mais simples possivel e porque ele exige o minimo de
acao divina. Quando dois objetos materiais colidem,
um nao pode passar por dentro do outro por causa da
impenetrabilidade dos corpos. De acordo com Male-
branche, Deus é entao obrigado a interferir diretamente
nesses corpos e a mudar os seus movimentos, para im-
pedir essa penetracao. Para isso, Deus escolhe o modo
mais simples e econémico possivel, mudando os movi-
mentos dos corpos pela menor quantidade que possa
impedi-los de se penetrarem [8]. Assim, as leis funda-
mentais do movimento exigem a menor agao possivel
de Deus. A acdo mencionada por Malebranche corres-
ponde ao ato de Deus; ele nao menciona a velocidade
ou a massa dos corpos [9].

A influéncia de Malebranche sobre Maupertuis é
muito clara. Assim como Malebranche, Maupertuis
analisava o choque entre corpos como o efeito de uma
intervencao divina, de forma que o resultado deveria ser
tal que o ato (agdo) para se chegar a ela fosse o minimo
possivel. Porém, Maupertuis quis ir além de Malebran-
che, dando uma demonstragao matematica do principio
de acao minima e assim tentando provar a existéncia di-
vina de maneira légica.

Desta forma, devemos compreender o artigo de
1746 de Maupertuis como tendo o objetivo de es-
tabelecer um principio geral e universal que expli-
casse os fendmenos de colis@o entre corpos eldsticos e
ineldsticos e o equilibrio da alavanca e também, como
conseqiiéncia da universalidade e finalidade, que justi-
ficasse a existéncia divina através de sua demonstracao
matemadtica.

4. Colisao de corpos nao elasticos

No seu trabalho de 1746 (publicado em 1748) Mauper-
tuis apresentou o principio geral da acdo minima [3]:

Procuremos agora as leis segundo as quais
o movimento se distribui entre dois corpos

que se chocam, sejam esses corpos duros
[ndo eldsticos] ou eldsticos.

Deduziremos essas leis de um sé principio,
e desse mesmo principio deduziremos as leis
de seu repouso.

Principio Geral

Quando ocorre qualquer mudancga na natu-
reza, a quantidade de a¢do necessdria para
essa mudanga € a menor que seja possivel.

A quantidade de acdo é o produto da massa
dos corpos por sua velocidade e pelo espago
que eles percorrem.

O primeiro problema ao qual Maupertuis aplicou
esse principio foi a colisdo de corpos “duros” (que, na
época, significava ineldsticos). Vejamos como ele desen-
volveu seu raciocinio [3]:

Figura 1 - Colis@o entre corpos movendo-se na mesma direcao.

Sejam dois corpos duros, cujas massas sao
A e B, que se movem para o mesmo lado,
com as velocidades a e b, mas A sendo mais
veloz do que B, de modo que o atinge e se
choca contra ele. Seja = a velocidade co-
mum desses dois corpos, depois do choque,
menor do que a e maior do que b. A mu-
danga que ocorre no universo consiste em
que o corpo A, que se movia com a veloci-
dade a, e que em um certo tempo percorria
um espaco® = a, move-se apenas com a ve-
locidade = e s6 percorre um espago = x. O
corpo B, que somente se movia com a velo-
cidade b e apenas percorria um espago = b,
move-se com a velocidade x e percorre um
espago = .

Antes de prosseguir com a descricao do trabalho do
préprio Maupertuis, paremos para pensar o que espe-
rariamos que ele dissesse, logo depois disso. Utilizando
a notagdo de Maupertuis, antes da colisdo, a agao (por
unidade de tempo) era Aa®+Bb?; depois da colisdo, a
acdo (por unidade de tempo) passa a ser (A + B)z?.
A mudanga que ocorreu é representada, portanto, pela
variagdo da agdo AS, que seria a agdo final menos a
acao inicial

AS = (A + B)z? — (Ad® + Bb?).

3Malebranche nao fala em quantidade de movimento como entendemos hoje, mas sim um “movimento absoluto”, ja que a quantidade

de movimento nao era vetorial.

4E evidente que Maupertuis est& aqui supondo um tempo unitério, por isso o espaco percorrido é (numericamente) igual & velocidade.
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Essa variacao da quantidade de acao deve ser
minima, de acordo com Maupertuis. Considerando
que todas as grandezas sao conhecidas, exceto a ve-
locidade final x, a condicao de que a variacao de agao
seja minima implica que sua derivada em relagao a x
seja nula, ou seja

2(A+ B)z =0.

Portanto, a velocidade final dos dois corpos deve ser
z=0.

O resultado esté errado, é claro. Talvez o raciocinio
pudesse ser feito de outro modo. No trabalho de 1744
em que aplicou o principio da agao minima ao caso
da luz, Maupertuis somou as acoes antes da refracao
e depois da refragao e afirmou que a agado total era um
minimo. Talvez devéssemos entao utilizar a soma e nao
a diferenca das agoes antes e depois

S = (A+ B)x? + (Ad® + Bb?).

Porém, se essa agao total deve ser um minimo, entao
sua derivada em relagao a x deve ser zero, e chegamos
novamente ao mesmo resultado: 2(A + B)z=0, e a ve-
locidade final dos dois corpos deveria ser x = 0.

E claro que essa conclusao é falsa e que nao é isso
o que Maupertuis queria concluir. Ele nao publicou
esse raciocinio, e sim um outro, que vamos reproduzir
abaixo [3].

Essa mudanca é portanto a mesma que ocor-
reria se enquanto o corpo A se movesse com
a velocidade a, e percorresse o espago = a,
ele fosse transportado para tras sobre um
plano imaterial, que fosse movido com uma
velocidade a — z, por um espago = a — x; e
que enquanto o corpo B se movesse com a
velocidade b, e percorresse o espaco = b, ele
fosse transportado para a frente sobre um
plano imaterial, que se movesse com uma
velocidade z — b, por um espaco = x — b.

Ora, tanto se os corpos A e B se moverem
com as velocidades préprias sobre os planos
moveis, ou se eles estiverem ai em repouso, o
movimento desses planos carregados de cor-
pos sendo o mesmo, as quantidades de agao,
produzidas na natureza, serdo A(a — z)2, e
B(xz—b)?; portanto a soma deve ser a menor
possivel. Temos, portanto

Aa®—2Aaz+ Ax®+ Bx?—2Bbz+ Bb? = minimo.

Em seguida, Maupertuis deriva essa expressao em
relacao a x e a iguala a zero, obtendo

—2Aa + 2Ax +2Bx — 2Bb = 0.

Dai, Maupertuis obtém a velocidade dos dois corpos
apés o choque
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_Aa—l—Bb
A+ B

Atualmente, chegamos ao mesmo resultado apli-
cando simplesmente a conservacao da quantidade de
movimento, ou seja, Aa+Bb=(A + B)zx.

O resultado é correto e bem conhecido. O raciocinio
utilizado por Maupertuis, porém, é dificil de entender.
Vejamos, primeiramente, o que significa o “plano ima-
terial” utilizado por ele. E facil perceber que se trata
daquilo que atualmente chamamos de uma mudanga de
referencial. Se tivermos um referencial que se move no
mesmo sentido que o movimento inicial dos dois corpos,
com velocidade x, entdo a velocidade de A em relagao a
esse referencial serd a—x, com um valor positivo (pois a
é maior do que z) e a velocidade de B em relacio a esse
referencial serd b—x, que terd um valor negativo (pois b
é menor do que ), ou seja, seu médulo serd  —b. Esse
referencial é aquele no qual os dois corpos estao parados
apds a colisao e, atualmente, costuma ser chamado de
“referencial de centro de massa”. Podemos entao dizer
que, nesse referencial, em um tempo unitario, as acoes
dos dois corpos sao A(a—x)?, e B(z—b)?. Até af, o que
Maupertuis afirmou faz sentido. Porém, como entender
que a soma dessas duas agoes deve ser minima?

A soma A(a — z)? + B(z — b)? representa, eviden-
temente, a agao total antes do choque, em relagao ao
referencial de centro de massa. Depois do choque, a
acao serd nula, pois os dois corpos estarao parados em
relacdo a esse referencial. Entdo, a acdo total (soma
das agoes antes e depois do choque) serd dada por
A(a — 2)? + B(z — b)? e essa é a grandeza que Mau-
pertuis considerou como sendo minima.

Bem, se Maupertuis tivesse pensado assim, o ra-
ciocinio teria sentido e levaria ao resultado desejado,
mas haveria um problema: s6 se chega ao resultado
correto se for utilizado o referencial de centro de massa
para calcular a acao total e impor que essa acao total
deve ser um minimo. E fdcil provar isso. Suponhamos
que temos um referencial que, em vez da velocidade z,
tem a velocidade w. Nesse caso, antes da colisao, as ve-
locidades dos dois corpos serao a—w e b—w e, depois do
choque, serdo ambas iguais a r—w. Assim, as agoes (em
um tempo unitario) antes do choque serdo A(a — w)?
e B(b — w)?; e depois do choque serdo A(z — w)? e
B(z —w)?. A agdo total serd a soma dessas expressoes

Ala —w)* + B(b—w)* + (A + B)(z — w)?.

Supondo que essa acao total é minima, sua derivada em
relacao a x deve ser nula e, portanto, teriamos

2(A+ B)(x —w) =0.

A partir dai, concluirifamos que = = w, ou seja, que a
velocidade final dos dois corpos é igual a velocidade do
referencial arbitrdrio escolhido, o que é absurdo.
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5. Colisao de corpos elasticos

Para tentar esclarecer melhor o raciocinio de Mau-
pertuis, vejamos como ele aplicou o principio de acao
minima no segundo exemplo que estudou, o da colisao
de corpos perfeitamente eldsticos [3].

Sejam dois corpos eldsticos, cujas massas se-
jam A e B, que se movem para O mesmo
lado, com as velocidades a e b; mas A sendo
mais veloz do que B, de modo que o atinge
e se choca com ele: e sejam « e 3 as veloci-
dades dos dois corpos depois do choque: a
soma ou a diferenca dessas velocidades an-
tes do choque é a mesma que antes.®

A mudanga que ocorre no universo consiste
em que o corpo A, que se movia com a ve-
locidade a, e que em um certo tempo per-
corria um espago = a, move-se apenas com
a velocidade a e sé percorre um espaco =
a. O corpo B, que somente se movia com a
velocidade b e apenas percorria um espago
= b, move-se com a velocidade 3 e percorre
um espago = 3.

Essa mudanga é portanto a mesma que ocor-
reria se enquanto o corpo A se movesse com
a velocidade a, e percorresse o espago = a,
ele fosse transportado para tras sobre um
plano imaterial, que fosse movido com uma
velocidade a — o, por um espago = a — ; e
que enquanto o corpo B se movesse com a
velocidade b, e percorresse o espago = b, ele
fosse transportado para a frente sobre um
plano imaterial, que se movesse com uma
velocidade 3 — b, por um espago = 3 — b.
Ora, tanto se os corpos A e B se moverem
com as velocidades préprias sobre os planos
moéveis, ou se eles estiverem ai em repouso, o
movimento desses planos carregados de cor-
pos sendo o mesmo, as quantidade de agao,
produzidas na natureza, serdo A(a — a)?, e
B(B—b)?; portanto a soma deve ser a menor
possivel. Temos, portanto
Aa®—2Aaa+ Ao’ +BS%—2BbS+Bb? = minimo,

ou
—2Aada + 2Aada + 2BBdS — 2Bbdp = 0.
Ora, para os corpos eldsticos, como a ve-
locidade respectiva [relativa] depois do cho-
que é a mesma que tinham antes, temos (-
a=a—b,ouf=a+a—b,edld =da: que
sendo substituidos na equagao precedente,
dao para as velocidades
Aa — Ba+ 2Bb

N _ 2Aa— Ab+Bb
B A+ B N

A+B

Comparando essa anéalise de Maupertuis para os cor-
pos elasticos com a anterior, dos corpos “duros”, vemos
que ha poucas diferencas. Os dois primeiros paragrafos
sao praticamente idénticos, nos dois casos. No terceiro
pardgrafo, no entanto, ha uma diferenca importante.
Vimos que, no caso do choque de corpos nao elasticos,
o céalculo feito por Maupertuis eqiiivalia a utilizar o re-
ferencial de centro de massa, ou o referencial no qual
os dois corpos estdo em repouso apds a colisao. No
caso dos corpos elasticos, cada um tem uma velocidade
diferente depois da colisao, e Maupertuis utilizou dois
referenciais auxiliares: um referencial em repouso em
relagdo a cada um dos corpos depois da colisdo. Como o
corpo A tinha velocidade a antes da colisao e depois terd
velocidade «, sua velocidade inicial em relacao ao refe-
rencial final com velocidade «, seria a — a. Da mesma
forma, para o segundo corpo, o médulo da velocidade
antes da colisdo em relagdo ao referencial em repouso
em relacao a B depois do choque serd (-b. Depois da
colisao, os dois corpos estao parados em relagao a esses
referenciais e, portanto, suas agoes serao nulas; e, antes
da colisao, em relacao a esses referenciais, suas agoes
(em um tempo unitario) serdo A(a — )? e B(3 — b)?,
como Maupertuis afirmou.

Depois, Maupertuis impoe que a acao total é
minima, utiliza a propriedade de que a velocidade rela-
tiva inicial € igual a velocidade relativa final, e pronto:
acha as velocidades dos corpos.

H4, no entanto, um problema mais grave do que no
caso dos corpos nao eldsticos, nessa segunda andlise.
Sabemos que ndo € wvdlido somar grandezas medidas
em relacdo a diferentes referenciais. Por isso, nao faz
sentido somar A(a —a)? com B(3 —b)?, pois cada uma
dessas expressoes é calculada em relagao a um referen-
cial diferente. Ou seja: Maupertuis chegou ao resultado
correto, mas sua demonstracao estd errada, sob o ponto
de vista fisico.

Por que, entdo, o calculo de Maupertuis deu certo?
Basicamente, porque a equagao de onde ele tirou os re-
sultados, que é

—2Aada + 2Aada + 2BBdS — 2Bbdj = 0,

corresponde a lei da conservacao da quantidade de mo-
vimento. De fato, como da = df3, e como todos os ter-
mos possuem o fator 2, a equagao acima é equivalente
a

—Aa+ Ao+ BG — Bb=0,

ou, mudando a ordem dos termos

Aa+ Bb= Ao + BS.

5Maupertuis estd aqui se referindo & propriedade de que a velocidade relativa dos dois corpos elasticos, antes e depois do choque, é

a mesma.



630

Isso é, simplesmente, a lei da conservacao da quanti-
dade de movimento. Por outro lado, a condicao adicio-
nal que Maupertuis precisou utilizar, de que a veloci-
dade relativa antes da colisao é igual a velocidade rela-
tiva depois da colisao, pode ser considerada como equi-
valente & lei da conservagao da energia cinética (vélida
nos choques eldsticos).

Assim, Maupertuis chegou ao resultado correto -
que ja era bem conhecido - mas utilizou um raciocinio
incorreto. Note-se, além disso, que a interpretagao que
ele utilizou para o principio da agao minima, no caso das
colisdes, é diferente da interpretagao que ele havia uti-
lizado antes para a refragao da luz. No caso da optica,
ele considerou que a agdo total (soma da acdo inicial
com a agao final) era minima; no caso da mecénica, con-
siderou que a mudanc¢a da ac¢ao, calculada em relagao
a referenciais especiais, era minima.

6. A lei das alavancas

O terceiro e tltimo exemplo ao qual Maupertuis aplicou
o seu principio da acao minima foi a obtencgao da lei das
alavancas (ou, como ele chamou, a “lei do repouso dos
corpos”) [3].

Considero aqui os corpos presos a uma ala-
vanca: e para encontrar o ponto em torno do
qual eles permanecerao em equilibrio, pro-
curo o ponto em torno do qual, se a alavanca
tiver algum pequeno movimento, a quanti-
dade de agao serd a menor possivel.

Seja ¢ o comprimento da alavanca, que eu
considero como imaterial, em cujas extre-
midades sejam colocados dois corpos, cu-
jas massas sdo A e B. Seja z a distancia
do corpo A ao ponto procurado, e ¢ — z a
distancia do corpo B: é evidente que, se a
alavanca tiver um pequeno movimento qual-
quer, os corpos A e B descreverao pequenos
arcos semelhantes entre si, e proporcionais
as distancias desses corpos ao ponto que
se procura. Esses arcos serdo portanto os
espagos percorridos pelos corpos e represen-
tam ao mesmo tempo suas velocidades. A
quantidade de acao sera portanto proporcio-
nal ao produto de cada corpo pelo quadrado
de seu arco; ou (j& que os arcos sdo seme-
lhantes) ao produto de cada corpo pelo qua-
drado de sua distancia ao ponto em torno
do qual gira a alavanca: quer dizer, a Az?
e B(c — 2)?%; cuja soma deve ser a menor
possivel. Temos portanto

A2 + Bc® — 2Bcz+ BZ? = minimo,

ou
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2Azdx — 2Bccz 4+ 2Bzdz = 0,
de onde se tira
z = Bc/(A+ B),
que é a proposicao fundamental da estatica.

C

A

n
»

n
»

A

A

Figura 2 - Alavanca em equilibrio.

A demonstragdo é simples e leva ao resultado cor-
reto. H&, porém, um problema grave. O principio de
acao minima de Maupertuis deveria se aplicar a qual-
quer movimento e nao apenas ao movimento da ala-
vanca quando ela estd em equilibrio. Vamos, entao,
considerar que a alavanca ndo estd em equilibrio, e que
ela gira. Nesse movimento, segundo o principio, a acao
serd minima. Vamos calcular a agao do mesmo modo
como ele fez nesse seu exemplo. Todas as suposicoes
que ele utilizou sobre a relagao entre as velocidades e
entre as distancias percorridas continuam validas, por
isso, a agdo total (em um certo tempo) serd também
dada pela relacao

Az? + Bc® — 2Bcz + Bz? = minimo.

Porém, como Maupertuis provou, essa expressao
s € minima se z tiver o valor z = Be/(A + B). Se
z tiver qualquer outro valor, essa expressao nao serd
mais minima. Portanto, se a alavanca nao estiver em
equilibrio e ela se mover, esse movimento nao obedeceré
ao principio de acao minima de Maupertuis; o que prova
que esse principio ndo é uma lei universal, ao contréario
do que ele supos.

7. Conclusao sobre o artigo de 1746

Fica claro nas demonstracoes de Maupertuis, que o
principio de agao minima é assumido como certo, para
que o resultado alcangado seja aquele que ja era conhe-
cido. Ou seja, Maupertuis chega a resultados que po-
deriam ser demonstrados partindo da conservagao da
quantidade de movimento, da conservagao da vis viva e
da lei das alavancas. Além disso, a “universalidade” do
principio entra em conflito com as consideragoes feitas,
tanto no caso da adogao de um “plano imaterial”, na
colisao, quanto no caso do equilibrio para a alavanca:
seriam necessarias condigoes especiais para que a apli-
cacao do principio levasse a um resultado correto. Ou
seja, o principio nao é tao universal que possa ser a
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causa da existéncia de um ser divino, ou mesmo mais
geral do que a conservacao do momento ou da vis viva.

Durante o século XVIII surgiram varias criticas ao
trabalho de Maupertuis envolvendo tanto as hipdteses
e demonstragoes quanto a sua originalidade. Quanto as
demonstragoes e hipéteses, um dos criticos do trabalho
de Maupertuis foi d’Alembert.

Na Encyclopédie, publicada por Diderot e
d’Alembert, no verbete Cosmologie, d’Alembert faz
uma critica detalhada da demonstragao de Maupertuis
para as colisOes e para a alavanca. Segundo d’Alembert,
na colisao entre corpos duros, a quantidade de acao que
se opera na mudanga que ocorre na natureza, seria dada
por Aa?-Az?+Bb%-Bz?, ou seja, a soma das variacoes
das quantidades de agbes, como j& mostramos, e nao
a diferenca como faz Maupertuis. A partir dai, a con-
clusdo seria que z = 0. D’Alembert também se opoe
a hipotese assumida por Maupertuis de que o tempo é
constante. A mudanga (choque) ocorreria num instante
indivisivel, ou seja, t = 0, e portanto a agao seria nula.
Portanto, a quantidade de acao a que Maupertuis se
refere seria simplesmente a quantidade de forga viva e
néo um novo conceito [10].

Para o equilibrio da alavanca, Maupertuis supos
como condigoes iniciais que a velocidade é sempre pro-
porcional a distancia do ponto de apoio e que o tempo
é constante, como para o caso do choque. D’Alembert
argumenta que para qualquer outra condicao que seja
estabelecida, o principio de agdo minima deixa de valer,
0 que mostra que nao se trata de um principio tao geral
como quer Maupertuis.

Por exemplo: se considerarmos como incégnita o
comprimento da alavanca y e considerarmos conhecida
a distancia k& do corpo A até o ponto em torno do qual
a alavanca gira, a acdo seria (segundo o raciocinio de
Maupertuis) Ak? + B(y — k)2, Se essa acio deve ser
a minima possivel, entdao, derivando em relacao a v,
teremos

2B(y — k) = 0,

e, portanto, o ponto em torno do qual a alavanca gira
deveria coincidir com a posicao do corpo B, o que
estd errado. Ou seja, Maupertuis s6 consegue chegar
onde quer escolhendo como incognita a distancia entre
o corpo A e o ponto de equilibrio.

Podemos aplicar um raciocinio semelhante ao de
d’Alembert ao caso da colisao entre corpos, e veremos
que nao se obtém mais o resultado correto se mudarmos
a incognita da equagao.

Como vimos, Maupertuis obteve a velocidade final
da colisdo nao-eldstica supondo que A(a—x)*+B(x—b)?
fosse um minimo, onde a é a velocidade inicial do corpo
A, b a velocidade inicial do corpo B, e x a velocidade
final do conjunto. Suponhamos, no entanto, que conhe-
cemos a velocidade final, que chamaremos de ¢, e quere-

mos achar a velocidade inicial de A, que chamaremos de
w. Teremos, segundo o raciocinio de Maupertuis, que
A(w — ¢)? + B(c — b)? deve ser um minimo. Derivando
em relagdo a w e igualando a zero, temos 2A(w—c¢) = 0,
portanto w = ¢. Ou seja, a velocidade inicial do corpo
A deveria ser igual a velocidade final ¢ do conjunto, o
que é absurdo. Portanto, o raciocinio de Maupertuis s6
leva ao resultado correto com uma escolha particular
de incégnita, ao contrario do que costuma ocorrer com
as boas leis da fisica.

Outra critica foi feita por d’Arcy no seu artigo Refle-
xions sur le principe de la moindre action de M de Mau-
pertuis, de 1749 (portanto, logo depois da publicacao
do trabalho de Maupertuis).® D’Arcy mostrou, como
foi feito neste artigo, que as demonstragoes no caso
da colisao entre corpos eram incoerentes. No caso do
equilibrio da alavanca, d’Arcy mostrou que a acdo nao
seria minima, mas que valeria algo muito préximo ao
que hoje entendemos como conservacao do momento
angular [11].

Outras contestagoes estavam relacionadas com a au-
toria do principio. Em 1751, Samuel Konig reproduziu,
com o consentimento de Maupertuis, na Acta Erudi-
torum de Leipzig [12], uma carta de Leibniz a Herman
de 1707 em que o principio de acao minima era apli-
cado ao movimento. A atitude de Koénig gerou confli-
tos dentro da Academia de Berlim, levando a sua ex-
pulsdo. Apods ser expulso da Academia, Koénig publicou
o Apelo ao piblico em que se defendia das acusagoes e
mostrava os problemas existentes no trabalho de Mau-
pertuis. Uma carta de Daniel Bernoulli a Bouguer”
indica que os Bernoulli também criticaram o trabalho
de Maupertuis [13]:

Viste o apelo do Sr. Konig contra o Sr.
de Maupertuis; o pobre Maupertuis me faz
pena; seus aduladores o carregaram e ele
nao prestou suficiente atencao as coisas que
eu lhe havia indicado e que deveriam pelo
menos ser suspeitas; sua decisao sobre as
leis do choque dos corpos perfeitamente du-
ros [ineldsticos] é quase ridicula e ele estava
demasiadamente enamorado do resto.

Apesar de ter sido alvo de varias criticas, o principio
de acao minima de Maupertuis teve um importante de-
fensor: Leonhard Euler. Por motivos nao muito cla-
ros, mas provavelmente pelo fato de Maupertuis ser
o presidente da Academia de Berlim e Euler um dos
secretdrios, logo apds a controvérsia com Konig, Eu-
ler publicou um artigo em que defendia o principio de
Maupertuis. Em outro artigo, analisamos alguns aspec-
tos extracientificos da controvérsia sobre o principio de
agao minima [14].

SEm 1752 d’Arcy publicou outro trabalho em que criticava a aplicacdo do principio de agdo minima de Maupertuis & éptica.

7Carta de Daniel Bernoulli a Bouguer, de 10 de dezembro de 1752.
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8. O principio de Euler

Em 1744, Euler publicou um trabalho em que estu-
dava as condigbes de méximos e minimos de curvas [15].
Como apéndice desse trabalho, Euler analisou o movi-
mento de um projétil em um meio nao-resistivo, che-
gando a conclusao de que o movimento seria tal que
a integral do produto da massa pela velocidade e pelo
espago seria minima. Essa integral parece muito com o
que entendemos hoje por agao, mas Euler nao chamou
esse produto de agao e nao associou esse valor minimo
a uma causa final.

Em seu trabalho de 1746, Maupertuis afirmou que
o trabalho de Euler era uma aplicagao de seu principio
de acdo minima. Além de corroborar a afirmacao de
Maupertuis em trabalhos posteriores, Euler procurou
explicar como o principio de agao minima vale para o
caso das colisoes, associando-o a impenetrabilidade dos
corpos.

Nas suas Lettres a une princesse d’Allemagne sur di-
vers sujets de physique et de philosophie, Euler escreveu
uma carta “Sobre a origem e a natureza das forcas” e
outra “Sobre o mesmo assunto, e sobre o principio da
acdo minima”’. As duas cartas sdo datadas de novembro
de 1760. Na primeira dessas cartas, Euler argumenta
que a causa das forgas que existem entre as particulas é
a sua impenetrabilidade. Suponhamos que existem dois
corpos A e B, dos quais A estd parado e B estd se mo-
vendo na direcao de A. Pela lei da inércia, A tenderia
a continuar parado, e B tenderia a continuar em movi-
mento em linha reta com a mesma velocidade, mas isso
nao pode acontecer a menos que B atravesse o corpo A.
Por causa da impenetrabilidade, B nao pode atravessar
A e, portanto, ou A vai ter que se mover, ou B vai mu-
dar seu movimento, ou ambos vao alterar seus estados
de repouso e movimento. “E, portanto, a impenetrabi-
lidade dos corpos que contém a verdadeira origem das
forcas que mudam continuamente o estado dos corpos
nesse mundo; e isso é o verdadeiro desvelamento do
grande mistério que atormentou tantos filésofos” [16].

Euler continua, introduzindo o principio de agao
minima [16]:

Deve-se notar bem que, em geral, os cor-
pos nao agem uns sobre os outros a nao ser
quando sua impenetrabilidade é atacada; e
dai resulta uma forga capaz de mudar o
estado de cada corpo, exatamente o sufi-
ciente que é necessario para que nao ocorra
nenhuma penetracao, de modo que uma
forga menor do que essa nao seria suficiente
para produzir esse efeito. [...] vé-se que dai
resulta a menor forca que ainda seja capaz
de evitar a penetragao.

[...] e essa acdo é sempre a menor que seja
capaz de impedir a penetracao. E aqui,
portanto, que Vossa Alteza encontrard, con-
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trariamente ao que se esperaria, o funda-
mento do sistema do Sr. de Maupertuis,
tao elogiado e contestado. Seu principio é o
da agcao minima, pelo qual ele assume que,
em todas as mudangas que ocorrem na na-
tureza, a agao que as realiza é sempre a me-
nor possivel. Da maneira como tive a honra
de apresentar esse principio a Vossa Alteza,
é evidente que ele estd perfeitamente fun-
damentado na prépria natureza dos corpos,
e que os que 0 negam cometem um grande
erro, mas nao tao grande quanto aqueles que
zombam dele.

Essa apresentacao do principio de agao minima é
muito curiosa. Em primeiro lugar, porque ela é total-
mente nao-técnica e foge ao espirito tanto do trabalho
de Maupertuis quanto das contribuicées do préprio Eu-
ler, que sao eminentemente quantitativas. Em segundo
lugar, por tentar justificar o principio da agao minima a
partir da impenetrabilidade dos corpos. E interessante
notar também a semelhanga entre a apresentacao de
Euler e as idéias de Malebranche - embora haja uma
diferenca fundamental, ja que Malebranche introduziu
consideragoes a respeito de Deus em todos os seus ra-
ciocinios, e Euler nao fez consideragoes teoldgicas na
analise apresentada acima.

9. Consideracgoes finais

As criticas ao trabalho de Maupertuis mostram que ele
nao conseguiu atingir os objetivos a que se propunha:
encontrar um principio geral e demonstrar matemati-
camente a existéncia divina. Ainda assim, talvez pelos
trabalhos que Euler publicou depois, em que tenta justi-
ficar o principio de agdo minima, Maupertuis continua
a ser considerado o primeiro a estabelecer tal principio.
A aplicagcao que Maupertuis faz do principio de agao
minima ao caso dos choques e do equilibrio da alavanca
estd muito mais voltada para a concepcao metafisica e
das causas finais do que para o significado cientifico,
nos termos atuais. Sob o ponto de vista fisico, suas
dedugoes estavam repletas de problemas (que foram no-
tados na época), sendo invdlidas, apesar de chegar a
resultados corretos.

O principio de agao minima s6 terd uma formulagao
mais parecida com a adotada atualmente depois dos
trabalhos de Lagrange e Hamilton. Com a introdugao
do célculo variacional e com uma conceituagao pura-
mente mecanica, o principio de acao minima passa
da interpretacao metafisica para a descricao do movi-
mento.
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