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Uma familia de equacoes diferenciais ordinarias nao lineares com ordem arbitraria é obtida no contexto da
mecanica estatistica nao extensiva baseada na entropia de Tsallis. E desenvolvida explicitamente uma extensao
do método WKB para equagdes de segunda ordem a qual é aplicada para resolver aproximadamente uma classe
de equagOes que contém como caso particular a equacao de Thomas-Fermi para um dtomo livre e para um ion
sujeito a um campo magnético intenso. Espera-se que o procedimento apresentado aqui possa ser 1til na dis-

cussao de outros processos nao lineares.

Palavras-chave: entropia de Tsallis, método WKB, equagoes diferenciais nao lineares.

A family of nonlinear ordinary differential equations with arbitrary order is obtained in the non-extensive
statistical mechanics scenario based on the Tsallis entropy. It is developed explicitly a WKB-like method for
second order equations and it is applied to solve approximately a class of equations that contains as special case
the Thomas -Fermi equation for a free neutral atom and heavy ion subjected to a strong magnetic field. It is
expected that the procedure presented here can be useful in the discussion of other nonlinear processes.
Keywords: Tsallis entropy, WKB method, nonlinear differential equations.

1. Introducao

Em geral, quando uma nova teoria é empregada para
investigar alguma situacao fisica, surgem com ela con-
ceitos que sao usados em varios contextos diferentes
daquele que ela foi originalmente proposta. Por exem-
plo, devido a mecanica quantica, idéias relacionadas ao
principio da incerteza foram largamente disseminadas
nas mais diversas areas do conhecimento. Outro exem-
plo advém dos estudos sobre transicoes de fase em sis-
temas termodinamicos, que conduziu ao uso de con-
ceitos de invariancia de escala em intimeros contextos.
Mais recentemente, tem sido explorada uma nova forma
entrépica, a entropia de Tsallis [1]

w q
5= et ey 0

que tem como caso limite a entropia de Boltzmann-
Gibbs-Shannon (BGS)

w
S1=-kY pilnp;, (2)
i=1
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quando ¢ — 1. Naturalmente, existem casos que ilus-
tram como podem existir conceitos baseados em S, que
nao sao necessariamente ligados a mecanica estatistica
no seu sentido tradicional. Neste trabalho serd mos-
trado detalhadamente como uma dessas situagoes pode
ocorrer.

Uma propriedade curiosa de S, surge quando dois
sistemas independentes (A e B) sao considerados. Em
tal situagao, as probabilidades sao decompostas na
forma de produto e, dai, verifica-se que

S)ALB) _S,(4)  S,(B)
k -k + k +
(1 - g) 2ol 5l D) 0

Essa relagao mostra que o carater nao extensivo de S,
reduz-se ao extensivo no limite ¢ — 1, assim como é
esperado que aconteca com uma mecanica estatistica
baseada na entropia de Tsallis. Além disso, a proprie-
dade de (pseudo) aditividade (Eq. (3)) permite inter-
pretar o indice entrépico ¢ como um indicador do grau
de nao extensividade de S;. Devido a essa proprie-
dade, a mecanica estatistica generalizada, que esta ba-
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seada na entropia de Tsallis, é comumente denominada
de mecanica estatistica nao extensiva. FEla também
tem sido referida como mecanica estatistica de Tsallis,
estatistica de Tsallis, mecanica estatistica generalizada
ou estatistica generalizada.

Essa mecanica estatistica tem sido aplicada em
varios contextos, oferecendo uma possivel estrutura
tedrica para sistemas e situagoes em que o formalismo
da mecanica estatistica usual nao se mostra adequado.
De uma maneira geral, exemplos dessas inadequagoes
ocorrem quando sao considerados sistemas de muitas
particulas com interacao de longo alcance, estados me-
taestaveis, presenca de memoria de longo alcance, frac-
talidade do espaco de fase, sistemas complexos entre ou-
tros [2-7]. Do ponto de vista matemédtico, uma genera-
lizagao da fungdo exponencial (a g-exponencial) ocupa
um papel central na estatistica de Tsallis, pois ela esta
relacionada com a generalizacao da distribuicao de pro-
babilidade canoénica (o peso estatistico de Gibbs). Por
exemplo, a partir da g-exponencial uma equacao do tipo
Fokker-Planck nao linear tem sido amplamente investi-
gada [8] e conduz a uma generalizacao da fungdo Gaus-
siana (a ¢-Gaussiana). Outro exemplo estd relacionado
com uma g-dlgebra [9] que tem aplicagoes a uma gene-
ralizacao do teorema do limite central quando ha pro-
babilidades altamente correlacionadas [10].

Neste trabalho ilustraremos justamente esse aspecto
central desempenhado pelas g-exponenciais via cons-
trugao de uma familia de equacoes diferenciais nao-
lineares (se¢@o 2). A seguir, considerando essa familia
de equagoes, é desenvolvida uma generalizagdo (ex-
tensdo) do método WKB (Wentzel-Krammers-Brilloin)
para obter solugoes aproximadas (se¢ao 3). Como
aplicacao desse método, é considerada a equagao de
Thomas-Fermi para para um atomo livre e para um
fon pesado em campo magnético intenso (segao 4).
As consideracoes finais sobre esses desenvolvimentos
que conectam uma familia de equagoes diferenciais or-
dindrias nao lineares e algumas de suas aplicagdes com
a entropia de Tsallis sao apresentadas na secao 5.

2. Familia de equacoes diferenciais nao
lineares

Muitos sistemas em varias dreas do conhecimento sao
modelados pela equagdo de decaimento (crescimento)
exponencial

dp
—+Ap=0 4
gy TAP=0, (4)

cuja solugao geral é
p(x) = poexp(—Az) ()

que corresponde & condigao inicial p(0) = p,. E in-
teressante observar que essa solucao tem uma inter-
pretacao entrépica. De fato, se a entropia usual de

BGS,
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b
s== [ @) wp(e) . (6)

for maximizada sujeita aos vinculos

o= /abp(x) dx (7)

b
8= / x p(x) dx, (8)

a solugao da Eq. (4) para a < x < b é obtida nova-
mente. Os parametros a e 3 sdo ajustados para obter
po e A. Se a =1, p(z) pode ser interpretado como uma
densidade de probabilidade. Porém, essa escolha para
«a nao é necessaria nas discussoes deste trabalho.

Visando generalizar a solugao (5) e conseqiiente-
mente a Eq. (4), observemos que a entropia de Tsallis
(1), na versdo continua, também pode ser maximizada
sujeita ao vinculo da Eq. (7) e com o vinculo da Eq. (8)
substituido por

b
6= / x p(x)? do. (9)

Esse procedimento resulta em

p) =po [L=(1—q)ps~ 2]/ (10)
que recupera a distribui¢do exponencial (Eq. (5))
quando ¢ — 1. Naturalmente, p, depende de «, (¢ q.
Mais comumente, a funcao [1 4 (1 — ) 2]"/*~? é cha-
mada de g-exponencial. Para garantir que essa funcao
seja real quando g e x sao reais, ela é considerada nula
sel+(1—¢q)z<0.
Por inspegao direta, verifica-se que a funcao g¢-
exponencial (Eq. (10)) satisfaz a equac¢ao nao linear

dp

dx
sujeita a condigao inicial p(0) = pg. A solugao (11) pode
ser interpretada como um decaimento com meméria (da
condicao inicial), cujo tempo caracteristico é 7 =1/A.f
com Ao = Ap?~—1. Assim, o indice entrépico ¢ dita o
grau de memdria presente na solugao (10).

Por sua vez, a generalizagdo natural da Eq. (4)
para equagoes diferenciais de ordem superior é a familia
das equacgoes diferenciais lineares de ordem arbitraria
com coeficientes constantes. O N-ésimo elemento desta
familia é dado por

+Ap? =0, (11)

N

dnp

n == 0; 12
Y a Ton (12)

n=0

e a equacgao algébrica correspondente para A é

N
S an(=N" =0, (13)
n=0
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que é obtida usando a exponencial (solu¢ao (5)) como
ansatz. Tendo em vista as colocagoes anteriores, a
generalizagdo da Eq. (12) no contexto nao extensivo
é escrita como [11]

N an
S g p N0 g, (14)
dz™
n=0
e a generalizacao correspondente da equacao algébrica
(13) é

N—-2
an (NN H [( + 1)g — ] (15)

j=0

N—1 N—2
+ Dan(-N" I G+Dg-d+a=0.

n=1 j=N-n—1
A dltima equacao é aplicavel para N > 2 e quando
N =1 ela deve ser substituida por a;(—\) 4+ ag = 0.
Sem perda de generalidade o N-ésimo termo da Eq. (14)
foi considerado linear em p(x). Além disso, devido a
nao linearidade da Eq. (14), uma combinagao linear
de suas solugoes particulares nao é uma nova solugao,
em contraste com o caso da Eq. (12), o qual obedece o
principio de superposicao.

E possivel ampliar o dominio de aplicagao da Eq.

(11) permitindo que A se torne uma fungao de x. Nesse
caso, a solucao é

p(z) = po [1 o [ ) A(z)dz} e

com p(0) = pp. De forma similar, as constantes a,, na
Eq. (14) podem ser fungoes de z, isto é,

N dn
D ) g p N =0, ()
n=0 X

Antes de iniciar a préoxima secao, ilustraremos trés
situagoes relacionadas & Eq. (11). Se uma particula
move-se com velocidade suficientemente alta num flui-
do, tem-se uma situagao com turbuléncia e a equagao
de movimento para particula é m dv/dt = —yv? [11]. A
Eq. (11) também ocorre em cinética quimica, em que
p representa a concentragao de um dado reagente [12].
Se A(z) =bx, a Eq. (16) conduz a uma ¢-Gaussiana e
a uma Gaussiana se ¢ — 1.

3. Aproximacao WKB generalizada

Como no caso linear (¢ = 1), ndo existe solu¢ao geral
para as equagoes do tipo da Eq. (17). E natural, por-
tanto, levar a efeito um enfoque aproximado para obter
alguma informacgao sobre solucoes particulares. No que
segue, uma generalizagdo do método WKB (Wentzel-
Kramers-Brillouin) para ¢ # 1 é desenvolvida explici-
tamente para o caso N = 2.
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No método WKB usual [13, 14], solucoes aproxima-
das da equacao

&p
da?

= f(x)p (18)

podem ser obtidas quando f(x) é uma fungio que va-
ria lentamente com z. Nesse caso, uma fungao auxiliar
g(z) definida pela relagdo p(x) = exp(g(z)) é empre-
gada. Substituindo-a na Eq. (18) e negligenciando o
termo d?g/dx? obtém-se a solugdo aproximada

) e (£ [ ()20 ). (19)

No contexto da mecanica quantica, aproximagoes desse
tipo sao empregadas, por exemplo, para estudar tune-
lamento em barreira de potencial e para obter a regra
de quantizacao de Bohr-Sommerfeld.

A partir dos desenvolvimentos anteriores, uma gene-
ralizacao natural desse procedimento é considerar a
Eq. (17) com N = 2,

& fa)p*at (20)
dax? ’
empregando uma g-exponencial, isto é,
pla) = [1+ (1 = q)g(x)]/ 9. (21)
Em termos de g(z), a Eq. (20) torna-se

2 2
1 -adgs () ~r=0 @)

Seguindo o procedimento WKB usual, o termo d?g/dx?
é negligenciado na primeira aproximacao e obtém-se
entao

g(x) =~ :I:qfl/2/f(x)1/2dx, (23)

e finalmente

]1/(1!1) (24)

s = |14 0-0) 2 [ a0
Consistentemente, a condi¢cao de validade desta apro-
ximagao é

&g
dx?

df /dx
2q1/2f172

(25)

<<‘f‘

- ’ 1+(1-qg|
O presente desenvolvimento é indicado para casos nos
quais alguma solucao particular pode ser considerada
uma boa aproximacao, visto que superposicoes das
solugdes nao é uma nova solugdo da Eq. (20), em con-
traste com o caso linear (¢ = 1). Note também que
as solugoes (23) podem ser melhoradas por meio de
iteragoes (reescrevendo sucessivamente a solugao (23)
na Eq. (22)).
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4. Aplicagao a equacao de Thomas-
Fermi

A teoria de Thomas-Fermi, publicada independen-
temente por L.H. Thomas [15] e E. Fermi [16], ¢é
uma aproximacgao baseada em um procedimento semi-
classico. Ela é 1til em prover estimativas numéricas e
caracteristicas fisicas para muitos problemas e questoes
fundamentais, por exemplo, em fisica atomica, em
astrofisica e fisica de plasmas, como fica caracterizado
pelos muitos artigos cientificos existentes. Conside-
rando um atomo, o principal objetivo do método é obter
uma energia potencial efetiva para uma carga infinitesi-
mal e calcular aproximadamente a densidade eletronica
em torno do ntcleo atomico. De uma maneira geral, a
equacao de Thomas-Fermi sem corregoes relativisticas
é [17]

Pon  [pal@))”

dx2 pn—1 :
Nesse ponto, seguindo a secao prévia, verifica-se que
uma solugao particular (aproximada) desta equagao
pode ser escrita como

(26)

9 1/2
= (1£(1—- —_—
eule) = 120 (27)
2 (3-n)/2 Z/A-n)
(3 o + C)} ) (27)

em que C' é uma constante de integragdo. Ao compa-
rar essa solucao com o resultado da Eq. (24), tem-se
que ¢ = (14 n)/2 corresponde ao indice que caracte-
riza a entropia de Tsallis. Deve ser notado ainda que
a escolha do sinal na Eq. (27) deve ser regida pela
compatibilidade com as condic¢oes de contorno.

No caso particular de um atomo livre neutro, os
elétrons sao confinados sob a agao de um potencial
efetivo esfericamente simétrico ¢(r). Supoe-se pe-
quena variacao na posicao r, de tal forma que o sis-
tema é estudado pela estatistica de Fermi-Dirac para
particulas livres [13, 18]. E conveniente introduzir
a varidvel adimensional z dada por r = bxr com
b = 0,885a0/Z"3 e ay = h*/me?. Efetuando a
substituigao ¢(r) = —(Ze2p(z))/r, com densidade
eletronica apropriada, na equagao de Poisson para ¢(r),
obtemos

d2

T;s — 12 <,03/2, (28)
cujas condigoes de contorno sao ¢(0) =1 e p(o0) = 0.
Neste caso n = 3/2 e conseqiientemente ¢ = 5/4. Esco-
lhendo a solugao particular ajustavel a essas condigoes
de contorno, temos

@3/2(1) = (1 + % x3/4>_ ) (29)

Neste exemplo, a condi¢ao de validade da Eq. (25) é
reduzida a z3/* > 31/5/28.
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. ——q-WKB
e | Sommerfeld

Funcao de Thomas-Fermi

Figura 1 - Solucao aproximada da equagdao de Thomas-Fermi
com n = 3/2: este trabalho (q-WKB), Sommerfeld e a solugdo
numérica.

A solucao da Eq. (28) tem um comportamento
assintdtico descrito por p(x) ~ 144 z73. Com base
nesta forma assintética, Sommerfeld, em 1932 (veja,
por exemplo, a Ref. [19]), obteve uma solucao analitica
aproximada

o(x) = [1 + (z)d] b (30)

com a = 12%2/3 | d=0,772, ¢ ¢c = 3/d = 3,886.

Sao comparados na figura Fig. (1) os resultados
obtidos neste trabalho (Eq. (29)), a solugao de Som-
merfeld (30), e a solugao numérica. Os resultados estao
em bom acordo. Em um contexto geral, quando f(z)
é uma fungao suave, a solu¢ao aproximada correspon-
dente torna-se mais acurada. Em particular, quando
f(x) é uma constante, nossa solucao torna-se exata.
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€ N | num
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o
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Z o
0.0 — — —  ———
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

Figura 2 - Solugao analitica aproximada da equacao de Thomas-
Fermi para um fon em campo magnético intenso (n=1/2) e a
solu¢do numérica.
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No contexto astrofisico é comum a presenga de cam-
pos magnéticos intensos que sao relevantes em estu-
dos, por exemplo, da emissao de elétrons e fons de su-
perficies de pulsares, da abundéancia de elementos na ra-
diacao cosmica e propriedades da matéria que dé forma
a crosta exterior de estrelas de néutrons magnéticas
[20, 21]. Nesse sentido, é importante investigar o caso
de um fon em um campo magnético intenso. Em tal
caso, no modelo estatistico de Thomas-Fermi ha a se-
paracao do movimento transversal do longitudinal, com
respeito a direcao do campo magnético, de tal forma
que o movimento transversal é determinado apenas pelo
campo magnético. Segundo a Ref. [21], a equagao de
Thomas-Fermi pertinente para esse estudo é

o _ e
a7

o2 (31)

Desta forma, n = 1/2 e ¢ = 3/4. A solugdo, com a
condigao de contorno ¢(0) = 1 e limitada na posigao

7

o, €

P1/a(z) = (1 — 5\2/5555/4)4. (32)

Nessa solucao a varidvel adimensional = é dada por
r o= ag2 355> ZV5(eB/m?) =%/ %z, onde a é a
constante de estrutura fina e B o campo magnético ex-
terno. A condicao de validade é 254 > 5\/3/32. A
fungdo é mostrada na Fig. (2) em que zy = (5/2 X
31/2)4/5,

5. Conclusao

Neste trabalho, por meio da aplicagao da entropia de
Tsallis em substituicao a de BGS, ¢ ilustrado como a
mudanca de algum aspecto bésico de uma teoria pode
conduzir a cendrios completamente novos. Em parti-
cular, é visto como conceitos baseados na entropia de
Tsallis foram empregados para obter uma familia de
equagoes diferenciais ordinarias nao lineares. A equacao
de primeira ordem desta familia é uma extensao do de-
caimento exponencial e apresenta na solu¢ao uma com-
ponente de memoria. Além disso, para equacoes de
segunda ordem foi apresentado um procedimento ge-
neralizado para o método de aproximagao WKB e obti-
das as solugoes aproximadas. O procedimento foi apli-
cado para a equacgao de Thomas-Fermi para um atomo
neutro livre e para um fon sujeito a campo magnético
intenso. Os resultados estao em acordo com a litera-
tura mostrando que o procedimento é vidvel e pode
ser aplicado em outros contextos nao lineares. De uma
maneira geral, poderia se pensar que o procedimento
empregado neste trabalho seria apenas uma ferramenta

matematica, mas sua conexao com a entropia de Tsallis
amplia as possibilidades de interpretacao.
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