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Neste trabalho mostramos explicitamente como determinar as fungdes de Green para o calculo da forga de
Casimir devido a campos escalares entre fronteiras representadas por duas fungoes delta de Dirac em 141 di-
mensoes. Reobtemos os resultados de K.A. Milton (J. Phys. A37, 209 (2004)), porém mostrando de forma

detalhada os célculos das funcées de Green.
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In this work we show explicitly how to determine the Green functions for the calculation of the Casimir force
due to scalar fields between boundaries represented by two Dirac delta functions in 141 dimensions. With this
purpose, we re-obtain the K.A. Milton results (J. Phys. A37, 209 (2004)), showing in the detailed form the

calculations of the Green functions.
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1. Introducgao

A teoria quantica de campos é a mais bem sucedida
teoria que une em uma sb estrutura conceitual os
principios da mecanica quantica e da relatividade es-
pecial. Nela as particulas sao interpretadas como as
excitagoes dos campos. A quantizacao de uma teoria
de campos implica em transformar os campos em op-
eradores que atuam sobre vetores que pertencem a um
particular espaco vetorial complexo, chamado espaco
de Fock ou de nimero de ocupacao. Esse espaco ve-
torial é um produto direto dos espacos de Hilbert as-
sociados a osciladores harmoénicos independentes, onde
as excitagoes elementares desses osciladores sao associ-
adas a particulas. Essa teoria quantica mostra que o
vdcuo ou o estado de minima energia nao é um espago
absolutamente vazio, mas sim um espaco no qual pe-
quenas e rapidas flutuagoes dos campos (oscilagoes)
ocorrem a todo momento e em toda parte. Essas sao
também conhecidas como flutuagdes de ponto-zero. As
flutuacoes de ponto-zero podem ser interpretadas como
uma continua criagao e aniquilagao de particulas virtu-
ais, ocorridas em intervalos de tempo muito pequenos.
Um campo livre é um sistema com infinitos graus de
liberdade, podendo ser considerado como uma colegao
infinita de osciladores harmonicos desacoplados, cada
um com uma freqiiéncia propria de oscilacdo. Essas
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freqiiéncias sao chamadas de fregiéncias normais de
vibragao. Dessa maneira uma teoria de campos livres
quantizados é tratada como um sistema de infinitos os-
ciladores harmonicos quanticos desacoplados.

O efeito Casimir é um fenémeno de natureza
quantica, e estd associado as oscilagoes de ponto-zero
do estado de vacuo dos campos quanticos. O efeito é
uma conseqiiéncia das distorgoes na energia do vacuo
dos campos devidas a presenca de contornos. Esse
efeito foi predito por H.B. Casimir [I] em 1948. Em
seu trabalho original, Casimir previu que, devido a flu-
tuagoes quanticas do campo eletromagnético, duas pla-
cas metalicas, planas, paralelas e eletricamente neutras
(aterradas) se atrairiam com uma for¢a de médulo igual
a

m2he

= 2400t

(1)

onde A é a area das placas e a a distancia entre elas.
Para placas de 1 cm? de 4rea e separadas de 1 pym, a
forga de atracao, por unidade de drea, entre a placas é
de 0,013 dynas/cm? (1,3 mPa).?

Embora as flutuagoes de ponto-zero dos campos no
vécuo do espaco livre (sem contornos) nao sejam ob-
servadas, a presenca de contornos muda essa situacao.
A energia de Casimir é determinada matematicamente

20 leitor interessado encontrard revisdes em inglés na Ref. [2] e em portugués na Ref. [3].
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como a diferenca entre a energia de ponto-zero do vacuo
do campo eletromagnético na presenca de condigoes de
contorno e a energia de ponto-zero do mesmo campo no
espaco livre. Dessa maneira, esse efeito esta relacionado
com as diferengas na densidade de energia do vécuo,
provocadas pelas alteragoes nas condi¢oes de contorno
impostas aos campos no vacuo. Assim, delas obtém-se,
como resultado, uma forca de atracao inversamente pro-
porcional & quarta poténcia da distancia entre as placas
no vacuo do campo eletromagnético. Essa forga foi me-
dida experimentalmente por Sparnaay [4] em 1958, en-
tretanto devido & enorme imprecisao de suas medidas,
Sparnaay pode apenas mostrar que seus resultados ex-
perimentais eram compativeis com a previsao tedrica de
Casimir. Experimentos realizados separadamente por
Lamoureaux em 1997 [5], usando o péndulo de torsao,
e Mohideen e Roy em 1998 [6], usando o microscépio
de forca atomica, marcam, devido ao seus altos graus
de precisoes, uma nova fase (chamada moderna) nas
medidas da forga de Casimir. Diversos outros experi-
mentos [7] confirmaram o efeito Casimir com alto grau
de precisao.

Ao estudar um fenémeno natural, quase sempre
procuramos iniciar pela abordagem de um modelo ide-
alizado, mais sem perder as caracteristicas mais rele-
vantes do fendmeno em estudo. Este é o caso da abor-
dagem tradicional do estudo do efeito Casimir. Nela,
as interagoes fisicas entre as flutuagoes dos campos e a
matéria de que sao formadas as fronteira® sdo trocadas
ab initios por condigoes de contorno idealizadas. Em
geral as condigoes de contorno sob as quais estao su-
jeitos os campos quanticos restringem os possiveis valo-
res de oscilacdo dos modos do campo em consideracao.
Contudo, esse tratamento convencional de condicoes de
contorno idealizadas para a determinacao da energia de
Casimir dos campos quanticos, claramente nao captura
as caracteristicas dos materiais reais. Um material real
nao pode confinar modos de excitacées do campo eletro-
magnético com comprimentos de onda muito menores
do que o comprimento de onda de plasma do material,
nao obstante condigoes de contorno idealizadas confi-
nam todos os modos.

Nos tltimos anos, o desenvolvimento de novas
técnicas de medidas para a forca de Casimir tém per-
mitido atingir elavadas precisoes. Em microeletronica
os efeitos das flutuagbes do vacuo tém se tornados
relevantes. Assim, novos interesses tém surgido no
efeito Casimir. Entre eles, a necessidade de previsoes
tedricas mais precisas que possam ser testadas e que
sejam de importancia consideravel no estudo das no-
vas técnologias de micro e nanodispositivos. Nesses ca-
sos, somos levados a considerar condi¢oes de contorno
mais realistas. Realmente, propriedades detalhadas dos
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materiais, tais como: absorgao, rugosidade e efeitos de
temperatura finita; tornam-se muito relevantes devido
as precisoes atingidas nos experimentos.

O estudo dos efeitos das flutuagoes do vécuo, tais
como a forca e a energia de Casimir, em meios materi-
ais realistas foi inicialmente feito por Lifshitz em 1956
[8]. Ele propds uma teoria macroscépica para forgas
atuando entre duas espessas placas paralelas (semi-
infinitas), formadas por materiais dielétricos depen-
dentes da freqiiéncia e¢(w), separadas por uma fatia in-
finita de outro material dielétrico. De acordo com essa
teoria, as oscilagbes do vacuo sao modeladas pelas flu-
tuagoes do campo eletromagnético propagando-se den-
tro do material dielétrico descrito por uma permissivi-
dade dielétrica dependente da freqiiéncia. A teoria de
Lifshitz nos permite calcular a for¢a de Casimir con-
siderando efeitos de temperatura finita (diferente de
zero), bem como de condutividade finita.

Para tratar o efeito Casimir de forma mais real-
ista, devemos considerar as interacoes das flutuacoes
dos campos com a matéria das fronteiras, que modi-
ficam o vacuo do espago livre, ao invés de introduzir
condigoes de contorno idealizadas. Para esse fim, in-
troduzimos na teoria um potencial de interacao dado

por .
50(@)¢*(@),

onde o(x) representa o campo do material da fronteira.
Escolhas adequadas para o campo o(x) permitem mod-
elar as fronteiras. Assim, fronteiras que podem ser con-
sideradas como planos em 3+1 dimensoes ou pontos em
141 dimensoes sao descritas por fungoes delta de Dirac.
Dizemos que nesses casos estamos no limite nitido. Nos
casos em que os potenciais sdo fungoes delta de Dirac, a
forga de Casimir é em geral determinada empregando-se
o método do tensor energia-momento, calculado através
das funcoes de Green. Essas fungoes de Green podem
ser obtidas de uma forma elegante, fazendo uso das pro-
priedades das fungdes delta de Dirac [9)].

O objetivo principal deste trabalho nao é reobter a
forga de Casimir entre fronteiras descritas por potenci-
ais delta de Dirac, utilizando o método baseado no ten-
sor energia-momento. Embora esse resultado ja exista
na literatura [10], em nosso trabalho, apresentaremos
um célculo detalhado das funcoes de Green relevantes
para o problema.

O trabalho estd organizado da seguinte forma: na
secao 2 calculamos a forga de Casimir devido a cam-
pos escalares entre fronteiras representadas por duas
funcoes delta de Dirac. A subsecdo 2.1 é dedicada
ao calculo explicito das funcoes de Green. Na secao
3 apresentamos nossas consideracoes finais. Ainda ha
um apéndice, onde mostramos que, no limite em que

3Por fronteiras aqui queremos dizer os objetos que limitam regides do espaco, e @0 uma interface entre dois meios.

4No caso de placas condutoras paralelas, as freqiiéncias sdo dadas por wz = ¢ k2 + k%: + % 2, onde n = 0,1,2,3,...

P eacea

distancia entre as placas, perpendiculares ao eizo Z. Portanto, para cada valor de n existe um conjunto continuo de valores que w pode

assumir.
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as constantes de acoplamento tende para infinito, as
fungbes de Green obtidas na segdo 2 s@o as mesmas
obtidas para condicoes de contorno de Dirichlet ho-
mogéneas. Nos escolhemos realizar nossos calculos em
141 dimensoes de forma a simplificar a dlgebra, e assim
tornar mais transparente o método de determinagao das
fungoes de Green.

2. Efeito Casimir com potenciais delta
de Dirac em 141 dimensoes

Nesta secao noés determinaremos a forca de Casimir
para um campo escalar real, em 141 dimensoes, in-
teragindo com um potencial descrito por funcoes delta
de Dirac nas posi¢coes * = 0 e x = a. No limite em
que as constantes de acoplamento tendem para infinito
(chamado limite forte) a teoria se torna aquela do efeito
Casimir original [11].

Nos calculamos a forga de Casimir a partir do ten-
sor energia-momento, determinado usando-se fungoes
de Green. As fungoes de Green serdo calculadas a par-
tir da funcdo de Green livre (sem interagao), e é muito
conveniente quando o potencial é descrito por funcoes
delta de Dirac.

A densidade lagrangiana a ser considerada é dada
por

L= Lo+ Lint, (2)

onde
Lo = — 50" 0(x)0u(a) — 5 (), (3)

e o termo de interagao é dado por
1 1.,
Lint = =3 M@ F (@) = SNz - )¢* @), (4)

onde os coeficientes das fungoes delta de Dirac, A e )\/,
tém dimensao de massa.

A energia de Casimir serd obtida a partir das
fungoes de Green,

Gt it ,a') =i <T¢(t, 2)b(t x')> , (5)

onde sua transformada de Fourier da parte temporal é
dada por

/ d . 4 7
Glt.ait o) = [ Greglaio) (O
™

A func@o de Green reduzida em (6) deve satisfazer a
seguinte equagao nao-homogeénea de Klein-Gordon

82 ’ ’
[_3:102 + K2 EN(2) + N d(x—a)| g(z,x ) =

oz —2x), (7)

2

onde k? = p? — w? é uma constante.”

5Nés omitimos o w de g(z, J:/;w) para simplificar a notacao.
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2.1. Determinacao das funcoes de Green

Para resolvermos a Eq. (7)), definimos o operador H,
como

Hy = ——— + K2 8
0 m-f'ﬁ (8)

A fungéo de Green go(z, x,) associada ao operador Hy,

’

ﬁogo(%xl)zfs(ﬂffl’)v (9)
é bem conhecida e facilmente determinada [9].
Fazendo H; ' agir & esquerda na Eq. (9), temos

’

Hy'o(x — ') = golw,2). (10)

Substituindo a definigao (8)) na equagao para a fungao
de Green reduzida (7), obtemos

g(xA, x/) = go(x,x/) — /\H'(;1§(m)g(x7x/) —

A alé(x—a)g(x,x/). (11)

Usando a Eq. (10), o segundo termo do lado direito da
Eq. (11) pode ser escrito na seguinte forma

/\ffo_lé(x)g(x,wl) =
/\/IA{O_l(S(:E —2)8(2)g(z, 2 )dz =
Ago(, 0)9(0,2). (12)

De forma semelhante, o iltimo termo pode ser escrito
como

Ny 'o(a — a)g(w,2') = XN go(w, a)g(a, ). (13)
Substituindo as Egs. (12) e (13) em (11) obtemos uma

nova expressao para a fungao de Green reduzida,

’

g(xw%. ) = go(.’E,CE ) - )\90(1',0)9(071' ) -

A go(z,a)g(a,x). (14)
Agora avaliando a Eq. (14) para os casos em que 2 = 0
e xr = a, temos

/

go(O,x/) — )\,gO(O, a)g(a,z )

0,2) = , 15
9(0.@) 14+ Ago(0,0) (15)
! go(a,x,) — )‘90(0” O)Q(va/)

= . 1
glaz) 14+ XNgo(a,a) (16)
Usando a Eq. (16) para eliminarmos g(a,z ) na

Eq. (15)), temos
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, 90(0, x/) [1 + )\/go(a, a)} — )\/go(O, a)go(a, x,)
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9(0,x ) =

[1 4 Ago(0,0)] [1 + X go(a,a)] — A" Ago(0,a)go(a,0)

De forma ansloga, usamos (15) para eliminar ¢(0,z ) na Eq. (16),

, go(a, x,) [1 4 Ago(0,0)] — Ago(a,0)go(0, x,)

g(aw):[

Queremos, agora, encontrar os valores de go(0,0),
gol(a,a), go(0,a) e go(a,0). Para isso devemos resolver
a Eq. (9),

82 ’ ’
— @go(m,w )+ ﬁQgO(:v,x ) =0, (19)

cuja solugao é

’
1 —n(z —x) '
5:€ , T<=T

/

1 ’
ol ') = 5ol = (20)

R

/

’
1 —k(z—z)
5:€ , T>T

A partir da Eq. (20)), podemos obter os valores de
90(07 O)a g0 (aa a)a gO(Oa (1) € go(a, O)
1 1
90(050) - ﬂv gO(a7a’) - ﬂv
(21)

1 —ka _ 1 —Ka
90(070’) - %6 ) go(a,O) - 2/16 .

Substituindo os valores acima nas Egs. (17)) e (18) obte-
mos uma expressao para a funcao de Green reduzida nos
pontosx =0ex=a

90(0,z") [1 + )\/i} - )\lie_““go(a,x/)

9(0,1' ) = Ae_Q"“a ) (22)
, go(a,x/) [1 + )\i] - )\ie_’mgo((),xl)
gla,z ) = Ae—2ra ; (23)
onde
A N e AN

Para encontrarmos os valores de 90(0,2), go(z,0),
go(a,z ) e go(x,a), devemos ser cuidadosos e analis-
armos a solugdo (20) nas trés regiodes: m,xl < 0
0<J;,J;,<aea<x,x,.

a) Para a regido z,z < 0, obtemos os valores:

! ’

/ 1
90(0,z ) = ﬂem T>, (25)

1+ AgO(Oa 0)] [1 + >‘,90(aa a)] - )‘/)‘90(03 a)QO(aa O) -

(17)
(18)
|
go(z,0) = iem <z (26)
) 2R )

gola,z') = ie_ (a=2") x>z (27)

) 2,{ )
go(z,a) = ie_“(a_m) z<zx. (28)

’ 2K

Substituindo os valores acima nas Eqgs. (22)) e (23),

obtemos uma expressdo para a funcdo de Green re-
duzida nos pontos t =0ex =a

e b% \
— 1 o 2ka _ 7Y 2
9(0,z') 2kA [( + 2/<;> € 2/1] ’ (29)

\enl@+a) A\ A
g(an:)—i%:A [<1+%>—%]. (30)

Dos resultados anteriores podemos obter uma expressao
explicita para a fungao de Green reduzida (14) na regiao
z,x < 0, dada por

/ 1
glo,a) = e

by A A A\ oa
X{%<1—2’{>+2H<1+2H>6 } (31)

.-~ ’
b) Para a regiao 0 < z,z < a, obtemos os
seguintes valores

’ 1 ’ ’

g0(0,z ) = %67"” r<T, (32)
1 —RI !
go(x,O) - ﬂe r>x, (33)
N S /
gola,z) = e >, (34)
1 _ (a—r) /
go(z,a) = ot ' r<x. (35)
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Substituindo novamente os valores acima nas Eqs. (22)
e (23)), obtemos outra expressao para a fungao de Green
reduzida nos pontos t =0ex =a

b% NN et
1 N k(2a—z )
( +2n>€ 2K 1’ (36)

/ 1 A ! A ’
_ - 1 AN k(a+z ) _ 7 k(a—x) )
g(aw) 2kA {( 2/@) ¢ 2% (37)

Dos resultados anteriores, podemos obter uma ex-
pressao explicita para a fungdo de Green reduzida (14)
na regiao 0 < z,x < a, dada por

/ 1

g(O,I):m

g(xV,L‘ ) = e_n‘x_iv | + QHA X
22\ N M\ ioia’
><{(2I€)2 coshm|x—m|—%<1+%>e ( )}
1 A A ‘
- {1 o 2ka ,—k(z+x ).
2kA 2K ( + 2/{) © (38)

-~ / .
c) Para a regido a < x,z , obtemos os seguintes
valores

’ 1 4 ’
go(0,z ) = 2—6_’“ r<x, (39)
K
1 ,
go(.ﬁ,O) - %6 rT>x, (40)
! 1 7n(av/7a) !
go(a,x)f2— r<zx, (41)
K
1 —k(z—a) !
go(w,a) = 7€ T>x. (42)

Como nos casos anteriores, substituindo os valores
acima nas Egs. (22) e (23), obtemos mais outra ex-
pressao para a funcao de Green reduzida nos pontos

r=0ex=a
X by
1+ — | — — 43
< +2/{> 2/1‘|7 ( )
gla,2’) =

eQma A ’ A ’
A —k(z —a) _ 7 —k(z +a)
2kA {<1+ 2/1) ¢ 2% ] - (44

Por fim, dos resultados anteriores, podemos obter uma
expressao explicita para a fungdo de Green reduzida
(14) na regido a < z,z , dada por
’ 1 ! 1 !
r,x ) = 76_K‘$_$ | e—n(:v-‘rw —2a) %
g ) 2K 2kA

by AN 5. A by
X{%<1+%>8 +%<1—%>}. (45)

’

m(?a—w,)
(&
90,z ) =

2k A
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Desta maneira, calculamos as expressoes para a funcao
de Green reduzida nas trés regioes.

Podemos observar que, no limite de acoplamento
forte, isto é, para \,\" — 0o (veja Apéndice), restabe-
lecemos os resultados ji conhecidos na literatura [11].
Por exemplo, para a regiao 0 < z, z < a, temos

sinh kz < sinh k(zs — a)

7
T, T / - - 46
9@ N o ksinh ka (46)
Evidentemente, como esperavamos, esta fungao de

Green reduzida (46)) é nula em z =0 ¢ em = = a.

2.2. Forga de Casimir

A determinacao da funcao de Green nos permite calcu-
lar a forga em uma das fronteiras (em um dos pontos
da fun¢do-d) fazendo uso do valor esperado no vacuo
do tensor energia momento

(TH) = lim | o"0" — 1gWaAa; x
t.x—t' x’ 2
1 .
X EG(t,x;t x| (47)

Assim,

<T00> _ <Tmc> _

. 1 ’ ’ ’
lim [22 (aoao v axax) G(t,z;t ,mf)] .(48)

t,z—t' x’
Definindo o tensor energia-momento reduzido como.
dw
™ .= [ —tI, 49
)= [ 5 (49)
teremos

tye = lim {;j(wz + azaz/)g(x,x';w)] ) (50)

r—x’

!
Note que fizemos t =t .
Para o caso em que a fungao de Green reduzida
.~ ’
encontra-se na regiao 0 < z,x < a, temos

w? w?

e=c’ T op + 2kA %

220 A N
AT N ] N —2k(z—a) _
8 [(2&)2 2K ( + 2/<a> ¢

A A 2Kk
5 (1+2K)e ] (51)

e, além disso, temos

wg(z,x )
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89:8339(']:333 )|93:z' = _2:‘{ - m

K2 52[%X A
_|_

Substituindo (51)) e (52) na Eq. (50), obtemos

(26)2 " 26

Carrillo e Nogueira

N N A
1 N —2k(z—a) 2 (122 26w | 92
<+2I{>e +2I€(+2H)6 ] (52)

" L] # " L #
(W* — k%) A A ke AN w4+ K\ N ke, A A o
tow = o) 14 S 14 - 21+ = ~ s 53
STV to Tos O T BikA 2w e € to. o © (53)
Finalmente, lembrando que 2 = u? — w?, temos:
" L] # " L #
(2w2 _ MQ) A A 2ra AA ? A A —2k(z—a) A A 2K
tpg = B4 20 4 2 SRR R 2o+ 2 . (54
4ikA + 2k * 2w € * (2k)? 4ikA 2K * 2k + 25K + % (54)
Tomando agora o limite de masa nula, u = 0, a relagao (53)) fica
" h i
! # 2K 2K 2Kka

- A by T e VR
tor =5 1+ 1+ 4 oo =Tk > i (55)

2iA 2K 2K (2r) 2i 24 %7 +1 e2ka 1

Assim a componente t,, do tensor energia-momento reduzido no limite & esquerda do ponto z = a é

C ) ) D
K K K 2ka

toalpmy = —— 142 =241 g -1 . 56
wal 5 1t Tt v loe (56)

Agora devemos subtrair o tensor energia-momento no limite & direita do ponto x = a. Este é obtido substituindo

o resultado (45) na Eq. (50). Portanto, obtemos

1

—
T ik

Fazendo p1 = 0 e tomando o limite z — a pela direi-
ta, temos

R

tzw|;c=aJr = _Z- (58)
Note que (58) justamente cancela o primeiro termo de
(56). A forca no ponto x = a devido as flutuagdes
quanticas do campo escalar é dada por
F= <Ta::1:> ‘z:af - <T:1:x> |a::a+
! /md ! (59)
= - vy )
dma? J, (3 +D(5% +Dev — 1

onde fizemos Yy = 2ka.
No limite A, \ — oo, (61) se reduz ao conhecido resul-
tado de Liischer [13] 14], isto é,
™
2402’
Né6s podemos eliminar a dependéncia de a (a
distancia entre as plalcas) na integral da Eq. (59), fa-

F=-—

(60)

’ .
zendo A = € e A = % Assim,

1 o 1
T T dra? dyy 5 Y :
wa? Jo (Z+D(& +1)ev -1

(61)

2
2 2 K —2k(z—a) A
o2 B -
" A€ {25

A dependéncia da distancia entre as placas é comple-
tamente eliminada multiplicado-se ambos os lados da
Eq. (61) por a®. Veja o grafico para a = «r .

0 5 10 15 20
0 0
-0.02 -0.02
=04 -0.04
o
B -0.06 -0.06
-0.08 -0.08
=041 =Bl
0 5 10 15 20
o

Figura 1 - Gréfico de Fa? x a.

Note que a forga de Casimir é sempre negativa, por-
tanto de atracao entre as placas, para quaisquer va-
lores positivos de o e o (ae o >0 ). No caso
em que o = o = 0, a integral (61) tem uma di-
vergéncia logaritmica, como pode ser visto expandindo-
se a Eq. (61) em poténcias de a. Isto ja era esper-
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ado, pois reflete a divergéncia infravermelha existente
no calculo dos diagramas de Feynman da teoria de um
campo escalar de massa nula em 1+1 dimensoes. E
claro que se mantivéssemos a massa diferente de zero e
toméassemos o limite « = o — 0, a forga de Casimir se
anularia, pois nao existiria interacao entre os materiais
das fronteiras e as flutuagoes do campo.

No caso simples de massa nula, o calculo da den-
sidade de energia é idéntico, devido a que t, = t°°
(Eq. (54) com g = 0). A densidade de energia renor-
malizada é obtida pela subtragao da parte independente
de a que é a densidade de energia se o potencial nao
estd presente E facil vermos que, como esperavamos,
F= —%—f, onde E é a energia total.

3. Consideracgoes finais

A crescente melhoria nas medidas experimentais do
efeito Casimir tem levado a obtencao de altas precisoes.
Isto, aliado ao também crescente desenvolvimento dos
micro e nano-dispositivos, obriga um tratamento mais
realista do efeito Casimir. As previsoes tedricas obtidas
na abordagem tradicional de se trocar ”ab initios” as in-
teragoes das flutuacoes dos campos com os materiais de
que sao feitas as fronteiras por condicoes de contorno,
ja nao estao de acordo com os experimentos. Portanto,
uma abordagem mais realista e rigorosa é necessaria.

Fronteiras que podem ser consideradas superficies
sao representadas por funcoes delta de Dirac. O cédlculo
das fungoes de Green envolvidas nestes casos nao, ou di-
ficilmente, é encontrado na literatura. A demonstragao
explicita e detalhada de como obter tais fungoes de
Green sao de grande interesse, ndao s6 aqueles que es-
tudam o efeito Casimir, mas sim também a todos cu-
jos trabalhos envolvam equagoes diferenciais de segunda
ordem que além da funcao delta ordindria, §(z—z), te-
nham duas outras, d(x) e 0(xz — a).

Nesse trabalho, consideramos um campo escalar em

’
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141 dimensoes na presenca de duas fronteiras parcial-
mente transparentes, descritas por potenciais delta de
Dirac, e usando o tensor energia-momento, calculamos
detalhadamente a forca de Casimir entre as fronteiras.

Sobre o resultado da forga de Casimir, € interessante
fazermos alguns observacoes:

i) Embora tomarmos a massa nula facilite em muito
os célculos, isto torna a forca (61) divergente para
a=a =0ouX=\ =0. Isto é uma conseqiiéncia da
divergéncia infravermelha existente em uma teoria de
campo escalar de massa nula em 141 dimensoes (tomar
a=a =0oui=X =0 significa eliminar a interacao
entre o campo e as fronteiras).

ii) Por fim, se mantivéssemos a massa diferente de zero
para evitar o problema da divergéncia infravermelha e,
entao, tomassemos o limite A = N S0oua=a — 0,
a forca de Casimir se anularia, refletindo o fato que
nesse limite as interacgoes sao eliminadas e a teoria se-
ria aquela de um campo em um espaco livre.

E claro que, embora o objetivo final fosse a deter-
minacao da fungao de Green para o calculo da forca de
Casimir, o trabalho serve como referéncia a qualquer
situacao que envolva equagoes diferenciais com fungoes
delta de Dirac.
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Apéndice
Neste apéndice é demonstrada a relagao

sinh kz  sinh k(z~ — a)

’
D
g(z, 7 — .
(@, ))"A — x sinh ka

A funcao de Green (38), na regido 0 < z,2 < a, pode
ser expressa da seguinte forma

’ 1 ! AN 2 / 1 1 1 !
- —klz—z | IR h _ = | = - r(z+x ) | _
gz x) 2% RIETN {(2/<;a)2 cosh iz — | 2Ka <)\ + 2/<;a) ¢ }
MW 11 TN s )
- - - ra R\TTT 62
2KkA 2ka (X + 2/@&) °cc ’ (62)

onde

/1 1 1
s [(Le ) (Be

Qi) ¢ _ (21)} . (63)

Substituindo (63) na funcdo de Green (62) e tomando o limite quando A\, A" — oo, temos

’ 1 /
lim g(z,z )= 2—67”‘1795 I+
K

)\,)\/HOO 2/1 (eQHa—l)

{2 coshklz —z'| — ertate’) _ ez’me*”(”x,)} , (64)

6Este resultado difiere daquele encontrado nas Refs. [I5, 16} [17]. A origem dessa diferenga estd na existéncia da contribuigdo de um
termo de superficie, ndo considerado em nossos célculos. Para mais detalhes veja a Ref. [18].
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ou

/ 1 '
lim z,0) = —e Flrmol 4
i gz, ) = o-

T |
2% (e2na71) €

A expressao acima, apos algumas manipulacoes, toma a forma

i glas) = 5 fertens) e e
AN —oo ’ 2K (lem—1) eﬁ(m-‘,—ml) )

’ ~ .
Agora, se x > x , a expressao acima fica

Carrillo e Nogueira

n|x—:c/| + e—f@|x—wl| _ en(x—i—x/) _ €2f€ae—ﬁ(:c+x/)} ) (65)
(66)
v sinhkzcsinhk(zs —a) , (67)

lim g(z,2)=
A\ —o0

conforme queriamos demonstrar.

Referéncias

1]

2]

I

= o

H.B.G. Casimir, Proc. Kon. Ned. Akad. Wetensch. 51,
793 (1948).

T.H. Boyer, Ann. Phys. 56, 474 (1970); I.J.R. Aitchi-
son, Contemp. Phys. 26, 333 (1985); G. Plunien, B.
Miiller and W. Greiner, Phys. Rep. 134, 89 (1986);
M. Bordarg, U. Mohideen and V.M. Mostepanenko,
Phys. Rept. 353, 1 (2001); K.A. Milton, The Casimir
Effect: Physical Manifestations of Zero-Point Energy
(World Scientific, River Edge, 2001); C. Farina, Braz.
J. Phys. 36, 1137 (2006); G.L. Klimchtskaya and
V.M. Mostepanenko, [arXiv:quant-ph/0609145]; V.M.
Mostepanenko, [arXiv:quant-ph/0702061].

M.V. Cougo-Pinto, C. Farina e A.C. Tort, Revista
Brasileira de Ensino de Fisica 22, 122 (2000); J.J. Pas-
sos Sobrinho e A.C. Tort; Revista Brasileira de Ensino
de Fisica 23, 401 (2001).

M.J. Sparnaay, Physica 24, 751 (1958).
S.K. Lamoureux, Phys. Rev. Lett. 28, 5 (1997).

U. Mohideen and A. Roy, Phys. Rev. Lett. 81, 21
(1998).

G.L. Klimchitskaya, A. Roy, U. Mohideen and V.M.
Mostepanenko, Phys. Rev. A 60, 3487 (1999); B.W.
Harris, F. Chen and U. Mohideen, Phys. Rev. A 62,
05109 (2000); G. Bressi, G. Carugno, R. Onofrio and
G. Ruoso, Phys. Rev. Lett. 88, 041804 (2002); R.S.
Decca, E. Fischbach, G.L. Klimchitskaya, D.E. Krause,
D. Lépez and V.M. Mostepanenko, Phys. Rev. D 68,
116003 (2003); Ann. Phys. (N.Y.) 318, 37 (2005); Int.

K sinh ka

(8]
(9]

[10]
(1]
[12]

[13]
[14]
[15]

[16]

[17]
18]

J. Mod. Phys. A 28, 2205 (2005); Phys. Rev. D 75,
077101 (2007); Eur. Phys. J. C 51, 963 (2007); F. Chen,
U. Mohideen, G.L. Klimchittskaya and V.M. Mostepa-
nenko Phys. Rev. Lett. 88, 101801 (2002); Phys. Rev.
A 66, 032113 (2002); Phys. Rev. A 69, 022117 (2004);
Phys. Rev. A 72, 020101 (2005); Phys. Rev. A 74,
022103 (2006); Phys. Rev. Lett. 97, 170402 (2006);
Opt. Express 15, 4823 (2007); Phys. Rev. B 76, 035338
(2007).

E.M. Lifshitz, Zh. Eksp. Teor. Fiz. 29, 94 (1956)
(Tradugao inglesa: Soviet. Phys. JETP 2, 73 (1956)).

R.M. Cavalcanti, Revista Brasileira de Ensino de Fisica
21, 336 (1999).

K.A. Milton, J. Phys. A37, 209 (2004).
K.A. Milton, Phys. Rev. D68, 065020 (2003).

M. Bordag, D. Hennig and D. Robaschik, J. Phys. A:
Math. Gen 25, 4483 (1992).

M. Liischer, K. Symanzik and P. Weisz, Nucl. Phys. B
173, 365 (1980).

M. Liischer, Nucl. Phys. B 180, 317 (1981).

N. Graham, R.L. Jaffe, V. Khemani, M. Quandt, M.
Scandurra and H. Weigel, Nucl. Phys. B 645, 49
(2002).

N. Graham, R.L. Jaffe, V. Khemani, M. Quandt, M.
Scandurra and H. Weigel, Phys. Lett. B 572, 196
(2003).

R.L. Jaffe, AIP Conf. Proc. 687, 3 (2003).
K.A. Milton, J. Phys. A37, 6391 (2004).



