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Neste trabalho mostramos explicitamente como determinar as funções de Green para o cálculo da força de
Casimir devido a campos escalares entre fronteiras representadas por duas funções delta de Dirac em 1+1 di-
mensões. Reobtemos os resultados de K.A. Milton (J. Phys. A37, 209 (2004)), porém mostrando de forma
detalhada os cálculos das funções de Green.
Palavras-chave: força de Casimir, potenciais delta de Dirac, funções de Green em 1+1 dimensões.

In this work we show explicitly how to determine the Green functions for the calculation of the Casimir force
due to scalar fields between boundaries represented by two Dirac delta functions in 1+1 dimensions. With this
purpose, we re-obtain the K.A. Milton results (J. Phys. A37, 209 (2004)), showing in the detailed form the
calculations of the Green functions.
Keywords: Casimir forces, Dirac delta potentials, Green functions in 1+1 dimensions.

1. Introdução

A teoria quântica de campos é a mais bem sucedida
teoria que une em uma só estrutura conceitual os
prinćıpios da mecânica quântica e da relatividade es-
pecial. Nela as part́ıculas são interpretadas como as
excitações dos campos. A quantização de uma teoria
de campos implica em transformar os campos em op-
eradores que atuam sobre vetores que pertencem a um
particular espaço vetorial complexo, chamado espaço
de Fock ou de número de ocupação. Esse espaço ve-
torial é um produto direto dos espaços de Hilbert as-
sociados a osciladores harmônicos independentes, onde
as excitações elementares desses osciladores são associ-
adas a part́ıculas. Essa teoria quântica mostra que o
vácuo ou o estado de mı́nima energia não é um espaço
absolutamente vazio, mas sim um espaço no qual pe-
quenas e rápidas flutuações dos campos (oscilações)
ocorrem a todo momento e em toda parte. Essas são
também conhecidas como flutuações de ponto-zero. As
flutuações de ponto-zero podem ser interpretadas como
uma cont́ınua criação e aniquilação de part́ıculas virtu-
ais, ocorridas em intervalos de tempo muito pequenos.
Um campo livre é um sistema com infinitos graus de
liberdade, podendo ser considerado como uma coleção
infinita de osciladores harmônicos desacoplados, cada
um com uma freqüência própria de oscilação. Essas

freqüências são chamadas de freqüências normais de
vibração. Dessa maneira uma teoria de campos livres
quantizados é tratada como um sistema de infinitos os-
ciladores harmônicos quânticos desacoplados.

O efeito Casimir é um fenômeno de natureza
quântica, e está associado às oscilações de ponto-zero
do estado de vácuo dos campos quânticos. O efeito é
uma conseqüência das distorções na energia do vácuo
dos campos devidas à presença de contornos. Esse
efeito foi predito por H.B. Casimir [1] em 1948. Em
seu trabalho original, Casimir previu que, devido a flu-
tuações quânticas do campo eletromagnético, duas pla-
cas metálicas, planas, paralelas e eletricamente neutras
(aterradas) se atrairiam com uma força de módulo igual
a

F =
π2~c
240a4

A, (1)

onde A é a área das placas e a a distância entre elas.
Para placas de 1 cm2 de área e separadas de 1 µm, a
força de atração, por unidade de área, entre a placas é
de 0,013 dynas/cm2 (1,3 mPa).2

Embora as flutuações de ponto-zero dos campos no
vácuo do espaço livre (sem contornos) não sejam ob-
servadas, a presença de contornos muda essa situação.
A energia de Casimir é determinada matematicamente

1E-mail: nogueira@cce.ufes.br.

2O leitor interessado encontrará revisões em inglês na Ref. [2] e em português na Ref. [3].
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como a diferença entre a energia de ponto-zero do vácuo
do campo eletromagnético na presença de condições de
contorno e a energia de ponto-zero do mesmo campo no
espaço livre. Dessa maneira, esse efeito está relacionado
com as diferenças na densidade de energia do vácuo,
provocadas pelas alterações nas condições de contorno
impostas aos campos no vácuo. Assim, delas obtém-se,
como resultado, uma força de atração inversamente pro-
porcional à quarta potência da distância entre as placas
no vácuo do campo eletromagnético. Essa força foi me-
dida experimentalmente por Sparnaay [4] em 1958, en-
tretanto devido à enorme imprecisão de suas medidas,
Sparnaay pode apenas mostrar que seus resultados ex-
perimentais eram compat́ıveis com a previsão teórica de
Casimir. Experimentos realizados separadamente por
Lamoureaux em 1997 [5], usando o pêndulo de torsão,
e Mohideen e Roy em 1998 [6], usando o microscópio
de força atômica, marcam, devido ao seus altos graus
de precisões, uma nova fase (chamada moderna) nas
medidas da força de Casimir. Diversos outros experi-
mentos [7] confirmaram o efeito Casimir com alto grau
de precisão.

Ao estudar um fenômeno natural, quase sempre
procuramos iniciar pela abordagem de um modelo ide-
alizado, mais sem perder as caracteŕısticas mais rele-
vantes do fenômeno em estudo. Este é o caso da abor-
dagem tradicional do estudo do efeito Casimir. Nela,
as interações f́ısicas entre as flutuações dos campos e a
matéria de que são formadas as fronteira3 são trocadas
ab initios por condições de contorno idealizadas. Em
geral as condições de contorno sob as quais estão su-
jeitos os campos quânticos restringem os posśıveis valo-
res de oscilação dos modos do campo em consideração.4

Contudo, esse tratamento convencional de condições de
contorno idealizadas para a determinação da energia de
Casimir dos campos quânticos, claramente não captura
as caracteŕısticas dos materiais reais. Um material real
não pode confinar modos de excitações do campo eletro-
magnético com comprimentos de onda muito menores
do que o comprimento de onda de plasma do material,
não obstante condições de contorno idealizadas confi-
nam todos os modos.

Nos últimos anos, o desenvolvimento de novas
técnicas de medidas para a força de Casimir têm per-
mitido atingir elavadas precisões. Em microeletrônica
os efeitos das flutuações do vácuo têm se tornados
relevantes. Assim, novos interesses têm surgido no
efeito Casimir. Entre eles, a necessidade de previsões
teóricas mais precisas que possam ser testadas e que
sejam de importância considerável no estudo das no-
vas técnologias de micro e nanodispositivos. Nesses ca-
sos, somos levados a considerar condições de contorno
mais realistas. Realmente, propriedades detalhadas dos

materiais, tais como: absorção, rugosidade e efeitos de
temperatura finita; tornam-se muito relevantes devido
às precisões atingidas nos experimentos.

O estudo dos efeitos das flutuações do vácuo, tais
como a força e a energia de Casimir, em meios materi-
ais realistas foi inicialmente feito por Lifshitz em 1956
[8]. Ele propôs uma teoria macroscópica para forças
atuando entre duas espessas placas paralelas (semi-
infinitas), formadas por materiais dielétricos depen-
dentes da freqüência ε(ω), separadas por uma fatia in-
finita de outro material dielétrico. De acordo com essa
teoria, as oscilações do vácuo são modeladas pelas flu-
tuações do campo eletromagnético propagando-se den-
tro do material dielétrico descrito por uma permissivi-
dade dielétrica dependente da freqüência. A teoria de
Lifshitz nos permite calcular a força de Casimir con-
siderando efeitos de temperatura finita (diferente de
zero), bem como de condutividade finita.

Para tratar o efeito Casimir de forma mais real-
ista, devemos considerar as interações das flutuações
dos campos com a matéria das fronteiras, que modi-
ficam o vácuo do espaço livre, ao invés de introduzir
condições de contorno idealizadas. Para esse fim, in-
troduzimos na teoria um potencial de interação dado
por

1
2
σ(x)φ2(x),

onde σ(x) representa o campo do material da fronteira.
Escolhas adequadas para o campo σ(x) permitem mod-
elar as fronteiras. Assim, fronteiras que podem ser con-
sideradas como planos em 3+1 dimensões ou pontos em
1+1 dimensões são descritas por funções delta de Dirac.
Dizemos que nesses casos estamos no limite ńıtido. Nos
casos em que os potenciais são funções delta de Dirac, a
força de Casimir é em geral determinada empregando-se
o método do tensor energia-momento, calculado através
das funções de Green. Essas funções de Green podem
ser obtidas de uma forma elegante, fazendo uso das pro-
priedades das funções delta de Dirac [9].

O objetivo principal deste trabalho não é reobter a
força de Casimir entre fronteiras descritas por potenci-
ais delta de Dirac, utilizando o método baseado no ten-
sor energia-momento. Embora esse resultado já exista
na literatura [10], em nosso trabalho, apresentaremos
um cálculo detalhado das funções de Green relevantes
para o problema.

O trabalho está organizado da seguinte forma: na
seção 2 calculamos a força de Casimir devido a cam-
pos escalares entre fronteiras representadas por duas
funções delta de Dirac. A subseção 2.1 é dedicada
ao cálculo expĺıcito das funções de Green. Na seção
3 apresentamos nossas considerações finais. Ainda há
um apêndice, onde mostramos que, no limite em que

3Por fronteiras aqui queremos dizer os objetos que limitam regiões do espaço, e não uma interface entre dois meios.

4No caso de placas condutoras paralelas, as freqüências são dadas por ω~k
= c

q
k2

x + k2
y +

�
nπ
a

�2
, onde n = 0, 1, 2, 3, . . . e a é a

distância entre as placas, perpendiculares ao eizo Z. Portanto, para cada valor de n existe um conjunto cont́ınuo de valores que ω pode
assumir.
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as constantes de acoplamento tende para infinito, as
funções de Green obtidas na seção 2 são as mesmas
obtidas para condições de contorno de Dirichlet ho-
mogêneas. Nós escolhemos realizar nossos cálculos em
1+1 dimensões de forma a simplificar a álgebra, e assim
tornar mais transparente o método de determinação das
funções de Green.

2. Efeito Casimir com potenciais delta
de Dirac em 1+1 dimensões

Nesta seção nós determinaremos a força de Casimir
para um campo escalar real, em 1+1 dimensões, in-
teragindo com um potencial descrito por funções delta
de Dirac nas posições x = 0 e x = a. No limite em
que as constantes de acoplamento tendem para infinito
(chamado limite forte) a teoria se torna aquela do efeito
Casimir original [11].

Nós calculamos a força de Casimir a partir do ten-
sor energia-momento, determinado usando-se funções
de Green. As funções de Green serão calculadas a par-
tir da função de Green livre (sem interação), e é muito
conveniente quando o potencial é descrito por funções
delta de Dirac.

A densidade lagrangiana a ser considerada é dada
por

L = L0 + Lint, (2)

onde

L0 = −1
2
∂µφ(x)∂µφ(x)− 1

2
µ2φ2(x), (3)

e o termo de interação é dado por

Lint = −1
2
λδ(x)φ2(x)− 1

2
λ
′
δ(x− a)φ2(x), (4)

onde os coeficientes das funções delta de Dirac, λ e λ
′
,

têm dimensão de massa.
A energia de Casimir será obtida a partir das

funções de Green,

G(t, x; t
′
, x′) = i

〈
Tφ(t, x)φ(t

′
, x′)

〉
, (5)

onde sua transformada de Fourier da parte temporal é
dada por

G(t, x; t
′
, x′) =

∫
dω

2π
e−iω(t−t

′
)g(x, x

′
;ω). (6)

A função de Green reduzida em (6) deve satisfazer a
seguinte equação não-homogênea de Klein-Gordon

[
− ∂2

∂x2
+ κ2 + λδ(x) + λ

′
δ(x− a)

]
g(x, x

′
) =

δ(x− x
′
), (7)

onde κ2 = µ2 − ω2 é uma constante.5

2.1. Determinação das funções de Green

Para resolvermos a Eq. (7), definimos o operador Ĥ0

como

Ĥ0 := − ∂2

∂x2
+ κ2. (8)

A função de Green g0(x, x
′
) associada ao operador Ĥ0,

Ĥ0g0(x, x
′
) = δ(x− x

′
), (9)

é bem conhecida e facilmente determinada [9].
Fazendo Ĥ−1

0 agir à esquerda na Eq. (9), temos

Ĥ−1
0 δ(x− x

′
) = g0(x, x

′
). (10)

Substituindo a definição (8) na equação para a função
de Green reduzida (7), obtemos

g(x, x
′
) = g0(x, x

′
)− λĤ−1

0 δ(x)g(x, x
′
)−

λ
′
Ĥ−1

0 δ(x− a)g(x, x
′
). (11)

Usando a Eq. (10), o segundo termo do lado direito da
Eq. (11) pode ser escrito na seguinte forma

λĤ−1
0 δ(x)g(x, x

′
) =

λ

∫
Ĥ−1

0 δ(x− z)δ(z)g(z, x
′
)dz =

λg0(x, 0)g(0, x
′
). (12)

De forma semelhante, o último termo pode ser escrito
como

λ
′
Ĥ−1

0 δ(x− a)g(x, x
′
) = λ

′
g0(x, a)g(a, x

′
). (13)

Substituindo as Eqs. (12) e (13) em (11) obtemos uma
nova expressão para a função de Green reduzida,

g(x, x
′
) = g0(x, x

′
)− λg0(x, 0)g(0, x

′
)−

λ
′
g0(x, a)g(a, x

′
). (14)

Agora avaliando a Eq. (14) para os casos em que x = 0
e x = a, temos

g(0, x
′
) =

g0(0, x
′
)− λ

′
g0(0, a)g(a, x

′
)

1 + λg0(0, 0)
, (15)

g(a, x
′
) =

g0(a, x
′
)− λg0(a, 0)g(0, x

′
)

1 + λ′g0(a, a)
. (16)

Usando a Eq. (16) para eliminarmos g(a, x
′
) na

Eq. (15), temos
5Nós omitimos o ω de g(x, x

′
; ω) para simplificar a notação.



2311-4 Carrillo e Nogueira

g(0, x
′
) =

g0(0, x
′
)
[
1 + λ

′
g0(a, a)

]
− λ

′
g0(0, a)g0(a, x

′
)

[1 + λg0(0, 0)] [1 + λ′g0(a, a)]− λ′λg0(0, a)g0(a, 0)
. (17)

De forma análoga, usamos (15) para eliminar g(0, x
′
) na Eq. (16),

g(a, x
′
) =

g0(a, x
′
) [1 + λg0(0, 0)]− λg0(a, 0)g0(0, x

′
)

[1 + λg0(0, 0)] [1 + λ′g0(a, a)]− λ′λg0(0, a)g0(a, 0)
. (18)

d

Queremos, agora, encontrar os valores de g0(0, 0),
g0(a, a), g0(0, a) e g0(a, 0). Para isso devemos resolver
a Eq. (9),

− ∂2

∂x2
g0(x, x

′
) + κ2g0(x, x

′
) = 0, (19)

cuja solução é

g0(x, x
′
) =

1
2κ

e−κ|x−x
′ | =





1
2κe−κ(x

′−x), x < x
′

1
2κe−κ(x−x

′
), x > x

′
. (20)

A partir da Eq. (20), podemos obter os valores de
g0(0, 0), g0(a, a), g0(0, a) e g0(a, 0)

g0(0, 0) =
1
2κ

, g0(a, a) =
1
2κ

,

g0(0, a) =
1
2κ

e−κa, g0(a, 0) =
1
2κ

e−κa.

(21)

Substituindo os valores acima nas Eqs. (17) e (18) obte-
mos uma expressão para a função de Green reduzida nos
pontos x = 0 e x = a

g(0, x
′
) =

g0(0, x
′
)
[
1 + λ

′ 1
2κ

]
− λ

′ 1
2κe−κag0(a, x

′
)

∆e−2κa
, (22)

g(a, x
′
) =

g0(a, x
′
)
[
1 + λ 1

2κ

]− λ 1
2κe−κag0(0, x

′
)

∆e−2κa
, (23)

onde

∆ =
[
1 +

λ

2κ

][
1 +

λ
′

2κ

]
e2κa − λλ

′

(2κ)2
. (24)

Para encontrarmos os valores de g0(0, x
′
), g0(x, 0),

g0(a, x
′
) e g0(x, a), devemos ser cuidadosos e analis-

armos a solução (20) nas três regiões: x, x
′

< 0 ;
0 < x, x

′
< a e a < x, x

′
.

a) Para a região x, x
′
< 0, obtemos os valores:

g0(0, x
′
) =

1
2κ

eκx
′

x > x
′
, (25)

g0(x, 0) =
1
2κ

eκx x < x
′
, (26)

g0(a, x
′
) =

1
2κ

e−κ(a−x
′
) x > x

′
, (27)

g0(x, a) =
1
2κ

e−κ(a−x) x < x
′
. (28)

Substituindo os valores acima nas Eqs. (22) e (23),
obtemos uma expressão para a função de Green re-
duzida nos pontos x = 0 e x = a

g(0, x
′
) =

eκx
′

2κ∆

[(
1 +

λ
′

2κ

)
e2κa − λ

′

2κ

]
, (29)

g(a, x
′
) =

eκ(x
′
+a)

2κ∆

[(
1 +

λ

2κ

)
− λ

2κ

]
. (30)

Dos resultados anteriores podemos obter uma expressão
expĺıcita para a função de Green reduzida (14) na região
x, x

′
< 0, dada por

g(x, x
′
) =

1
2κ

e−κ|x−x
′ | − 1

2κ∆
eκ(x+x

′
) ×

×
{

λ
′

2κ

(
1− λ

2κ

)
+

λ

2κ

(
1 +

λ
′

2κ

)
e2κa

}
. (31)

b) Para a região 0 < x, x
′

< a, obtemos os
seguintes valores

g0(0, x
′
) =

1
2κ

e−κx
′

x < x
′
, (32)

g0(x, 0) =
1
2κ

e−κx x > x
′
, (33)

g0(a, x
′
) =

1
2κ

e−κ(a−x
′
) x > x

′
, (34)

g0(x, a) =
1
2κ

e−κ(a−x) x < x
′
. (35)
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Substituindo novamente os valores acima nas Eqs. (22)
e (23), obtemos outra expressão para a função de Green
reduzida nos pontos x = 0 e x = a

g(0, x
′
) =

1
2κ∆

[(
1 +

λ
′

2κ

)
eκ(2a−x

′
) − λ

′
eκx

′

2κ

]
, (36)

g(a, x
′
) =

1
2κ∆

[(
1 +

λ

2κ

)
eκ(a+x

′
) − λ

2κ
eκ(a−x

′
)

]
. (37)

Dos resultados anteriores, podemos obter uma ex-
pressão expĺıcita para a função de Green reduzida (14)
na região 0 < x, x

′
< a, dada por

g(x, x
′
) =

1
2κ

e−κ|x−x
′ | +

1
2κ∆

×

×
{

2λλ
′

(2κ)2
cosh κ|x− x

′ | − λ
′

2κ

(
1 +

λ

2κ

)
eκ(x+x

′
)

}

− 1
2κ∆

λ

2κ

(
1 +

λ
′

2κ

)
e2κae−κ(x+x

′
). (38)

c) Para a região a < x, x
′
, obtemos os seguintes

valores

g0(0, x
′
) =

1
2κ

e−κx
′

x < x
′
, (39)

g0(x, 0) =
1
2κ

e−κx x > x
′
, (40)

g0(a, x
′
) =

1
2κ

e−κ(x
′−a) x < x

′
, (41)

g0(x, a) =
1
2κ

e−κ(x−a) x > x
′
. (42)

Como nos casos anteriores, substituindo os valores
acima nas Eqs. (22) e (23), obtemos mais outra ex-
pressão para a função de Green reduzida nos pontos
x = 0 e x = a

g(0, x
′
) =

eκ(2a−x
′
)

2κ∆

[(
1 +

λ
′

2κ

)
− λ

′

2κ

]
, (43)

g(a, x
′
) =

e2κa

2κ∆

[(
1 +

λ

2κ

)
e−κ(x

′−a) − λ

2κ
e−κ(x

′
+a)

]
. (44)

Por fim, dos resultados anteriores, podemos obter uma
expressão expĺıcita para a função de Green reduzida
(14) na região a < x, x

′
, dada por

g(x, x
′
) =

1
2κ

e−κ|x−x
′ | − 1

2κ∆
e−κ(x+x

′−2a) ×

×
{

λ
′

2κ

(
1 +

λ

2κ

)
e2κ +

λ

2κ

(
1− λ

′

2κ

)}
. (45)

Desta maneira, calculamos as expressões para a função
de Green reduzida nas três regiões.

Podemos observar que, no limite de acoplamento
forte, isto é, para λ, λ

′ → ∞ (veja Apêndice), restabe-
lecemos os resultados já conhecidos na literatura [11].
Por exemplo, para a região 0 < x, x

′
< a, temos

g(x, x
′
)−−−−→λ,λ′→∞ − sinhκx< sinh κ(x> − a)

κ sinhκa
. (46)

Evidentemente, como esperávamos, esta função de
Green reduzida (46) é nula em x = 0 e em x = a.

2.2. Força de Casimir

A determinação da função de Green nos permite calcu-
lar a força em uma das fronteiras (em um dos pontos
da função-δ) fazendo uso do valor esperado no vácuo
do tensor energia momento

〈Tµν〉 = lim
t,x→t′ ,x′

[(
∂µ∂ν′ − 1

2
gµν∂λ∂

′
λ

)
×

× 1
i
G(t, x; t

′
, x′)

]
. (47)

Assim,

〈
T 00

〉
= 〈Txx〉 =

lim
t,x→t′ ,x′

[
1
2i

(
∂0∂

′
0 + ∂x∂

′
x

)
G(t, x; t

′
, x′)

]
.(48)

Definindo o tensor energia-momento reduzido como.

〈Tµν〉 :=
∫

dω

2π
tµν , (49)

teremos

txx = lim
x→x′

[
1
2i

(ω2 + ∂x∂x′)g(x, x
′
; ω)

]
. (50)

Note que fizemos t = t
′
.

Para o caso em que a função de Green reduzida
encontra-se na região 0 < x, x

′
< a, temos

ω2g(x, x
′
)|x=x′ =

ω2

2κ
+

ω2

2κ∆
×

×
[

2λλ
′

(2κ)2
− λ

2κ

(
1 +

λ
′

2κ

)
e−2κ(x−a)−

− λ
′

2κ

(
1 +

λ

2κ

)
e2κx

]
, (51)

e, além disso, temos
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∂x∂
′
xg(x, x

′
)|x=x′ = −κ2

2κ
− κ2

2κ∆

[
2λλ

′

(2κ)2
+

λ

2κ

(
1 +

λ
′

2κ

)
e−2κ(x−a) +

λ
′

2κ

(
1 +

λ

2κ

)
e2κx

]
. (52)

Substituindo (51) e (52) na Eq. (50), obtemos

txx =
(ω2 − κ2)

4iκ∆

"�
1 +

λ

2κ

� 
1 +

λ
′

2κ

!
e2κa +

λλ
′

(2κ)2

#
−
�
ω2 + κ2

�

4iκ∆

"
λ

2κ

 
1 +

λ
′

2κ

!
e−2κ(x−a) +

λ
′

2κ

�
1 +

λ

2κ

�
e2κx

#
. (53)

Finalmente, lembrando que κ2 = µ2 − ω2, temos:

txx =
(2ω2 − µ2)

4iκ∆

"�
1 +

λ

2κ

� 
1 +

λ
′

2κ

!
e2κa +

λλ
′

(2κ)2

#
− µ2

4iκ∆

"
λ

2κ

 
1 +

λ
′

2κ

!
e−2κ(x−a) +

λ
′

2κ

�
1 +

λ

2κ

�
e2κx

#
. (54)

Tomando agora o limite de masa nula, µ = 0, a relação (53) fica

txx =
−κ

2i∆

"�
1 +

λ

2κ

� 
1 +

λ
′

2κ

!
e2κa +

λλ
′

(2κ)2

#
=
−κ

2i

h�
2κ
λ

+ 1
� �

2κ

λ
′ + 1

�
e2κa + 1

i
h�

2κ
λ

+ 1
� �

2κ

λ
′ + 1

�
e2κa − 1

i (55)

Assim a componente txx do tensor energia-momento reduzido no limite à esquerda do ponto x = a é

txx|x=a− = − κ

2i

(
1 + 2

��
2κ

λ
+ 1

��
2κ

λ′
+ 1

�
e2κa − 1

�−1
)

. (56)

Agora devemos subtrair o tensor energia-momento no limite à direita do ponto x = a. Este é obtido substituindo
o resultado (45) na Eq. (50). Portanto, obtemos

txx =
1

4iκ

[
µ2 − 2κ2 − µ2

∆
e−2κ(x−a)

{
λ

2κ

(
1− λ

′

2κ

)
+

λ
′

2κ

(
1 +

λ

2κ

)
e2κa

}]
. (57)

d

Fazendo µ = 0 e tomando o limite x → a pela direi-
ta, temos

txx|x=a+ = − κ

2i
. (58)

Note que (58) justamente cancela o primeiro termo de
(56). A força no ponto x = a devido às flutuações
quânticas do campo escalar é dada por

F = 〈Txx〉 |x=a− − 〈Txx〉 |x=a+

= − 1
4πa2

∫ ∞

0

dyy
1

( y
λa + 1)( y

λ′a
+ 1)ey − 1

, (59)

onde fizemos y = 2κa.
No limite λ, λ

′ →∞, (61) se reduz ao conhecido resul-
tado de Lüscher [13, 14], isto é,

F = − π

24a2
. (60)

Nós podemos eliminar a dependência de a (a
distância entre as placas) na integral da Eq. (59), fa-

zendo λ = α
a e λ

′
= α

′

a . Assim,

F = − 1
4πa2

∫ ∞

0

dyy
1

( y
α + 1)( y

α′
+ 1)ey − 1

. (61)

A dependência da distância entre as placas é comple-
tamente eliminada multiplicado-se ambos os lados da
Eq. (61) por a2. Veja o gráfico para α = α

′
.

Figura 1 - Gráfico de Fa2 x α.

Note que a força de Casimir é sempre negativa, por-
tanto de atração entre as placas, para quaisquer va-
lores positivos de α e α

′
( α e α

′
> 0 ). No caso

em que α = α
′

= 0, a integral (61) tem uma di-
vergência logaŕıtmica, como pode ser visto expandindo-
se a Eq. (61) em potências de α. Isto já era esper-
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ado, pois reflete a divergência infravermelha existente
no cálculo dos diagramas de Feynman da teoria de um
campo escalar de massa nula em 1+1 dimensões. É
claro que se mantivéssemos a massa diferente de zero e
tomássemos o limite α = α

′ → 0, a força de Casimir se
anularia, pois não existiria interação entre os materiais
das fronteiras e as flutuações do campo.

No caso simples de massa nula, o cálculo da den-
sidade de energia é idêntico, devido a que txx = t00

(Eq. (54) com µ = 0). A densidade de energia renor-
malizada é obtida pela subtração da parte independente
de a que é a densidade de energia se o potencial não
está presente.6 É facil vermos que, como esperavamos,
F = −∂E

∂a , onde E é a energia total.

3. Considerações finais

A crescente melhoria nas medidas experimentais do
efeito Casimir tem levado à obtenção de altas precisões.
Isto, aliado ao também crescente desenvolvimento dos
micro e nano-dispositivos, obriga um tratamento mais
realista do efeito Casimir. As previsões teóricas obtidas
na abordagem tradicional de se trocar ”ab initios”as in-
terações das flutuações dos campos com os materiais de
que são feitas as fronteiras por condições de contorno,
já não estão de acordo com os experimentos. Portanto,
uma abordagem mais realista e rigorosa é necessária.

Fronteiras que podem ser consideradas superf́ıcies
são representadas por funções delta de Dirac. O cálculo
das funções de Green envolvidas nestes casos não, ou di-
ficilmente, é encontrado na literatura. A demonstração
expĺıcita e detalhada de como obter tais funções de
Green são de grande interesse, não só àqueles que es-
tudam o efeito Casimir, mas sim também a todos cu-
jos trabalhos envolvam equações diferenciais de segunda
ordem que além da função delta ordinária, δ(x−x

′
), te-

nham duas outras, δ(x) e δ(x− a).
Nesse trabalho, consideramos um campo escalar em

1+1 dimensões na presença de duas fronteiras parcial-
mente transparentes, descritas por potenciais delta de
Dirac, e usando o tensor energia-momento, calculamos
detalhadamente a força de Casimir entre as fronteiras.

Sobre o resultado da força de Casimir, é interessante
fazermos alguns observações:
i) Embora tomarmos a massa nula facilite em muito
os cálculos, isto torna a força (61) divergente para
α = α

′
= 0 ou λ = λ

′
= 0. Isto é uma conseqüência da

divergência infravermelha existente em uma teoria de
campo escalar de massa nula em 1+1 dimensões (tomar
α = α

′
= 0 ou λ = λ

′
= 0 significa eliminar a interação

entre o campo e as fronteiras).
ii) Por fim, se mantivéssemos a massa diferente de zero
para evitar o problema da divergência infravermelha e,
então, tomássemos o limite λ = λ

′ → 0 ou α = α
′ → 0,

a força de Casimir se anularia, refletindo o fato que
nesse limite as interações são eliminadas e a teoria se-
ria aquela de um campo em um espaço livre.

É claro que, embora o objetivo final fosse a deter-
minação da função de Green para o cálculo da força de
Casimir, o trabalho serve como referência a qualquer
situação que envolva equações diferenciais com funções
delta de Dirac.
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Apêndice

Neste apêndice é demonstrada a relação

g(x, x
′
)−−−−→λ,λ′→∞ − sinhκx< sinh κ(x> − a)

κ sinhκa
.

A função de Green (38), na região 0 < x, x
′
< a, pode

ser expressa da seguinte forma

g(x, x
′
) =

1
2κ

e−κ|x−x
′ | +

λλ
′

2κ∆

{
2

(2κa)2
coshκ|x− x

′ | − 1
2κa

(
1
λ

+
1

2κa

)
eκ(x+x

′
)

}
−

λλ
′

2κ∆
1

2κa

(
1
λ′

+
1

2κa

)
e2κae−κ(x+x

′
), (62)

onde

∆ = λλ
′
[(

1
λ

+
1

2κa

) (
1
λ′

+
1

2κa

)
e2κa − 1

(2κa)2

]
. (63)

Substituindo (63) na função de Green (62) e tomando o limite quando λ, λ
′ →∞, temos

lim
λ,λ′→∞

g(x, x
′
) =

1
2κ

e−κ|x−x
′ | +

1
2κ (e2κa−1)

{
2 cosh κ|x− x

′ | − eκ(x+x
′
) − e2κae−κ(x+x

′
)
}

, (64)

6Este resultado difiere daquele encontrado nas Refs. [15, 16, 17]. A origem dessa diferença está na existência da contribuição de um
termo de superf́ıcie, não considerado em nossos cálculos. Para mais detalhes veja a Ref. [18].
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ou

lim
λ,λ′→∞

g(x, x
′
) =

1
2κ

e−κ|x−x
′ | +

1
2κ (e2κa−1)

{
eκ|x−x

′ | + e−κ|x−x
′ | − eκ(x+x

′
) − e2κae−κ(x+x

′
)
}

. (65)

A expressão acima, após algumas manipulações, toma a forma

lim
λ,λ′→∞

g(x, x
′
) =

1
2κ (e2κa−1)

{
eκ(x+x

′
) − eκ|x−x

′ |
} {

e2κa e−κ|x−x
′ |

eκ(x+x′ )
− 1

}
. (66)

Agora, se x > x
′
, a expressão acima fica

lim
λ,λ′→∞

g(x, x
′
) = − sinh κx< sinhκ(x> − a)

κ sinhκa
, (67)

conforme queŕıamos demonstrar.
d
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