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Apesar dos modelos de Branas-mundo terem recebido atencdo considerdvel nos tltimos anos por fornecerem
vérias opgoes a fisica contemporanea, seus mecanismos nao sao completamente entendidos ou apropriadamente
justificados. Tendo em vista tal dificuldade, neste trabalho fornecemos uma contribuicao pedagégica dirigida
especialmente aos alunos de pés-graduagdo em fisica, fazendo uma abordagem introdutéria a um dos temas
importantes em fisica e geometria no que diz respeito aos fundamentos da teoria de imersdo de variedades.
Apresentamos uma descricdo do teorema de imersdo de Nash de 1956 que mostra como fazer uma imersao local
entre variedades Riemaniannas mantendo a regularidade e diferenciabilidade das fung¢bes de imersao, e de como
isso é aplicado a fisica sob o ponto de vista das Branas-mundo.
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Although brane-world models have gained considerable attention in the last years for providing several op-
tions for contemporary physics, their mechanisms are not completely understood or properly justified. Taking
into account such difficulty, in this work we provide a pedagogical contribution, written especially for physics
graduate students, and present an introductory approach to one of the important themes in physics and geometry
concerning the foundations of immersion theory of manifolds. We present a description of Nash’s embedding
theorem of 1956 which shows how to do a local embedding between Riemannian manifolds while preserving the
regularity and differentiability of the embedding functions, and how it can be applied to physics in the contex

of the brane-worlds.
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1. Introducao

A geometria Riemanniana tem exercido uma forte in-
fluéncia na fisica desde o inicio do século XX com o
advento da relatividade geral. Tanto é assim que os es-
tudantes de fisica aprofundam seus conhecimentos em
geometria através do estudo da geometria Riemanni-
ana. No entanto, ela nao é a dnica opgao disponivel,
no sentido de que estruturas mais gerais tém sido am-
plamente estudadas, como a teoria de imersoes de vari-
edades. Porém, particularmente em fisica, o tema é
muito pouco comentado tanto nos cursos bésicos de
graduagao quanto nos cursos de pés-graduagao devido
a sua especificidade. Com o objetivo de dar uma con-
tribuicao suprindo esta questao, discutimos um dos tra-
balhos importantes na histéria da geometria, e invari-
avelmente repercutindo nas teorias fisicas, proposto ha
pouco mais de cinquenta anos por John Nash. Nash
[1, 2] apresentou dois trabalhos sendo que o primeiro,
no ano de 1954, tratava de imersoes globais e o se-
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gundo, de 1956, resolvia o classico problema da imersao
local entre variedades Riemannianas usando argumen-
tos de regularidade e diferenciabilidade das funcoes de
imersao, onde iremos focar nossa atencao.

O presente trabalho é dirigido principalmente aos
estutandes de pos-graduagao das dreas de relatividade
geral e teorias multidimensionais. Damos énfase ao res-
gate de pontos principais acerca da geometria imersoes
locais, tais como seu desenvolvimento histérico, con-
ceitos e esclarecimento de passagens matemaéticas
muitas vezes obscurecidas na literatura mais especia-
lizada no que diz respeito & imersao. No entanto,
dada a complexidade do tema, limitamo-nos a uma
breve descricao do teorema de Nash e sua aplicacao
na estruturagao de equagOes gerais comuns a quais-
quer modelos de Branas-mundo, os quais sao funda-
mentalmente variedades imersas. Formulado sob um
contexto multidimensional com inspiragao nos mode-
los de Supercordas, o programa de Branas-mundo foi
proposto originalmente em 1998 como tentativa de re-
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solver o problema de hierarquia das interacoes funda-
mentais. Tal problema pode ser resumido no questiona-
mento acerca de como a interacao gravitacional é mais
fraca quando comparada as demais interagoes funda-
mentais e de como podemos unificd-las com a elabo-
ragao de uma teoria fisica mais geral, incluindo aspec-
tos quanticos e gravitacionais. Atualmente, os mode-
los de Branas-mundo tém sido amplamente estudados
particularmente em aplicagoes & cosmologia, como, por
exemplo, o problema da expansao acelerada do uni-
Verso.

O artigo estd organizado em cinco secoes. Na
secao IT apresentamos uma introducao histérica e con-
ceitual do problema da imersao. Aspectos mais técnicos
como a descrigao do teorema de Nash, da obtengao das
equagoes de Gauss-Codazzi-Ricci e do principio de agao
Einstein-Hilbert adaptado as Branas-mundo sao intro-
duzidos na secao III. Na secao IV apresentamos uma
discussao acerca de trabalhos com base na teoria de
imersoes. Finalmente, na ultima segao apresentamos
as consideragoes finais.

2. O problema da imersao

O desenvolvimento da teoria de Imersoes confunde-
se com a histéria da geometria Riemanniana. Antes
de 1850, uma superficie bidimensional era considerada
apenas como uma superficie imersa no espaco RR3. Por
exemplo, considere uma superficie onde cada um dos
seus pontos podem ser definidos pela parametrizacao
de Monge X : R? — R3

X(uav) = (u7v7 f(u,v)), (1)

onde u = x e v = y, sendo que f(u,v) é uma fungao
diferencidvel. Esta parametrizacao é caracterizada pela
equacao

g(x,y,z) = cte, (2)

onde g(z,y,2z) : R® — R? ¢é também uma funcao
regular e diferencidvel. A caracteristica da funcao de
ser regular permite-nos usar o teorema das fungoes
implicitas o que possibilita extrair outra funcao dife-
rencidvel z = f(z,y). O vetor normal & superficie pode
ser obtido pela relacao

. Vg
n=-=-=, 3
Vgl ®
onde concluimos que
9y 9y g
dg = dl >= —=d —dy+ —=dz = 4
g=<Vg,dl>= 5 dvt 5 dy+5°dz=0, (4)

sendo dl = (dx, dy, dz) tangente & superficie. Ao variar-
mos a dire¢ao do vetor tangente, a nocao de forma local
de uma superficie pode ser obtida pela andlise de como
os vetores normais variam sobre a mesma ou, equiva-
lentemente, de como a superficie se afasta do plano
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tangente local. As variacbes méaximas e minimas das
diregoes no vetor normal n sao dadas respectivamente
por ki e ks. Estes extremos sao usados para calcular as
diregoes principais pela féormula de Euler

k(u) = ky cos(8) + ko sin(6). (5)

Por outro lado, C.F Gauss propoés idéias bem dife-
rentes contribuindo decisivamente para o que conhece-
mos hoje por geometria nao-Fuclideana [3-5]. O quinto
postulado de Euclides, conhecido como o postulado das
paralelas, s6 pode ser violado se nao existirem retas
paralelas ou se existir mais de uma reta paralela a
outra passando por algum ponto externo, algo que era
inconcebivel naquela época. O espaco descoberto por
Gauss, J. Bolyai e N.I. Lobachevsky chamado de espago
hiperbolico, é o espago onde o postulado das paralelas
de Euclides é substituido pela suposicao de que, para
qualquer reta, nao existe apenas uma, mas muitas retas
paralelas passando por qualquer ponto externo dado.
Isso implica que a soma dos angulos internos de um
triangulo é menor que 180° e que nao existem triangulos
semelhantes.

A partir de 1816, Gauss fez um levantamento geo-
désico de certas areas da Alemanha e observou que bas-
tavam medidas tangenciais para descrever a topografia
do condado e assim, produziu um mapa bidimensional
a partir de dados tridimensionais. O conceito inovador
de Gauss foi extremamente importante na teoria da re-
latividade geral de Einstein aplicando a idéia de que a
geometria de uma superficie curva pode ser estudada
sem a referéncia a um espago Euclidiano de dimensao
superior. Essa idéia foi desenvolvida por B. Riemann
que apresentou a Gauss um outro tipo de espago nao-
Euclideano, o espaco eliptico. Da mesma forma que
o espago hiperbdlico, o espago eliptico também se ba-
seia na quebra do quinto postulado de Euclides: as re-
tas paralelas nao existem e como H. Poincaré [6], Rie-
mann deu sua interpretagao para os termos ponto, reta
e plano. Como plano, ele escolheu a superficie da es-
fera. Seus pontos, como os de Poincaré, continuavam
sendo as posigoes descritas por Descartes. As retas de
Riemann eram os circulos maximos, i.e., as geodésicas
sobre uma esfera.

O problema do espago de Riemann era que além
de ser inconsistente com o 5° postulado de Euclides
também era incompativel com dois outros postulados.
Ele reinterpretou o 2° postulado declarando que este
apenas garantia que as retas nao tivessem limites. En-
tretanto Riemann nao foi tao feliz em solucionar os
problemas do espago eliptico com o 1° postulado de
Euclides, que diz dados dois pontos, ha um segmento
de reta que os une. Apesar disso, sua obra e a necessi-
dade de quebrar outros postulados além do postulado
das paralelas causaram um impacto na matematica do
final do século XIX.

O conceito abstrato de uma variedade Riemanni-
ana, sendo esta definida intrinsecamente, foi formulada
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no trabalho de Riemman [7] em 1850 em que descreveu
a forma local da superficie de uma variedade com o
tensor de curvatura

RU VW =vuvwv W —-vvveW-vuvW ,

o qual depende apenas da métrica, porém restrita a
uma classe de equivaléncia de variedades, isto é, dife-
rentes variedades que possuem o mesmo tensor de cur-
vatura. Neste sentido, nao hé referéncia prévia a um
padrao de forma ou curvatura. Por exemplo, ao tomar-
mos um plano temos que o tensor de curvatura Rjsio
coincide com a curvatura gaussiana K, conforme o teo-
rema egregium de Gauss K = kiks, que é nula. O
mesmo resultado ocorre para um toro, assim, para a
geometria Riemanianna um toro é essencialmente um
plano. Note que de acordo com a geometria diferencial
devemos definir duas quantidades chamadas curvatura
gaussiana e curvatura média para podermos definir a
forma de uma superficie.

No entanto, a curvatura gaussiana, por si mesma,
nao define a forma local sendo somente uma quantidade
intrinseca & geometria. Para tanto, faz-se necessario a
introdugao da curvatura média H, que por sua vez,
uma quantidade extrinseca, i.e., estd vinculada com
defini¢ao do vetor normal 7, dada por

S ON

kit
=222,

H

Por conseguinte, se formos ao R3, encontramos que
Ry212 = K, onde recaimos no mesmo problema, pois
a quantidade H esta ausente. Dai a nocao de curvatura
extrinseca [8] que mede a variagdo do vetor normal &
superficie. Portanto, a forma local fica definida em ter-
mos destes dois numeros, K e H.

De fato, como a geometria Riemanniana carece da
quantidade H, segundo os criticos de Riemann, a mesma
tirava a nocao intuitiva necessaria a geometria no sen-
tido de impossibilitar uma melhor conceituagao acerca
das formas das coisas. A nocdo intuitiva de formas
foi perdida no contexto Riemanniano e foi contestada
de forma vigorosa principalmente pelos filésofos Kan-
tianos. [9] no livro Critica da Razdo Pura defende que

O conceito de espago [Euclidiano] néo é de
forma alguma de origem empirica mas uma
necessidade do pensamento.

A definigao da forma local da geometria Riemanni-
ana foi objeto de uma conjectura feita por L. Schlae-
fli [10,11] em 1873 supondo que uma variedade Rieman-
niana deveria ser consistente com a teoria gaussiana das
superficies imersas. Em outras palavras, para resolver a
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ambiguidade do tensor de Riemann qualquer variedade
deveria ser imersa em uma variedade maior, sendo esta
ultima a referéncia de curvatura. Mas, como fazer a
imersao de uma variedade? Uma indicagao inicial acer-
ca de uma possivel solucao veio com as equacoes de
Gauss-Codazzi-Ricci.

Com base na suposic¢do de Schlaefli, podemos conce-
ber genericamente uma imersao como sendo a aplicacao
X4 .V, — Vp em que V,, é uma subvariedade Rie-
manniana a ser imersa em Vp que é o espago ambi-
ente ou bulk Riemanniano onde serd feita a imersao.
As componentes X4 = fA(z!, 22,...2P) associam cada
ponto de V,, de dimensdo n com forma quadratica
¢ = gudztdz” um ponto de Vp de métrica Gap e
coordenada X4, tal que

gudatde” = QABX”:XE )

Assim, podemos encontrar a primeira equacao de
imersao
AypB
gplf - gABX)MXﬂ/ )

onde os Xﬁ sdo componentes de vetores tangentes & V,.
Em termos de notagao, para a derivada comum usare-
mos a simbologia (, ) e para a derivada covariante (;).
Além disso devemos ter m —n vetores normais & V,, que
satisfazem a equagao de ortogonalidade

GapXing =0.

Escolhendo os vetores n como sendo mutuamente or-
togonais e de norma =+1

GaBninE = gap = +0up -

As equacgoes de imersdo nos informam basicamente
como a variedade imersa e o espago ambiente estao rela-
cionados uma vez determinadas as variaveis de imersao
X4 ent.

A geometria imersa é determinada pela solucdo
destas equagoes que definem

kuua = _X7577:2ygAB ) (6)
Auab = nﬁﬂangAB ) (7)

onde ky,q € Auqr sdo respectivamente a curvatura
extrinseca (segunda forma fundamental) e o vetor
torgao (terceira forma fundamental). Para mostrar a
existéncia da solucao devemos calcular as condigoes de
integrabilidade das equagoes de imersao. Tais condicoes
sao fornecidas pelas equagoes de Gauss, Codazzi e
Ricci?

R(xﬁ’yo = 29abkaa['~/kba]ﬂ + RABCDX,QXgXSX,?

2kafopn] = 20° Aearkcals + RapepXan, XGXY

2Nas equacdes de Gauss-Codazzi-Ricci, denotamos que os indices préximos aos colchetes sdo anti-simétricos onde fazemos a indicacao
com a inclusao da barra vertical ao lado do indice préximo ao colchete, i.e.,

2A[’Y\7VW«A5]”L}’ = A’y'ma,Aénb - A(Smu.A'ynb~
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2A[ba'y;6] = ZngA[cbéAd]a'y + QQCdk[C'y&kd]&y +

RABCD%AWEX,SX,? )

onde A,B — 1..D, o, — 1..n, gop é a métrica
da subvariedade imersa nao-perturbada Vj, cuja barra
indica que o elemento em questao nao sofreu uma per-
turbagao. Os 74, 7, s20 as componentes de vetores nor-
mais a V,, com métrica gq, do espaco interno B,, desses
vetores, onde a,b — n + 1...D.

Basicamente, as equagbes de Gauss e Ricci sao
equagoes diferenciais que relacionam as componentes
tangenciais e normais, respectivamente, & curvatura
extrinseca. Uma outra relacdo é dada pela equacao
de Codazzi na qual precisamos “diferenciar” a cur-
vatura extrinseca considerada um tensor [8]. Em
geral, essas equagoes nos fornecem como os espagos de
métricas guu, gab © Gap se relacionam. Portanto, a
solugao do problema da imersao depende da solucao
dessas equacbes, o que nao é tarefa facil devido a
forte nao-linearidade das mesmas. Uma demonstracao
classica sobre como obter estas equagodes como original-
mente concebidas podem ser encontradas em [11,12].
No entanto, iremos mostrar um processo ligeiramente
diferente obtendo essas equacOes sob o contexto das
Branas-mundo tomando como principio o teorema de
Nash.

Embora geometria Riemanniana tenha consolidado
como padrao de geometria com o advento da relativi-
dade geral em 1916, a questao da imersao de variedades
Riemannianas ainda estava em aberto. Logo apés Ein-
stein ter completado seu artigo em 1915, a resposta a
critica de Kant sobre o cardter nao intuitivo das geome-
trias nao-Euclidianas, que parece ter sido atribuida
ao préprio Riemann, tornou-se realizdvel. Riemann
argumentou que se a intuicdo é a base da verdade
geométrica, atribuindo formas e comparagoes, entao
isto é de fato algo que tem a ver com a fisica, j4 que
ela depende de medidas e instrumentos. A conjectura
de Schaefli ficou conhecida como o Problema Inverso
de Riemann, ou seja, o problema de defini¢do da forma
local de uma superficie. As equacoes de Gauss-Codazzi-
Ricei foram inicialmente resolvidas por M. Janet [13],
E. Cartan [14] e C. Burstin [15], porém usando séries
de poténcias convergentes (fungdes analiticas). No en-
tanto, devido a rapida convergéncia das funcoes, as
solugoes mostravam-se como solucoes particulares do
problema da integragao dessas equacoes, e portanto nao
eram validas para qualquer variedade. A generalidade
da solugao das equagoes de Gauss-Codazzi-Ricci viria
somente décadas depois com os trabalhos de J. Nash
pelo uso de um processo perturbativo na geometria com
funcoes regulares e diferencidveis.

3. Teoria de imersoes de variedades

Com a utilizagdo de argumentos de diferenciabilidade
e regularidade das fungbes, o teorema proposto por
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Nash [1,2] em 1954-56 resolve o problema de imersao,
mais especificamente o trabalho de 1956 onde trata
a imersao local entre variedades Riemannianas. Em
1954, Nash mostrou que uma variedade C' pode ser
imersa em espacos FEuclideanos de dimensoes 2n e em
1956 tratou o caso de C* para 3 < k < oco. Ele de-
monstrou como fazer a imersao local de uma variedade
diferencidvel mantendo sua regularidade, sendo gene-
ralizado por R. Greene estendendo o teorema de Nash
para variedades pseudo-Riemannianas (métricas nao-
positivas) [16]. Dessa forma, a dimensao D do espago
ambiente para uma imersao isométrica e local de uma
variedade V,, depende das funcdes de imersio. Por
exemplo, se utilizarmos o teorema de Janet-Cartan-
Burstin com fungoes analiticas, o espago total terd o
ntmero de dimensdes D < n(n + 1)/2. Todavia, ao
utilizarmos o teorema de Nash-Greene o nimero de di-
mensoes do espaco ambiente cresce para D < n(n+3)/2
[11]. Em resumo, o teorema de Nash pode ser enun-
ciando da seguinte forma

Seja uma fungao de imersao X tal que
a aplicacio X : V,, — Vp seja regular
e diferencidvel, entao podemos construir a
imersdo de qualquer variedade V,, em uma
variedade Vp suficientemente grande por
deformagao continua em uma direcao nor-
mal em um ponto da variedade V.

O procedimento de Nash inova em dois aspectos:
primeiro por mostrar que nao ha necessidade da
hipétese de analiticidade como usado por Janet-Cartan.
Segundo, pela natureza perturbativa que é dinamica,
i.e., da possibilidade de obter equagoes de movimento
e integra-las, tal como no problema de Cauchy em
mecanica. Cabe lembrar que originalmente Nash estava
preocupado em resolver apenas o problema da imersao
local sob o ponto de vista estritamente matematico,
e nao em fazer uma “fisica de variedades”. No en-
tanto, se analisarmos do ponto de vista fisico, como,
por exemplo, em cosmologia, o processo de criagao de
grandes estruturas no universo, tais como galdxias, é
descrito pela perturbagio da geometria [17]. Fazendo
uma analise mais profunda do teorema, concluimos que
a proposta introduzida por Nash é compativel com a
fundamentacao de uma teoria gravitacional imersa, tal
como as Branas-mundo. E importante notar que es-
tudos sobre imersoes dentro de uma abordagem per-
turbativa foram originalmente propostos em um tra-
balho péstumo por E.P. Campbell [18] em 1926, porém
usando a analiticidade das fungoes de imersao.

3.1. Perturbagoes de Nash

As Branas-mundo apresentaram-se de fato
como estrutura tedrica em 1998 com os trabalhos de
Arkani-Hamed, G. Dvali e G. Dimopolous [19], ou
abreviadamente ADD, propondo de forma sui generis
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uma solugao ao problema de hierarquia das interagoes.
Como apontado pelo esquema de ADD, a escala de
Planck para a gravitagao forte é desprovida de carater
experimental, portanto nao impede a elaboracao de
uma teoria gravitacional em escala de energia menor,
igual as demais interacoes, em escala Tev? o que im-
plica que as dimensoes extras devem ser maiores que
o comprimento de Planck (Lpjanek ~ 10723cm). Em
resumo, a proposta de ADD a uma teoria de Branas-
mundo contém trés postulados bésicos:

1. Existe uma variedade maior ou ambiente (bulk)
com dimensao D > 4 que é solucao das equacoes
de Einstein;

2. O espago-tempo quadridimensional é imerso no
espago ambiente e gerado pelo movimento de
Brana-mundo no mesmo espacgo;

3. Em escala Tev, a gravitagao descrita pela métrica
da variedade de 4 dimensoes imersa oscila no
espaco ambiente e as ondas geradas propagam-
se no espago ambiente, mas as demais interagoes
permanecem confinadas & Brana-mundo.

A idéia central é que temos um estrutura tedrica com-
pativel com a teoria de imersao de variedades. Para en-
tendermos com mais clareza o processo, podemos adap-
tar o teorema de Nash & brana-mundo apresentando um
detalhamento de como se fazer a imersao escrevendo as
equagoes primeiramente para o caso sem perturbacao e
depois estendendo-as ao caso perturbativo na préxima
subsecao.

Podemos inicialmente fazer uma imersao local e
isométrica com a aplicacio X4 : V; — Vp. Nesse
contexto, consideramos a variedade V; como a Brana-
mundo quadridimensional nao-perturbada. Como ve-
remos, a perturbagao dessa variedade imersa nos dara
o comportamento dindmico da mesma em Vp que é o
espaco ambiente arbitrario a ser feita a imersao. Temos
também que A = 1..D e D = 4+ N, onde N repre-
senta o nimero de dimensoes extras. As componentes
X4 = fA(z!, 22,...2P) associam cada ponto de Vj; um
ponto de Vp de coordenada X .

Além das propriedades de regularidade e diferencia-
bilidade, que tais variedades, por construcao, devam
apresentar, X devem também satisfazer novamente as
equagoes de imersao:

XAX5GAB = Ga (8)
XonPGap =0, 9)
ﬁfﬁl?gAB = Gab (10)

onde temos a normalizacao dos vetores 7] para G, =

€.0qp cOm €, = 1 cujos sinais estdo relacionados as
possiveis assinaturas das dimensoes extras. Conforme
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o teorema de Nash, ao perturbarmos a geometria da va-
riedade no bulk, criamos uma nova geometria que deve
estar, para nossos fins, mesmo apds a perturbagao, con-
finada no mesmo bulk, i.e., Vp e V, foram tomadas, de
forma independente, como variedades Riemannianas.

3.2. Variaveis da Imersao

De acordo com o teorema de Nash, a perturbacao da
geometria imersa é feita em uma dire¢ao normal a su-
perficie da mesma. Nesse sentido, para fazermos a per-
turbagao de um objeto geométrico () situado em um
ponto p da variedade, devemos medir a variacao de
ao longo deste ponto tal que

O =Q, + 60,

A medida de Q ao longo de uma trajetéria de p é feita
com a introducao da derivada de Lie £ definida pelo
ponto p na variedade e pelo seu vetor tangente. Sendo
assim, podemos por exemplo comparar dois tensores
ainda que situados em pontos distintos em uma mesma
curva. Essa comparacao é feita pelo “arraste” (drag-
ging) dos tensores ao longo da curva.

Adaptando essa idéia para o processo de imersao
em Branas-mundo, a derivada de Lie nos permite fazer
a conexao entre as coordenadas do bulk e da Brana-
mundo. Para entender isso, podemos optar a seguinte
perturbacao orientada em uma diregao normal ¢ = 7
na derivada de Lie, assim temos

Z4 = X4+ 5y (LX),

Podemos calcular os parénteses de Lie (LX )f

[7,X]4, sendo que expressamos X na base vetorial

a’
X =X aga com parametro % da curva definida em

um ponto qualquer na Brana-mundo, e 77 = 77‘48%4.

Assim, temos

i L0X° 9 o7t 9
A_ A pont o
[, e = OxA Oz oxb 0zA "’

como o vetor normal nao depende das coordenadas x?,

A
entao ‘g’;a = 0, restando-nos somente

0 0
7 XA — Aga _ A _
[77’ }a Aaxa n BxA n
Obtemos entdo
Z4= x4+ oyt (11)

que nos informa que a perturbagao da coordenada de
imersao X4 é feita na direcdo normal & Brana-mundo,
ou a variedade imersa, conforme o teorema de Nash.

De forma analoga, obtemos para perturbagao do ve-
tor normal n*

nt = i+ Lyt = it

3Lembramos que um eletron-volt corresponde a energia adquirida por um elétron ao atravessar, no vacuo, uma diferenca de potencial

de um volt, assim 1 ev = 1,6022 x 10719 J e 1 Tev = 1012 ev.
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Assim, concluimos que o vetor normal ndo se altera sob
deformacgoes, isto é 7 = 7.

O resultado Z4 deve definir uma nova geometria
Riemanniana de dimensdo V} cuja imersdo é dada por
Z4 que portanto deve satisfazer equacoes semelhantes
a Egs. (8), (9) e (10). Desta forma, podemos entao
estabelecer as novas equacoes de imersao da variedade
deformada como

ZfLZEQAB = Guv > (12)
Z0nPGas = g (13)
12nPGap = gab = €adap (14)

onde g, 9ua € Jgap Sa0 quantidades perturbadas, lem-
brando que o processo perturbativo nao € arbitrdrio,
ou seja, o espago de imersoes deve ser o mais suave
possivel.

Usando as Egs.
Eq. (13) como

(9) e (11), podemos escrever a

gub = (X3, +8y°nz,) 1 Gap =
XﬁﬁngAB + 5ya77§‘,u771539AB,

fornecendo-nos
9w = Zny Gan = 0y Auba (15)

onde A4, ¢ 0 vetor torcdo na geometria perturbada.
Note que como nA = ﬁA, entao

Auba = néuangAB = 'F]é“f]ngAB = Auba ’

mostrando-nos que o vetor tor¢ao nao se altera sob de-
formagoes. O par {Z4,ni} é a base de imersio da
Brana-mundo no bulk chamado referencial Gaussiano
de coordenadas.

Vamos agora a partir das equagoes de imersoes ex-
pressar a métrica g,,, da Brana-mundo em termos de
quantidades perturbadas. Para tanto tomaremos as
Eqgs. (11) e (12), tal que podemos escrever

Guw = ZpZ5Gan = (X0 +6y"nlt,)
(XE + 5ybnfl,) Gap = Xﬁ/'\’ngB +
SyPXanE,Gap + 6y X0 .Gap +
sy sy nit i, Gas -
Usando a Eq. (8) e a curvatura extrinseca dada

pela Eq. (6)), podemos escrever apés uma mudanca de
indices

uv = g,ul/ - 26yakuua + 6ya6yb77:14,#77£ug143 . (16)

No entanto, precisamos saber como definir o termo
né #angAB e expressa-lo em termos de quantidades
extrinsecas (curvatura extrinseca e vetor torgao). Essa
motivacao advém do teorema de Nash que nos informa
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que a perturbagao da geometria tem influéncia de ele-
mentos extrinsecos a ela. Assim, podemos tomar a

. ~ A . ~ .
seguinte expressao para 7 , como uma combinagao li-

: A A
near em termos das bases gaussianas {X'%}, 7'} que cor-

respondem as equagoes de Gauss-Weingerten [12]
Mt = Auacg™nit = kppad” Xy . (17)

Note que através dessa expressao podemos reproduzir
as equagoes que definem l_gw,a e Apqc de acordo com as
Eqgs. (6) e(7). Para verificar isso, podemos contrair a
Eq. (I7) com a métrica Gap e a coordenada ndo defor-
mada Xﬁ obtendo

X2 Ga = Auacg™® X505 Gap—kupad” X5 X G as,

e de posse das Egs. (8) e (9), obtemos a expressao para

kusq dada pela Eq. (6).

Para o vetor torgao A,,. novamente podemos con-
trair a Eq. (17) com a métrica Gap, porém agora com
a componente normal nZ

n(iBnQHgAB = A/Lachbn?nngB - EupangXﬁnngB 5

e de uso das Egs. (9) e (10), obtemos a expressao para
A,aq como visto anteriormente na Eq. (7).

De acordo com o que foi abordado anteriormente na
Eq. (17), podemos desenvolver o termo ng‘)unfl,gAB da
seguinte forma

U;anugAB = (AHanCbn{;‘ - Eupa_VpX,é)
(Aveag™n? — kuobg®* X5GaB) |
e assim temos
néﬂnfygAB = nggdeAuacAubdnbAneBgAB
_nggaaA,uachab'Xygn?gAB
_gdengAVbdicuanﬁneBgAB
+gyp§aazjltpa%uabX7ﬁgAB .
Usando as Egs. (8), (9) e (10) podemos escrever
e, 5,GaB = 9 ApcaAvar + 5 kpoakupy - (18)

Dessa forma, obtemos a expressao para a métrica per-
turbada

Juv = Guv — 2yai€uua +

5ya5yb [gapkuoakupb + QCdAucaAudb} (19)
onde g,, expressa a métrica da Brana-mundo nao-
deformada.

Podemos fazer um desenvolvimento analogo para a
curvatura extrinseca sob o contexto de deformagao da
variedade imersa. Desta forma, a curvatura extrinseca
perturbada sera

kuua = _UQHZEQAB ’ (20)
e usando a Eq. (11) podemos fazer

kuua = I;/u/a - 51/b7)f,p7715ugAB )
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e de acordo com o resultado obtido na Eq. (18),
podemos obter a seguinte relagao entre as curvaturas
extrinsecas perturbada e nao perturbada, tal que
k,u,l/a = I%[LVG, - 6yb (ngA,ucaAde + gop]%,uaalz/’upb) .
(21)
Diferentemente do que mostramos com o uso da
derivada de Lie, o processo perturbativo de Nash pode
ser entendido também pela a relagao entre a métrica
e curvatura extrinseca, com a propagagdo da cur-
vatura extrinseca nas dimensoes extras y*. Para tanto,
podemos tomar a derivada da Eq. (19) em relagao ao
parametro perturbativo y* obtendo

09
oy°

= _QEMua+26ya6b ( CdAucaAudb + ggplz;uaakupb) )

e de acordo com a Eq. (20) podemos escrever

99
oy°

= _Qk;tua ;

logo,
109,

kua: -5 ’
K 2 Oye

que é a relacado de York que denota a evolugao da
métrica deformada da Brana-mundo sob o parametro
perturbativo y®. O teorema de Nash parte dessa relagao
como principio para mostrar que toda geometria pode
ser imersa diferencialmente. A expressao anterior pode
ser escrita de modo diferencial como

(22)

89 = —2kuady® | (23)

a qual nos mostra que em primeira aproximacgao as per-
turbagoes Nash de fato podem ser produzidas a par-
tir de pequenos incrementos somados a métrica, i.e.,
9uv = Guv + 0guy + ... Assim, recuperamos a nocao de
defini¢ao de forma local de uma variedade Riemanniana
imersa quando comparada ao espaco dimensionalmente
maior a qual foi imersa. Vemos assim que o postulado
de Branas-mundo sobre a propagacao da gravidade nas

J

RapcpZ4Z5Z0 20 = Ryupo
RABCDZM’r]a ZCZD Zk',u,[u\a ;p]
Rapconing 2525 = —2A1abw) —

as quais representam as condigoes de integrabilidade
da imersao. Esta integrabilidade diz respeito a possi-
bilidade de adigao de hipersuperficies de espago-tempo
que ao serem integradas podemos extrair as equagoes de
movimento. Como ja comentamos, com uso da analiti-
cidade das func¢oes como proposto por Janet, Burstin e
Cartan, é possivel obter as solucoes do sistema. Porém,
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dimensoes extras é na verdade a esséncia do processo
perturbativo de Nash com a propagacao da curvatura
extrinseca que pode vir a ser interpretada como um
campo independente.

3.3. As equagoes de Gauss-Codazzi-Ricci e
principio de Einstein-Hilbert

O processo perturbativo de Nash por si sé6 nao é
capaz de fornecer equagoes de movimento da varie-
dade imersa. Para tanto, precisamos das equagoes de
Gauss-Codazzi-Ricci que nos fornecerao naturalmente
um escalar de Curvatura tal que possamos escrever o
principio variacional Einstein-Hilbert.

Podemos comegar fazendo uso da Eq. (12), tal que

Juv = ZﬁZEQAB — "9 = QWZ:?LZEQAB :

Tendo em vista que

nv

9" g = G*PGan — 9" gar
logo, temos que
9" 9 = G4 PGap — 9" gar = 9" 225G an
e de posse da Eq. (14), temos entao

G PGun — g"ninPGas = QWZAZB )

que resulta na relagao

NVZAZB gAB gabnfnb ) (24)

Para assegurarmos de forma completa a imersao
com a deformagao da Brana-mundo no mesmo bulk, i.e.,
garantir que tal deformagao continue uma subvariedade
do bulk, devemos tomar as componentes do tensor de
Riemann R 4gcp do bulk definidas em termos das bases
de imersao da geometria perturbada {Z7,, 72} [20-22]
que correspondem as equacoes de Gauss-Codazzi-Ricci
[12], dadas respectivamente por

- 2ngkﬂ[p\cku]o’d (25&)
cd

2g A[p|cakp,\l/]d (25b)

29 A[u|caA db — 29 k[u|aak v]|Bb (25C)

do ponto de vista fisico, essa é uma hipétese muito forte
para o estudo de processos em que a origem e o fim nao
sao bem conhecidos, como é no caso da cosmologia. Por
outro lado, o teorema de Nash foi o primeiro a resolver
as equacoes de Gauss-Codazzi-Ricci usando apenas a
regularidade e diferenciabilidade das funcoes.

O préximo passo sera deduzir a equagao de Einstein
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para o bulk partindo do principio de Finstein-Hilbert,
via construcao de uma lagrangiana. Denotamos entao
a quantidade

K2 _ gabk,ugkuyb , (26)
e a curvatura média
H? = g®hahy (27)

Capistrano e Odon

onde denotamos hq = ¢""k,uq -
Tomemos entdo a equagdo de Gauss contraindo-a
com a métrica gP?

gpaR/wpa = ZQCdgpaku[pkku]ad + ngRABCDZﬁZEZSZg ’
R,uy = ng (gpgkupckuad - k,uucgpakpad) + ngRABCDZfLZ,EZ?Zg s

p

= ng (gpakp.pckljad — k,U«VCh’d) + RABCDZ$27€ (gpo'zgzyg) ’

e usando a Eq. (24), temos

que resulta em

RHV = ng (gpakupckuad - kuudhc) + RABCDZ;?LZ)E (gCD - gabngnf)) ’
9° (9" kypckvoa — kyvahe) + G“PRapcpZ4 25 — g™ RapcpZ4Z50np |

vV

R = 9° (9" kppckvod — kuvahe) + RapZ4H 25 (30)
—gabRABCanZ,gZ,ﬁnl? .

Assim, ao tomarmos a Eq. (30) contraida nova-
mente com uma métrica gh”

gHVR;w = gl“ngdgpgkupckuad - gl“jk,uydgalhc
+9"" R 2525 — g™ Rapcong (9" 2525 ) np.
e de uso das Egs. (24), (26) a (30), temos

R= ¢k kyoa — 9°'hcha + Rap (67 — g™ nin)

—9**Rasconing (G — g“nlng)

= (K- H?) + RGP — g™ Rapninf
—g**GBRapconind + 9" 9“ RasconinPnint

em que obtemos a uma equacao para o escalar de cur-
vatura

R= (K* = H?) + R = 29" Rapn,n;
+9°g" R apcpninPnSnl .

O principio FEinstein-Hilbert para a geometria do
bulk

S = /R\/—g d°Vv .

diz que a curvatura deve ser a mais suave possivel. Pela
Eq. (31) podemos escrever

S = / (R—(K? - H?) V-G d°V
+ / 29" Rapng iy V-Gd"Vv

e

Assim, podemos escrever a agao
S = a*/s*\/—g v,

onde a, é um parametro associado com a energia de
escala do bulk e S* é a lagrangiana confinada na Brana-
mundo. Tomando a variacao da agao Einstein-Hilbert
do bulk
s
0GaB
temos as equagoes de Einstein para o bulk

1
Rap — ?RQAB = CV*TZB ’ (31)

onde T% 5 é o tensor energia-momento do bulk. As-
sim, vemos que o postulado de Branas-mundo sobre
a adocao da métrica Gap do bulk como solugcao das
equagoes de Einstein é na verdade uma consequéncia
natural da imersio. £ importante notar que as trans-
formacoes de difeomorfismo bem como o principio da
equivaléncia da relatividade geral nao sao levados ao
bulk, sendo confinados na Brana-mundo.

Por outro lado, a escolha de tipos especificos de
bulks impoe diferentes restrigoes e equagoes de movi-
mento caracterizando os vérios modelos de Branas-
mundo. Fundamentalmente, os modelos sao necessarios
a medida que a teoria nao existe sendo construidos no
sentido de descrever ou fazer a representacao de de-
terminado sistema a ser estudado na tentativa de ex-
trair informacoes para andlise e conceituacdo do pro-
blema. Neste sentido, o termo teoria possui um signifi-
cado mais amplo de modo a tentar prover explicacao
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e sistematizagao mais rigorosa do conhecimento, além
de prever novos fenémenos. Uma teoria fisica deve
portanto apresentar rigor matematico, légica e sim-
plicidade de acordo com o principio chamado navalha
de Occam, proposto por William de Occam no século
XIV em que nos diz que “entia non suntmultiplicanda
praeter necessitatem” (as entidades ndo devem ser mul-
tiplicadas além da necessidade), sendo precursor do que
chamamos hoje por método cientifico. Tendo em vista
o aparecimento destes novos elementos extrinsecos que
representam uma extensao da geometria Riemanniana,
portanto, a geometria de Branas-mundo é bem mais
rica do que a relatividade geral, o que exige estudos
mais profundos e a longo prazo para a elaboragao de
uma teoria mais geral de gravitagao propriamente dita,
ou possivelmente, de unificagao das interagoes.

4. A teoria de imersao como uma opgao
para a fisica

Em 1965 em um seminario acerca dos problemas da
imersao, Y. Ne’eman e outros conjecturaram que as di-
mensoes extras poderiam ser a fonte de simetria para
particulas elementares [30]. O quadro geral naquela
época era que as simetrias concordavam com as in-
teragoes fracas, mas nao podiam ser estendidas as in-
teragoes fortes. Ne’eman sugeriu que o uso de espagos
localmente imersos levaria as simetrias internas, o que
atribufa as mesmas uma origem geométrica, concluindo
que o uso de espagos-tempo imersos ofereceria uma teo-
ria unificada das interagoes fundamentais da natureza.
Em um sentido geométrico, as conexoOes seriam vis-
tas como propriedades do espaco-tempo em contraste
com trabalhos anteriores, tais como Weyl [31], Kaluza-
Kein [32,33] e Gupta [34] os quais ndo levavam em con-
sideracao o uso da imersao.

O primeiro artigo do semindrio é de A. Friedman [23]
onde discute sobre os diversos casos de imersoes globais
e locais, fazendo um breve resumo sobre o que Nash
havia discutido quase dez anos antes e também o que
havia sido descoberto até entdao [24]. O artigo de J.
Rosen [25] mostra vérios casos de imersoes de espagos
relativisticos Riemannianos. R. Penrose [26] chama a
atencao para o problema de imersoes globais, dizendo
que nem sempre uma variedade Riemanniana podera
ser imersa num espago Euclidiano como Nash havia afir-
mado em 1956. Ele faz o exemplo para as métricas de
ondas planas, mas recentemente se mostrou que de fato
isto nao era uma dificuldade desde que se considere a
dindmica das imersdes [27]. C. Fronsdal [28] discute
os limites entre espagos chatos e espagos curvos para
uma dada teoria fisica enquanto que D. Joseph [29]
trata da imersao do espago-tempo num espago pseudo-
Euclideano. Para ele, espacos pseudo-Euclideanos de
dimensao maior podem ser considerados uma arena em
que a relatividade geral e a mecanica quantica possam
ser trabalhadas simultaneamente.
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Por conseguinte, nas décadas de 1970 e 80, Regge,
Teitelboim [35] e Holdom [36, 37], dentre outros, con-
sideram a idéia de um universo imerso em uma va-
riedade de dimensao maior. Esta idéia foi originada
na teoria de Cordas, onde os objetos fundamentais sao
imersos. Cabe notar que, na teoria de Cordas original
(i.e., sem supersimetria a qual atribui a cada particula
na natureza um equivalente supersimétrico, por exem-
plo, para cada bdson existe um férmion supersimétrico
e vice-versa), os objetos sdo imersos em 2-dimensoes,
porém a imersao fica trivializada ja que as superficies
bidimensionais sao conformemente planas. Em 1977,
em um trabalho pioneiro, Regge e Teitelboim conside-
raram uma teoria de membranas a qual substituia a
geometria Riemanniana por uma geometria imersa.

Como colocado na segao II, em 1998, Arkani-
Hamed, G. Dvali and S. Dimopoulos (ADD) [19] pro-
puseram um modelo multidimensional para dar uma
solucdo ao problema de hierarquia das interacoes fun-
damentais, que basicamente consiste em uma diferenca
quantitativa entre as escalas eletrofraca e Planckiana
(mpl/mEW ~ 1016) baseadas nas medidas das cons-
tantes de acoplamento. A idéia de ADD reside no fato
de que nao existe ainda uma comprovagao experimental
de que a gravidade é realmente efetiva somente em al-
tas energias da ordem de 10'® TeV, mas sim que possa
ser verificada a unificagao na escala Tev. Dos modelos
de supercordas [38], a proposta de ADD emprestou a
idéia de que variedades chamadas p-branas sao imersas
em um bulk, sendo que a geometria do bulk é definida
pelas equagoes de Einstein. Assim, uma 3-brana move-
se em um bulk generando uma Brana-mundo imersa que
exerce o papel do espago-tempo. Desta forma, a Brana-
mundo é um objeto dinamico originado pela oscilagao
de uma 3-brana determinada pelas equacgoes de Eins-
tein com um nimero de dimensoes maior que 4 onde as
transformagoes do grupo de difeomorfismo nao sao es-
tendidas as dimensoes extras. A partir de entdo muitos
outros trabalhos sobre Branas-mundo foram propos-
tos, porém, a nivel de exemplo, faremos um breve
comentério acerca da estrutura do modelo Randall-
Sundrum, por se tratar de um modelo bastante explo-
rado na literatura bem como sendo em conjunto com a
proposta de ADD um dos trabalhos pioneiros do pro-
grama de Branas-mundo.

Em 1999, L. Randall e R. Sundrum [39] propoem
um modelo alternativo ao esquema de ADD. O primeiro
modelo conhecido como RS-I é construido com um bulk
de curvatura constante em 5-dimensoes em um espaco-
tempo do tipo anti-deSitter, ou , simplesmente, ADS5.
Este tipo de espaco foi introduzido originalmente em
1917 por W. de Sitter apresentando novas solugoes
das equacgoes de Einstein pela adi¢ao da constante cos-
moldgica A as equagdes de campo no vicuo (o tensor
energia momento é nulo, i.e., T,,,, = 0) com o elemento



1305-10

de linha

1

ds?® = —
cosh” Hr

(32)
onde H = y/A/3 em um universo esférico quasi-estético

de raio R = 3/A. Usando as seguintes defini¢oes [40]

sinr cos 6

sin r sin 6 cos ¢
sin r sin € sin ¢
cosT

X1 = acosh
X9 = acosh(
X3 = acosh(
(
(

—~

Q™0 [+R [0 [~ |+

X4 = acosh
X5 = asinh

— e —

podemos mostrar que a solugao de deSitter pode ser
escrita como

XP+ X3+ X3+ X]-X2=a%,

que é equivalente & uma esfera de raio & = A~! com
centro na origem em um M;5(4,1), sendo um espago de
curvatura constante com A > 0 cujo elemento de linha
podemos escrever como

t
ds? = —dt? + o? cosh2(a)[d7"2 +sin® rdw?),  (33)

onde dw? = db? + sin? 0d¢?.
Por outro lado, se tomarmos as seguintes mudangas

[dt?—dr?— H~2 tanh? Hr(d6+sin® 0d¢$?)]
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nas coordenadas no caso anterior

cosh(L) — cos(L) |
sinr — sinhr |
cosrT — coshr

obtemos as novas coordenadas

Xy = accos(L)sinhr cos

X5 = accos(L) sinh 7 sin 6 cos ¢
X3 = avcos(L)sinhrsin fsin ¢
)
¢

que podemos escrever a equacao
XP+X5+X5-X]-X2=-a”,

que é a equacdo de uma esfera centrada no infinito e
de raio (i) em Mj5(3,2), tal que o = =*, logo A < 0.
Este espaco é chamado de anti-deSitter cujo elemento
de linha pode ser escrito como

t
ds? = —dt? + o® cos®(=)[dr? + sinh® rdw?] |,  (34)
o
onde dw? = db? + sin® 0d¢>.
Por conseguinte, para o modelo RS-I construido so-
bre o ADS5, Randall e Sundrum apresentam o seguinte
principio de acao ]

S = / d*z / dév/—G—A+2M3R + / d* /= Guis(Svis — Vais) + / d*z / d*x\/=gnia(Shia — Viia),  (35a)

onde R é o escalar de Ricci em 4 dimensoes, com ansatz

6’2“577,“, 0
gAB = < 0 T? ’

onde e~2? ¢é o fator de deformacdo (warp-factor) da
Brana, 7,, é a métrica de Minkowski e r, é identifi-
cado como raio de compactificagdo. O segundo e ter-
ceiro termo da agao anterior dizem respeito as agoes
de Branas-mundo em dois diferentes universos vis e
hid. Isso é consequéncia da adogao da simetria Zs
de um espaco tipo S'/Zs. Dessa forma, considera-se
a Brana-mundo como um contorno de separacao entre
duas regides do bulk, por exemplo, rotuladas como la-
dos (+) e (—). Se definirmos um vetor normal 74 no
lado (4) da Brana-mundo, devido & simetria Z,, pro-
duzird um vetor normal na lado (—) da mesma, i.e.,
na — —na, conforme a Fig. [I. Em suma, utilizar a
simetria Zs significa que quando um objeto se aproxi-
ma da Brana-mundo o mesmo sera refletido como uma
imagem no espelho.

n ? /// ;i | 3\
“~ //’K :Il I‘-.I
/ I il -.

"

/ Lado (+) PN i " |

/ ' >
/ | ><~ -t |
|' /_l 7, B |

yrana-mundo | / Lado () 1 bulk
| | "II

A

Figura 1 - Representag@o pictérica do modelo Randall-Sundrum.
A Brana-mundo fisica é um contorno que separa os lados (+) e
(). Por uso da simetria Z os vetores normais 7 & superficie
sao refletidos como em um espelho.
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E importante notar que a Brana-mundo no RS-I nao
possue uma dinamica sendo simplesmente um contorno
fixo.

Apenas como ilustragao, no modelo Randal-
Sundrum, as equacoes de Einstein em 5-dimensoes sao
dadas por

1
Run — §GMNR =0,

onde Rj;n e R sao respectivamente os tensores de Ricci
e escalar de curvatura em 5-dimensoes e G sy a métrica
do bulk pentadimensional. Assume-se ainda que exis-
ta uma solucdo quadridimensional que satisfaga a in-
variancia de Poincaré. Tomando a Eq. (35a) com a
métrica

ds? = 672"(4’)7]Wda:“dx” + rfdd)Q ,

as equacoes de Einstein em 5 dimensoes reduzem-se as
seguintes equacoes

o'? —A
2 AMB
3i/2 _ Vhiad(¢) | Viisd(¢ — )
r2  AM3r, AM3r,

onde ¢’ = Z—g as quais nao sao equacoes dindmicas pois

nao hé dependéncia temporal na funcado o. A solucdo
o satisfaz a condicao de simetria Zs na qual ¢ — —¢

—A
7=l g -

tal que A < 0.

Note que o modelo Randall-Sundrum ao fazer a
reducio dimensional para o ADSj5 pelo orbifold* S/ Z,,
implica que as fungoes imersas nao sejam regulares,
isto é, como nao é possivel obter a fungao inversa da
variavel de imersao, a imersao é dita rigida. O uso da
simetria Z5 em conjunto com uma condicao particular,
a condi¢ao de Israel-Darmois-Lanczos [41] (IDL), ca-
racterizam o modelo RS-II fornecendo uma dinamica
a Brana-mundo, e, em cosmologia, é necessaria para a
recuperagao da gravidade 4-dimensional. A condigao
IDL basicamente relaciona a curvatura extrinseca kj,
com a matéria T}, tal que

_ _ 1-
kp,l/ = Qi (T;,Ll/ - 3Tguu)

No entanto, o uso de tal condicdo é o ponto princi-
pal de critica ao RS-II. A condigdo IDL nao é uma
consequéncia das equacoes de Einstein, mas um novo
ansatz adotado, como mostrado por alguns autores em
[20,42].

Em resumo, as vérias abordagens dos modelos
de Branas-mundo sao baseadas na idéia que de a
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gravitagdo tem acesso as dimensoes extras. Esta
hipétese poderia explicar razao pela qual a interacao
gravitacional é mais fraca (menos intensa) em relacao as
demais interagoes quando medidas por um observador
na Brana-mundo, onde as interacoes de calibre estao
confinadas. Embora colocado como mais um postu-
lado pelo ADD, a idéia do confinamento das interacoes
estd calcada na relatividade Especial onde o modelo
padrao de particulas esta construido. Assim, por exem-
plo, temos que a teoria eletromagnética é definida em
4 dimensoes na formulagao covariante

BFM = AnJ” | eVPIY,FP =0,

onde J,, é a derivada quadrimensional, F'** ¢ o tensor de
Maxwell dado por 9,4, — 0, A, no qual A, é o quadri-
vetor potencial, e ainda J, ¢ densidade de corrente
quadrimensional. Além disso, a teoria de Maxwell é
uma teoria de calibre local, ou seja, uma transformacao
de coordenadas é especifica para cada ponto do espago-
tempo, logo transformagoes de coordenadas arbitrarias
nao sao validas do ponto de vista fisico. Sendo assim,
o mesmo pode se repetir para todo Yang-Mills

DAF*=4nJ , DAF =0,

onde temos que D,, ¢ a derivada covariante dada por
D, = 0, + A, e a curvatura 2-forma é dada por
F = F,dz" Ndz¥ = [D,,D,] com o dual F* =
Frvdzt A dxY = €46 FP7. O termo J é a corrente
de Yang-Mills. Assim, toda teoria de Yang-Mills pode
ser consistentemente formulada [43,44] e testada expe-
rimentalmente em 4-dimensoes.

Cabe lembrar que se adotarmos apenas a imersao
local no contexto de Branas-mundo sem fazer escolhas
a priori, como vimos na secao II, além da métrica,
duas outras varidveis dinamicas também assumem pa-
pel importante, que sao a curvatura extrinseca k,,, e
o vetor torcao A,.,. Em uma perspectiva acerca da
imersao, kuve € Apqp complementam a descricao da
forma local da Brana-mundo fornecendo a informacao
necessaria pela qual podemos saber em qual diregao a
Brana-mundo se afasta do plano tangente, que é, em
esséncia, o processo perturbativo da variedade imersa.
Este ponto vista reflete o mesmo conceito das quanti-
dades K e H sendo informagoes necessarias a descricao
local de uma superficie. De fato, mostrou-se que A,,q ¢
a Unica varidvel dindmica que nao se propaga através de
uma perturbacdo o que significa que A, se qualifica
a ser um campo de calibre relativo ao grupo de rotacdes
das dimensédes extras, o grupo SO(m — n) [11,45].
A Brana-mundo imersa em um bulk com um ndmero
de dimensoes extras maior do que 1 apresenta duas
caracteristicas: a existéncia de um grupo de simetria
SO(m — n) aos vetores unitdrios normais 74; e em se-
gundo lugar, é aonde surge a terceira forma fundamen-
tal com as componentes A,q. A primeira vez que a

4Neste contexto, de modo bastante simplério, a idéia de um orbifold consiste no quociente entre uma variedade com contornos e um

grupo finito.
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terceira forma fundamental foi efetivamente considera-
da, a mesma se transformava como um grupo de cali-
bre sobre a acao do grupo SO(m — n) conforme obser-
vado por Holdom [11,36,37]. Claramente, a procura de
significado fisico ou influéncia dessas quantidades sao
vastas areas de estudo e tém sido amplamente estu-
dadas [20-22,46-49]. Vemos assim como os estudos
atuais acerca da relacao entre fisica e geometria estao
em pura ebulicao, motivados de forma decisiva desde
1916 com a teoria da relatividade geral.

5. Consideracgoes finais

A teoria de imersao tem sido apresentada como uma
opcao para a fisica nos ultimos anos, principalmente
com o advento dos modelos de Branas-mundo. Suas
origens confundem-se com as préprias origens da
geometria. O quinto postulado de Euclides motivou
a descoberta de novas geometrias chamadas geome-
trias ndao-Fuclideanas, com particular destaque para
a geometria Riemanniana. Desde Einstein, a geome-
tria Riemanniana tem sido considerada como padrao
de geometria devido ao sucesso da teoria da relativi-
dade geral, apesar de certos dilemas tal como o proble-
ma da ambiguidade do tensor de Riemann que fornece
a “forma absoluta” dos objetos. No entanto, esta ca-
racteristica parece desafiar o aspecto intuitivo da per-
cepcao do mundo a nossa volta, como proposto pela
filosofia Kantiana.

O problema da imersao consistia originalmente em
como uma variedade Riemanniana pode ser imersa em
outra de forma consistente tal como superficies bidi-
mensionais imersas no espago Euclideano. Esta questao
foi apontada primeiramente por Schlaefli em 1873 ao
trabalho de Riemann na tentativa de resolver o dilema
de como definir a forma local de uma superficie na
geometria Riemanniana. A indicagao inicial veio em
resolver as equagoes de Gauss-Codazzi-Ricci que rela-
cionam a variedade imersa com a variedade maior. No
entanto, essas equagoes sao fortemente nao-lineares o
que as torna de dificil solugao. Primeiros esforgos em
resolvé-las vieram com os trabalhos de Janet-Cartan-
Burstin com o uso particular de séries analiticas con-
vergentes.

Um método mais geral para imersoes locais de va-
riedades Riemannianas foi proposto em 1956 por J.
Nash usando a diferenciabilidade e regularidade das
fungoes de imersdo. Assim, definida a imersdo en-
tre duas variedades, uma nova variedade imersa pode-
ria ser criada perturbativamente por pequenos incre-
mentos adicionados & variedade imersa original (nao-
perturbada). Procuramos mostrar a relevancia do tra-
balho de Nash ao ambito da geometria de imersoes e a
fisica apresentando parte do desenvolvimento histérico
dos trabalhos com imersées. De fato, Nash considerava
os trabalhos sobre imersoes como os mais fundamen-
tais de sua autoria, embora tenha ganhado o prémio

Capistrano e Odon

Nobel de Economia em 1994 por suas constribuigoes a
teoria dos jogos. No entanto, quando relacionamos a
fisica, o teorema de Nash prové a base necessaria para
a elaboragao de uma teoria gravitacional mais geral
compativel com a proposta da Branas-mundo, como
mostrado em trabalhos mais especializados. De certo
modo, o conceito de Branas-mundo representa uma
volta ao ponto de vista Kantiano, como mencionado
anteriormente, o que nos fornece um caminho para ex-
plorar essa busca incessante pelo conhecimento e en-
tendimento do mundo.
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