Revista Brasileira de Ensino de Fisica, v. 33, n. 3, 3306 (2011)
www.sbfisica.org.br

Teoria algébrica de processos da medida em sistemas quanticos

(Algebraic theory of measurement processes in quantum systems)

C.A.M. de Melo™?2, B.M. Pimentel' e J.A. Ramirez!

! Instituto de Fisica Tedrica, Universidade Estadual Paulista “Jilio de Mesquita Filho”, Sdo Paulo, SP, Brasil
2Instituto de Ciéncia e Tecnologia, Universidade Federal de Alfenas, Pocos de Caldas, MG, Brasil
Recebido em 10/7/2010; Aceito em 16/6/2011; Publicado em 6/10/2010

Neste artigo trataremos, de uma maneira pedagdgica, a forma em que pode ser construida uma estrutura
algébrica para os processos de medida em mecanica quantica partindo do conceito de simbolo de medida, conce-
bido por Julian S. Schwinger, e que constitui pega fundamental para seu formalismo variacional e suas diferentes

aplicagoes.
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Here we deal in a pedagogical way with an approach to construct an algebraic structure for the quantum
mechanical measurement processes from the concept of measurement symbol. Such concept was conceived by
Julian S. Schwinger and constitutes a fundamental piece in his variational formalism and its several applications.
Keywords: quantum mechanics, quantum measurement theory.

1. Introducao

A formulagao desenvolvida por Julian Seymour Schwin-
ger para a derivacdo das amplitudes de probabilidade®?
em mecanica quantica (M.Q.) provém de um extenso
estudo que deu seu comego com a andlise alternativa
dos processos de medida associados & cinemética da
mecanica quantica, até a formulagao do principio va-
riacional que caracteriza a dinamica desses processos.
Schwinger foi fortemente influenciado pelos trabalhos
de LI. Rabi entre 1931 e 1939 [0], que tratavam de
experimentos sobre a interacdo de feixes de nucleos
atdmicos, ou moléculas, com campos magnéticos [B].

No ano de 1955, na conferéncia de Les Houches [8],
Schwinger expos sua idéia sobre a construgao de uma
algebra partindo dos resultados nos processos de me-
dida realizados sobre um sistema quantico para a ob-
tengao de informacao. Neste ponto, Schwinger comegou
pela revisao da teoria cinematica desses processos em
M.Q. [@,8], onde a motiva¢ao dada por Rabi intervém.
Dado que as particulas com spin respondem ante cam-
pos magnéticos externos, elas podem ser separadas por
aquela caracteristica em um experimento tipo Stern-
Gerlach (S.G.).

Nos seus experimentos mentais, Schwinger tinha
varios arranjos experimentais do tipo S.G., cada um

1E-mail: cassius@unifal-mg.edu.br.

deles, possuindo a propriedade de fazer a escolha de
uma caracteristica genérica do sistema. Assim, este era
dividido em sistemas menores, cada um destes com uma
caracteristica em principio bem definida. Desta forma,
precisando somente dos resultados das medidas para a
caracterizacao dos sistemas quanticos, espera-se que a
M.Q. possa ser derivada diretamente de fatos experi-
mentais.

Uma das primeiras exposicoes pedagbgicas sobre a
formulagdo de Schwinger apareceu em [B]. Apresen-
taremos aqui uma versao mais curta, ainda que com-
pleta, da descricao cinematica da M.Q. na abordagem
de Schwinger.

Na primeira secao deste artigo, falaremos sobre a
medida em sistemas classicos e veremos como ela ad-
quire importancia quando as grandezas no sistema se
fazem suficientemente pequenas. Depois, iremos defi-
nir o conceito de simbolo de medida e construiremos o
arcabougo que origina os experimentos mentais, permi-
tindo compreender a estrutura mateméatica que rege os
processos quanticos no ato de medida; assim, partindo
da abstracao de tais processos e de como se da sua
incidéncia sobre o sistema, se mostrard a importancia
da histéria na construgao do mesmo. Desta forma, a
andalise das medidas consecutivas realizadas sobre um
sistema ajudarda a compreender como ele poderia ser

2Schwinger denominava as amplitudes de probabilidade (ou fungdes de onda) de funcées de transformacdo. Os motivos disto serdo

esclarecidos mais adiante.
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preparado e, igualmente, como este poderia ser carac-
terizado, levando, ao final, a uma importante relacao
entre os processos de medida e os fatos de escolha, que
sao refletidos na interpretacao estatistica das funcoes
de transformacao. Posteriormente, veremos como as
caracterizagoes de um sistema, por meio de dois ob-
servaveis nao necessariamente compativeis, podem se
tornar equivalentes com o uso de fungoes de trans-
formacao e com um tipo especial de transformacao cha-
mada de wunitdria que, fundamentalmente, preserva a
informacao que se possui do sistema, como a proba-
bilidade ou a norma de um vetor que represente um
estado em um espaco de Hilbert. Assim, este tipo de
transformacao permite o estudo da cinemética quantica
nos processos envolvidos.

Por 1ultimo, construiremos as estruturas convencio-
nais nos processos cinematicos associados a mecanica
quantica, e relacionaremos estes com estruturas num
espago vetorial.

2. A medida em um sistema fisico

Do ponto de vista classico, uma medida tem como ide-
alizacdo que o efeito do aparelho de medicdo sobre o
sistema fisico de interesse é desprezivel ou que nao o
afeta de uma maneira apreciavel e, se isto ocorrer, tal
efeito pode ser compensado em uma forma estatistica
ou em uma forma mecanica [@,8,@]. Mas a interagao en-
tre o sistema e o aparelho de medida toma importancia
no momento que considerarmos sistemas microscopicos;
nestes casos, nao hé interagao que possa ser conside-
rada pequena, o sistema pode ser alterado facilmente,
e o efeito da medida nao pode ser compensado por ne-
nhum meio, dado que a sensibilidade do sistema ante
qualquer novo procedimento pode afeté-lo e fazer com
que os resultados obtidos nao representem mais os es-
tado anterior a medida, ou sejam imprevisiveis.

Segundo esta ordem de idéias, podemos observar
que a sensibilidade (a resposta) de um sistema diante de
determinados estimulos como a agao de medida, é base-
ada no fato de que, para obter informagao do sistema,
temos que fazer uma troca de energia com ele. Assim,
independentemente da sua escala, precisamos introdu-
zir energia no sistema e depois observar as formas em
que ele reage; como, por exemplo, emitindo algum tipo
de radiacao.

Desta forma, a acao de obtencao de informagao,
a acao de medida, pode ser simbolizada por meio
da quantidade R [B], que simboliza sua resposta ante
estimulos externos, e que é dada pela razao entre a
quantidade de energia AFE,, necessaria para induzir
uma mudanca no sistema e F a energia total que pos-
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sui o sistema, de modo que
R=——. (1)

Dada a forma da construcao de R, classicamente o me-
nor valor que pode tomar para F, fixo é min(AE,,) =0
e qualquer flutuagao deste valor evidencia uma variacao
da energia no sistema. Disto podemos dizer que o es-
tado do sistema pode mudar depois de uma medicao, ja
que sua energia vai mudar de uma maneira apreciavel.
Entretanto, se levarmos esta idéia para sistemas mi-
croscopicos, mantendo em conta a quantizagao da ener-
gia, esta proporgao () deve estar relacionada com a
constante de Planck h e, portanto, se obtemos algum
tipo de informagao do sistema, nao pode existir um
valor de AE,, < ahB de tal forma que, no nivel mi-
croscopico, nao pode haver nenhuma medida que nao
afete o sistema. Como temos visto, o raciocinio trata so-
bre a produgao de uma mudanga na energia do sistema
originada por uma medicao e, portanto, o objetivo da
medida em sistemas quanticos sera caracterizar o que
ocorre no sistema quando estes procedimentos sao efe-
tuados. Assim, quantificar de certa forma a incidéncia
de uma medida sobre um sistema microscépico, ao es-
tudar os possiveis resultados e as relagoes que eles tém,
serd o objetivo das proximas secoes.

3. Simbologia da medida

Quando medimos alguma caracteristica especifica de
um sistema, por exemplo a quantidade A, podemos em
principio obter uma grande quantidade de resultados,
como {aq, as, as, aq, ...}, classificados pela sua grandeza.
Chamaremos genericamente de observdvel a quantidade
A com que vai se caracterizar o sistema e ao conjunto de
ntimeros E[A] = {a;}, com j como indice do conjunto,?
o espectro de A. Um sistema pode ser descrito por um
nimero infinito de observéveis, A, B, C, D, E,..., que
terdo espectros E[A], E[B], E[C], E[D],..., mas cada
uma destas descri¢oes representard de maneira Unica o
sistema.

Para poder exemplificar um pouco mais as idéias an-
teriores, suponhamos um feixe de particulas que pode
se considerar como um grande conjunto de sistemas,
em que cada um deles pode ter um valor bem definido
a; de A, e onde cada sistema pode se separar do con-
junto por um processo de filtragem tipo Stern-Gerlach.
Cada sub-sistema resultante com valor a;, se diz estar
no estado a;. O processo de medida pode ser ilustrado
na Fig. O, sobre este tipo de processos construiremos a
algebra de medida.

« é uma constante que modifica a expressao para unidades de energia.

4Nota-se que o conjunto dos indices j ou k com j,k C N, é j = {0,1,2,...,n}; se o espectro for continuo esta notagdo deve ser

entendida como fazendo referéncia a um intervalo nos nimeros reais.
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Figura 1 - O feixe ingressante de particulas, sistema, representado
pelo quadro cinza-escuro é filtrado extraindo um feixe emergente
de particulas no qual os constituentes tém o valor a; de A.

As relacoes entre tais simbolos fixam uma série de
operagoes que serao analisadas a seguir.

4. Relagoes entre medidas sucessivas

As relagoes entre os simbolos de medida expressam a
esséncia dos processos de selecao. Assim, a cada me-
dida realizada sobre o sistema é assinalado um simbolo
M, que representa uma sele¢ao dos estados com o va-
lor a; e rejeita aqueles que se encontram em um estado
diferente. Como foi visto na secdo anterior, os simbolos
sao rotulados pela quantidade que estd sendo medida.
Assim, o nimero de simbolos de medida que temos cor-
responde ao valor méximo de estados do conjunto {j},
max [j]. As relacées seguintes sdo deduzidas das ca-
racteristicas dadas para os simbolos de medida e, por-
tanto, expressam somente a forma em que estes operam
em conjunto. Dependendo, assim, da forma como sao
realizadas as medidas, temos que:

1. A soma de dois simbolos de medida, representada,

pela Fig. 2.
ax I
a’
+ +

ty M

Figura 2 - Esta acdo corresponde a medigao que aceita es-
tados que tém o valor a; ou ag sem fazer distingao alguma.

Ma,+ W =

Este processo ¢ realizado simultaneamente, sendo
que esta medida é menos seletiva admitindo sis-
temas no estado a; ou no estado as e produz sub-
ensembles associados aos subconjuntos de E[A]
para este caso em especial. Assim, de uma ma-
neira mais geral, também ¢é valida para mais
simbolos de medida onde temos, além disso, asso-
ciatividade e assim obtemos o processo represen-
tado pela Fig. 3.

X
X
A

Figura 3 - Neste esquema, se mostra como atua a medida
de trés caracteristicas simultaneamente.

(Ma1 + Maz) + Moy = Mg, + (Maz + Maa) : (2)

Com estas propriedades, podemos inferir duas im-
plicacoes fundamentais: a primeira é assinalar um
simbolo para o processo de medigao que deixa pas-
sar todos os estados sem distingao, o simbolo para
este processo serd 1, que designaremos como Me-
dida Completa, e que pode ser representado pela
Fig. 4.

> _,,@

¥
P =l

P

Figura 4 - A representagdo da unidade como a soma de
todos os simbolos associados a um observavel, mostra que
fazer com que o sistema pase por todos os filtros o deixa
passar inteiro.

Assim, temos que
N
Z Mak = 1v (3)
k=0

e a segunda ¢é dada por completude, podendo ser

definido o simbolo 0 que significa que ha um pro-
cesso que rejeita qualquer estado.

. O produto de dois simbolos de medida M,, M,,, e

cuja leitura é realizada da direita para esquerda,
como representado na Fig. 5.
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Figura 5 - Este processo simboliza a filtragem de todos os
sistemas que tém o valor de a; dos sistemas emergentes do
processo Mg, , se a2 # a1 a segunda filtragem vai rejeitar
os sistemas provenientes do primeiro processo, assim o re-
sultado serd nulo e podera ser caracterizado pelo simbolo
0. Entretanto, se ag = a1 o resultado do processo nao é
mais nulo.

Portanto, podemos por meio da seguinte quanti-
dade

1 as = a7

o) ={ g EZ0 @
representar os resultados anteriores como

My, My, = 6(az,a1)M,,, (5)
podemos ver que temos

Mo, Mo, = Ma,, (6)

0 que mostra que estes simbolos sao idempoten-
tes.

As relagbes anteriores permitem identificar os M,
com elementos de uma &algebra. Na Tabela 0 estao re-
sumidas as propriedades dos elementos de medida.

Tabela 1 - Elementos da algebra de medida.

Operacao Existéncia

1-Mg, = My,-1= M, Existe elemento identidade para o

produto

0-My=M,-0=0 Existe elemento nulo para o pro-
duto

Mg+ 0= M, Existe elemento identidade para a
soma

4.1. Medicao de observaveis compativeis

Dois observéveis A e A% sdo ditos compativeis se, fil-
trado do sistema um estado associado ao valor ai de
A! uma filtragem posterior de algum valor a$ perten-
cente ao observavel A% ndo altera a informacao adqui-
rida no primeiro estdgio da medicao. Desta forma, o

Melo et al.

sistema possuira, com certeza, os valores al e a? de

uma maneira bem definida e simultdnea.! Um simbolo
para uma operagao como esta pode ser construido da
seguinte forma

Ma2a1 = MGZMal == MalMa2. (7)
1%1 1 1 1 1

Esse processo estd representado na Fig. 6. O fato de
que as medigoes efetuadas sejam operagoes compativeis
permite que comutem, logo, temos

max|[j]
Mgz, gmosin = || Mar. (8)
k=1
y
!
b m dy df
i

Figura 6 - O feixe ingressante ao segundo estdgio do processo

tem o valor a} para o observivel Al, a filtragem posterior filtra

o valor a% para A2, e o sistema final tem os valores a% e a%.

O maior conjunto de observaveis A =
{AY A2 A3, A%} com que se pode caracterizar um
sistema é chamado de maximal. Com este conjunto po-
demos ter o maximo conhecimento do sistema. Assim,
a medida de qualquer propriedade que nao pertenca
a0 conjunto, ou que NAao possa Ser expressa Como uma
combinacao dos elementos deste, vai alterar o estado
do sistema mudando o conhecimento ganho antes da
ultima medicao. Estes novos simbolos tém as mesmas
propriedades dos sfmbolos M,, .2

A partir da proxima se¢ao usaremos uma notagao
de a para nos referir a um elemento genérico a; € E[A]
associado ao observavel A, dado que agora trataremos
com operagoes genéricas entre os elementos de diferen-
tes conjuntos.

4.2. Medicao de observaveis nao-compativeis

Nesta secao estudaremos os sistemas que mudam seu
estado ao fazermos medidas deles, ja que estes tipos
de eventos descrevem de uma forma mais verossimil os
resultados de medidas reais. Desta forma, temos que
estudar as medicoes de observaveis nao-compativeis.

SEm ai, o indice k estd relacionado com o lugar do elemento no conjunto FE[A7] = {ai} = {a]i, aé, ...}, com k ={1,...,N}; e o indice
7, esta relacionado com o observavel, quando ele pertence a uma familia de caracteristicas compativeis A = {47} = {A!, A2 ...}, com

j=A{1,..,n}

60 delta de Kronecker para uma medida consecutiva de dois conjuntos de observaveis compativeis é simbolizado por

max[s]

UV N AN AN Y | / /
5(a1a2a3a4a5a6...amax[j1,a1a2a3a4a5a6...amax[j]) = H é(ak,ak)

k=1
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Dada a possibilidade de descrever um sistema por
varios observaveis, temos que se o sistema estiver des-
crito por um observével A = {E[A], M, }, este também
poderia estar bem descrito por B = {E[B], M,}.? As-
sim, para comegarmos esse estudo, devemos analisar a
possibilidade de construir um simbolo que represente as
medidas consecutivas de quantidades que pertencam a
conjuntos de observaveis que nao sao compativeis entre
si. Um processo como este envolve a medida consecu-
tiva de, pelo menos, dois observaveis, como a medida
representada por M, M;,. Se analisarmos este processo,
vemos que pode ser representado pelo seguinte esquema

MaMb =

Y—E> <
=

Transformagio
entre descrigdes

Figura 7 - Esta sequéncia de medidas, em especial, escolhe sub-
sistemas que tém alguma propriedade b de B e, em seguida sao
medidos no sistema (feixe) emergente aqueles subsistemas que
tenham o valor a de A.

Dadas as caracteristicas dos simbolos de medida até
agora estudados, e o fato que existe uma mudanga na
descricao do sistema, este processo nao pode ser re-
presentado por meio dos simbolos de medida até agora
conhecidos. Portanto, nosso conjunto de relagoes tem
que ser aumentado com um novo tipo de simbolo.

Se analisarmos a representacao do processo dada na
Fig. @, observamos que a mudanga de representagao en-
volve a existéncia de uma escolha de um estado com a
propriedade a de A entre aqueles emergentes do estagio
de medida que fez a escolha de b de B. Tal simbolo pode
ser

Mo My = {alb) My, (9)

onde o sfmbolo M? vai representar o processo pelo qual
um feixe incidente em um estado de entrada b é mudado
para um estado de saida a, e o simbolo (a|b) representa
a transformacdo entre as duas representacoes A e BB
Assim, para uma série de medidas consecutivas

MM, (10)

tomamos um feixe no estado d de D e o transformamos
em um feixe no estado ¢ de C'. Em seguida ¢ realizada
outra medida em que sé sao aceitos sistemas com o va-
lor b de B entre aqueles estados que sao originados na
saida do primeiro processo, e 0s mesmos sao transfor-
mados em estados com o valor bem definido a de A.
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Para uma medida tal como a anterior, temos um
resultado liquido de receber um sistema num estado d
de D e transformé-lo num estado a de A. Como cada
simbolo de medida representa um estagio da medicao,
como resultado final, temos uma mudanga na repre-
sentacao do sistema dada pelos observaveis B e C, e
expressa pela quantidade (b|c). Assim, podemos repre-
sentar o produto destes simbolos da seguinte forma

MM = (ble) M. (11)
Se fizermos o processo na ordem contréria, temos que
MEM = (d|a) M, (12)

0 que nos mostra que os simbolos de medida para ob-
servaveis nao-compativeis nao sao comutativos, i.e.

MEME # MAMD. (13)

A mudancga de representagdo, dada pelo simbolo
(aldb), que é situada quando fazemos uma medida como
na Eq. (8), implica que alguns destes estados podem
nao passar pelo processo de filtragem, ja que nada ga-
rante que todos estejam neste estado. Isso difere do
caso onde temos uma medida que aceita ou rejeita to-
dos os estado ingressantes, como pode ser estabelecido
se temos estados do mesmo observavel

]\4,11]\4112 = 6((12,(11)M321. (14)

Desta forma o complemento introduzido & simbolo-
gia de medida, (a|b), expressa a possibilidade de uma
medi¢ao nao nula da propriedade a sobre o sistema
emergente do processo de filtragem do primeiro estagio
de medigao que mostrou o valor b. Este é o elemento
que contém a relagao estatistica, dado que se tem, de
fato, uma espécie de escolha entre os sistemas no estado

b.

5. Funcoes de transformacgao

Os elementos (a|b), associados & transformacgao entre
caracterizacoes, ou mudancas de representagao, de um
mesmo sistema quantico, sao de grande importancia no
entendimento dos efeitos das agoes de medida em siste-
mas microscépicos.? Esses elementos, que chamaremos
de agora em diante funcdes de transformacdo, relaci-
onam as medidas realizadas sobre um sistema com a
ajuda de dois observaveis, geralmente nao compativeis.
Dado que cada simbolo de medida, seja M, = Mg ou
M?, representa um estdgio ou unidade no processo de
medicao, temos que pelas relagoes entre os simbolos de
medida, como na Eq. (H), os processos M, M¢ e MEM.,,
podem ser postos como um simbolo s6, ou seja

"Usamos a notacio A = {E[A], M,}, para dizer que o observavel A tem associado um espectro E[A] e um conjunto de simbolos de

medida M.

80 processo em que ndo hé nenhuma mudancga pode ser simbolizado por MZ; este simbolo é equivalente ao processo M.
9Dado que esses elementos tem uma relacdo com a estatistica de selecdo de estados, vamos tomé-los como pertencentes a um corpo

de ntimeros que comutam com os simbolos de medida.
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Mo Mg = (alb) Mg e, MM, = (ble) Mg, (15)

onde temos em conta os estados inicial e final, com-
binado com a funcao de transformagao entre os dois
processos.

Agora, se usarmos os conceitos de medida completa
e as relagoes dadas nas Egs. (I3) e (H), temos que, se
realizarmos uma medida completa na metade do pro-
cesso que representa as medidas consecutivas M, My,
podemos observar que

MM, = (a|b) M? =

> {ale) (clb) M. (16)
Se compararmos ambos resultados, podemos extrair
que
(alb) =" (ale) (clb). (17)
c

Agora, se adotarmos a notacao
Yol =1, (18)
c

podemos inferir uma importante relagao
M. = [c) (c|. (19)

As consideragoes anteriores a respeito das trans-
formacoes entre medidas também nos permitem iden-
tificar a forma dos simbolos M}’ da seguinte maneira:
se fizermos uma medida completa na saida do processo
representado pelo simbolo M,, podemos ver que o re-
sultado pode ser expresso como combinacao linear dos
simbolos associados com M} da seguinte forma

X

>”’< —EI
Ma_‘TM Uy 2 G DM YE E .> >

>‘*< —I

Transformagio

Melo et al.

1M, = MM, =Y (bla) Mg, (20)
c b

ou, de forma equivalente, por meio da Eq. (9)

1M, = <Z|b> <bl> |a) {al (21)
b

Assim, por comparagao, podemos fazer a seguinte
relacao

Mg = 1b) (al. (22)

Como consequéncia, temos que, se identificarmos b = a’
na Eq. (IT), obtemos

MM, = (ala’) MY, (23)

a qual serd nula, se nao tivermos a’ = a, o que nos
mostra que

(ald’) = 6(a,a’), (24)

que é o delta de Kronecker, obtido anteriormente na
Eq. (@).

Como foi comentado na secao anterior, o fato que
entre duas medigoes de dois observaveis nao compati-
veis possa passar parcial ou totalmente o feixe incidente,
mostra que funcoes de transformagao podem ser inter-
pretadas como um fator que diz o quao compativeis sao
os observaveis. Além disto, também pode-se inferir que
na Eq. () (d|a) estd relacionada com a possibilidade
de que nos sistemas com valor a de A possam ser me-
didos estados com valor d de D, o que estd relacionado
com a interpretacao estatistica que serd dada mais adi-
ante.

Tmmformag'uo
enire descriges

Transformagio

enire descricdes enire descricdes

Figura 8 - Neste esquema, podemos entender como se di4 a mudanca de representacdo de um sistema.
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6. O traco

A fungdo de transformacao (a|b) pode ser considerada
como um funcional linear do simbolo de medida M,
ja que ela estd diretamente relacionada com as trans-
formacgoes das medidas realizadas de quantidades nao
compativeis. Tal correspondéncia é chamada traco e
tem a seguinte forma

Tr {My'} = Tr {[b) (al} = (alb) (25)

esta forma especifica vem do fato de que o corpo nu-
mérico trabalhado aqui como escalares sao os niimeros
complexos.™ Assim, se o elemento de medida pertence
a filtragem de um par de observaveis compativeis, tem-
se

Tr{Mg} = (af@) = 6 (@,a), (26)

Tr {My =M} =1. (27)

Também podemos ver que o trago de um produto
de simbolos de medida é dado por

Tr {MgMy'} = Tr {|d) {c|b) {a|} =
= Tr {{c|b) M} (c[b) {ald) , (28)

e o traco do produto invertido é dado por
Tr {M' Mg} = Tr {(ald) My} = (ald) {c]b),  (29)

desta forma, comparando a Eq. (E8) com a Eq. (29),
vemos que o trago de um produto de simbolos de me-
dida é comutativo, embora o produto dos simbolos nao
0 seja.

7. Interpretacao estatistica

Dadas as observagoes nas se¢oes anteriores, temos claro
que existe uma importante componente estatistica no
sentido de como podemos interpretar o resultado das
medigoes sobre um sistema, e como essas deveriam ser
interpretadas. Um dos resultados mais relevantes, é
que se temos duas descrigoes do mesmo sistema por
meio dos estados {a;} € E[A] e {b;} € E[B] associados
com dois observaveis diferentes A e B, estas duas des-
crigoes podem ser relacionadas pelo conjunto de fungoes
de transformacao {(a;|b;)}; ;. Se definimos dois conjun-
tos de elementos {\(a)} e {A(b)} podemos ver que, se
redefinimos os simbolos de medida como

M — Na)MEX(b) (30)
e as funcgoes de transformagao como

(alb) — A7 (a) (alb) A(b), (31)
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as operagoes entre os elementos da dlgebra de medida
nao sao alteradas. Dado isto, temos que as funcoes de
transformacao (a|b) ndo podem ter um significado fisico
direto, pelo fato de que nao sao univocamente definidas,
dada a arbitrariedade dos fatores .

A interpretacdo estatistica se da pelo argumento
usado para o entendimento do significado do simbolo
M{MG. Como pode-se ver, no estdgio intermedidrio
deste processo, no feixe com a propriedade d do ob-
servavel D resultante do processo inicial MJ, se faz
uma nova medida, mas agora da propriedade a do ob-
servavel A, associada ao simbolo M. Assim, este fato
pode ser tomado como um processo estatistico, dado
que temos um conjunto de sistemas num estado d de
D, ha um ato de escolha, ao medir entre eles o estado a
de A. Isto equivale a interpretar o simbolo (d|a), como
alguma quantidade relacionada com a probabilidade de
encontrar um sistema no estado d quando temos um
ensemble no estado a.

Para exemplificar um pouco mais a interpretacao
anterior, podemos considerar o seguinte procedimento

de medida,

MyM, My, = (bla) My (alb) (32)

(bla) (a|b) My,

neste processo, aparentemente, nao acontece nada, no
sentido que sao recebidos sistemas com a propriedade
b de B e os estados de saida tém, em principio, a
mesma propriedade. Mas a passagem pela filtragem in-
termedidria, a medicao efetuada pelo simbolo M,, ori-
gina a necessidade de que, para obter algum resultado
nao nulo no estagio final da medida, as transformacoes
entre os estados de b — a e, de novo, a — b, tém que
ser possiveis, o que pode ser representado pelo simbolo

p(alb) = (bla) (alb), (33)

que, nesta primeira abordagem, refere-se a transforma-
¢ao sucessiva entre os dois sistemas. Este novo simbolo
é invariante frente & transformacao (E1), dado que

p(a|b) = (bla) (alb) =
ATH(b) (bla) M)A~ (a) (alb) A(b) =
(bla) (alb), (34)

o que faz deste um objeto que, além de estar univoca-
mente definido, pode ser relacionado diretamente com
uma interpretacao™ estatistica como a probabilidade de
encontrar o sistema mo estado a quando € executada
uma medi¢do sobre um sistema que se encontra no es-
tado b.

Se fizermos uma filtragem néao-seletiva sobre todos
os estados membros do conjunto associado com o ob-
servavel A

MyIMy, =Y, MyM,M;, = (35)
>_q (bla) (alb) My = 3°, p(alb) My,

10Pode ser usado um outro corpo de niimeros, como sio os quaternions que podem ser vistos nas Refs. [g], e [].
Hnterpretacio que é, basicamente, derivada da selecdo do elemento dentre um conjunto de resultados possiveis.
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podemos encontrar que a quantidade p (a|b), é norma-
lizada & unidade

> plalp) =1. (36)

Uma outra caracteristica deste simbolo é a sua sime-
tria, ou seja, a probabilidade de que o sistema passe de
a — b, é a mesma que b — a, assim

p(alb) = p(bla). (37)
Além das propriedades encontradas para a probabili-
dade, temos outra apreciagao. Dado que os proces-
sos estudados anteriormente envolvem a transigao entre
dois estados, a determinagao de cada um destes esta-
dos envolve também dois processos de medida. Desta
maneira, existe a probabilidade de que somente uma
frag@o, todos ou nenhum dos estados envolvidos no pri-
meiro estdgio do processo de medida sejam aceitos no
segundo estagio. Isto significa que existem dois valores
extremos para a fracao de estados que passa; que é 1
se passar a totalidade ou, 0 se ndo passar nenhum. Ou
seja, a probabilidade p (a|b) estd entre os dois limites

0<p(alb) <1

Supondo que o nimero (b|a) é um nimero complexo
e, dado que a probabilidade é um ntimero real maior que
zero, podemos tomar (bla) = (a|b), o que garante que

2
p(alb) = (alb) (a|b) = [(alb)|" = 0. (38)
Um fato interessante desta escolha é a de que os

conjuntos {A(a)} e {\(b)} devem ser tais que a proba-
bilidade seja independente deles, assim temos que se

(alb) = A7 (a) (alp) A(D), (39)
(alb) = A=1(a){alb)A(b), (40)
(bla) = A7H(b) (Bla) Aa), (41)

)
multiplicando as Eqgs. (B9) e (|
cia do resultado obtemos

g0) e exigindo a invarian-

A = 1,
AHa)A " a) = 1,
o que significa que
Aa) = 2"a). (42)

Desta forma, podemos ver que pode-se associar uma
representacao exponencial a estes niimeros como uma
fase da forma

Aa) = (@), (43)

12Esta equivaléncia vem do fato que os eventos de selecio sdo “estatisticamente independentes”.

Melo et al.

dependendo somente do elemento do espectro. O va-
lor assumido pelas fases p(a) é arbitrario e néo afeta o
resultado das medigoes de uma forma direta, ja que as
probabilidades independem desta fase.

7.1. O simbolo de medida adjunto

O fato que
p(alb) = p(bla), (44)

envolve a existéncia de uma equivaléncia entre os pro-
cessos representados pelos simbolos de medida M, M,
e, seu processo inverso,™ o simbolo MyM,. Podemos
ver que, tomando a Eq. (B)

M, My, = {(a|b) M? e, M,M, = (bla) Mg,  (45)
e estabelecendo a conexao entre os os processos anteri-
ormente representados com a seguinte convencao

(M My)" = MM, (46)

onde o simbolo 1 significa™
que

a operacao adjunta. Temos

(alb) My = MyM, = (bla) My, (47)
nos mostra que“:I
(alb) = (bla). (48)
Temos como um caso especial

(MaMa’)T = Mg M, (49)
onde pela igualdade §(a’,a) = d(a,a’) temos a particu-
laridade que

M} = M,, (50)
o que define este simbolo como auto-adjunto, ou seja
igual a seu adjunto.

Para a soma, e demais operagoes entre os simbolos
de medida pode-se resumir em

X+ = xt4vyf (51)
(X -v)! v xt, (52)
A-Y)T Xyt (53)

Para entender um pouco mais este

conceito pocure pelo teorema de Bayes e probabilidade condicional, Thomas Bayes- matemdtico (Londres, Inglaterra, 1702 - Tunbridge

Wells, 1761).

13Lé-se o sfmbolo t como dagger, termo anglosaxénico que significa adaga.
1 As fungbes de transformagio, (a|b), sio ntimeros complexos, e a linha — sobre estes ntimeros é interpretada aqui como complexo

conjugado.



Teoria algébrica de processos da medida em sistemas quanticos

7.2. Algebra conjugada

O uso dos nimeros complexos como escalares na
algebra de medida implica na existéncia de uma algebra
conjugada, uma transformagdo, na qual todos os
nimeros sao trocados pelos seus complexos conjugados.
Assim

(X +Y) X+Y, (54)
(X-Y) = XY, (55)
(A-Y) A-Y. (56)

A formacéo do adjunto dentro da algebra conjugada
dos simbolos de medida tem a forma geral de

X7 =X =X,

e recebe o nome de transposi¢ao, possuindo as proprie-
dades

X+ =xT+y"
x)' =yTxT
)T =ay7.

Essa operagao deve ser diferenciada da operagao de
achar o adjunto, pois esta tem o significado fisico da
inversao do processo representado pelo operador.

8. Representacao matricial de um ope-
rador

Como foi tratado nas primeiras segoes, os simbolos de
medida

Mo = la)(a] e, Mg =|[b)(al, (57)

extraem informacao de um sistema, originando um
outro sistema, com caracteristicas especificas; estes
sfmbolos, junto com os observéaveis A e B, sdo con-
siderados na linguagem matemética como operadores,
que sao entidades que agem sobre determinados obje-
tos extraindo informacgao deles. Estes operadores, assim
como nossos observaveis e simbolos de medida, podem
ser representados equivalentemente. Como vimos na
relagdo (@), um simbolo de medida de uma classe pode
ser posto em funcao dos simbolos de medida associados
com um outro observavel. Assim, podemos ver que, se
tivermos o simbolo de medida M,, podemos expressa-lo
em funcao dos simbolos de medida associados com B,
fazendo uma medida completa da seguinte forma

My = MM, =Y (bla) M. (58)
b b

Consequentemente, se tomarmos de uma forma ge-
ral um observavel X, por exemplo, podemos expressa-
lo pela sua influéncia sobre sistemas caracterizados por
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observaveis conhecidos. Assim, se medirmos X so-
bre um sistema que estd totalmente caracterizado por
A = {M,, E[A]}, e depois colocarmos na saida da
operagao representada por X uma medida completa,
digamos, de B = {My, E[B]}, terfamos X em uma re-
presentacdo mista dada por elementos de A e B, da
seguinte forma

X = ) MXxM, (59)
b a
DO 1b) (b X a) (al
b a
> (B X |a) M,

a,b

0 que nos mostra a possibilidade de expressar qualquer
operador por meio da sua influéncia sobre um sistema
conhecido.

Uma das caracteristicas interessantes deste tipo de
representacao, é que quando os conjuntos E[A] e E[B],
sao discretos, dada a estrutura dos produtos entre ope-
radores, os elementos (a| X |b), na Eq. (59) podem ser
considerados como os elementos de uma representacao
matricial do operador X, numa base mista de um
espaco vetorial. ™

A forma (59) permite expressar o produto de dois
operadores como

XY =3 {a| XY |d) M,
a d

de onde ¢é derivado
(a] XY |d) = (al X |b) (b Y'|d).
b

Os elementos da representacao matricial de X podem
ser expressos de uma forma equivalente pelo funcional™
traco

Tr{M;X} = (a| X |b),

onde podemos observar que, lembrando a propriedade
(B3) e a linearidade do funcional, temos o seguinte

Tr{M;X} = Tr {ZZ (e[ X [a) (b| d) Mf}
c d
> (bl o) (el X |a) = (al X |b),

C

em que um caso particular é dado por
Tr{M,X} = (a] X |a).
De fato, o nome traco vem da relagao

Tr{X} = Tr{1 X}

Tr{zC:MC-X}:zc:<c|X|c>.

15Este raciocinio é uma das primeiras indicacbes a respeito de uma possivel associacdo com espacos vetoriais da dlgebra de medida.
16 A palavra funcional se aplica aqui ao objeto que associa operadores a escalares.
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As matrizes que representam os operadores adjuntos
sao matrizes conjugadas complexas e transpostas das
matrizes que representam os operadores originalmente.
Assim, o operador adjunto associado a X é dado por

(a] XT[b) = (B[ X [a).

Como casos especiais das representagdes anteriores, te-
mos que se X = 1, em Tr{M?X?}, obtemos

Tr{(X = 1) M2} = (a] (X = 1) o) = (al}).

9. Valor esperado

Trataremos do valor esperado de uma propriedade A o
que é obtido multiplicando um valor particular a pela
probabilidade de obté-lo, uma vez que o estado se en-
contra inicialmente no estado b de B. Assim, a proba-
bilidade de obter um valor especifico a € E[A], quando
o sistema estd no estado b aportard um valor especifico
& soma ponderada dos elementos de E[A]. A expressao
matematica para o valor esperado (A), = (b| A|b) é
dada por

(A), =) plalb)a=)_(bla)alalp).  (60)

Usando a Eq. (E9), temos que a expressao anterior pode
ser posta como

(A), =3 (bla) a(afb) = Tr {Mb ZaMa} .

a

Podemos entao definir a representagao espectral do ope-
rador A como A =) a'la) (al, de tal forma que o valor
esperado (A), também pode ser escrito como

(A), = Te{AMy} .

10. A geometria dos estados

A caracterizacdo de um sistema microscépico por um
conjunto A = {M,,E[A]}, nos mostra que cada
simbolo de medida M, = |a) (a| nos d4 informagao so-
bre a existéncia de um determinado estado em um sis-
tema. Como podemos ver, o fato de que estes simbolos
representam a extracdo de um sub-sistema com uma
caracteristica tnica, e que o conjunto completo des-
tes sub-sistemas nos permite expressar outros estados
asociados com outros observaveis, nos leva a pensar os
simbolos de medida como projetores sobre elementos de
um espacgo vetorial complexo, fato que torna possivel a
associagdo com uma estrutura geométrica.

10.1. Decomposicao de uma medida

Como foi dito anteriormente, a sensibilidade de um sis-
tema quantico a medida torna impossivel seguir um es-
tado durante o processo de medida. Desta forma, por
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exemplo, no processo de medida representado por
MyM, = (bla) My = (bla)|b) (al, (61)

o conhecimento dos estados intermediérios entre a e b
nao é um conhecimento 1til no sentido estrito dos re-
sultados fisicos, ja que somente importam os estados
iniciais (— a) e finais (b —). Isto, faz com que o
processo representado por M = |b) (a|, a mudanga do
estado com valor a de A para um estado com valor b de
B, possa ser considerado como um bloco indivisivel.

Apesar disto, a parte |b) (a| do processo (EI), po-
demos dar uma interpretacao um pouco mais abstrata,
em que sao aceitos todos os sistemas que tém a pro-
priedade a de A, o sistema ingressante com esse estado
quantico é “destruido” e depois é “criado” um sistema
no estado b de B. Visto dessa forma, o processo de me-
dida pode ser dividido em duas partes: a destruicao de
um estado e a criagao de outro.

Assim, o simbolo M{ pode ser visto como equiva-
lente ao produto de dois simbolos, (a| que representa
a destruicao da informacao do sistema que tem a pro-
priedade a de A e, |b) que representa a criacdo de um
sistema com a propriedade b de B.

Dada esta nova maneira de interpretar os simbolos
de medida, e lembrando a relacdo obtida na Eq. (£4),
podemos ver que a relagao entre elementos de criacao
e aniquilacao de informacao no sistema tende a se pa-
recer com uma relagao de ortogonalidade entre vetores
de um espago vetorial

71' . 7j = 61‘,]‘-

Assim, sem perda de generalidade, podemos conside-
rar os elementos |a) e (b| como vetores de um espago
vetorial complexo e o seu dual, respectivamente.

Do raciocinio anterior, podemos ver que todas as
propriedades dos simbolos de medida nao mudam sob
essa nova interpretacao geométrica.

10.2. Algebra vetorial

Os elementos |a) e (b|, agora considerados como ve-
tores de um espago vetorial complexo, podem também
ser considerados como uma representacao do estado que
criam ou destroem. Assim como os simbolos de medida,
estes elementos podem ser representados em funcao dos
resultados da medida de um outro observavel, por meio
de uma medida completa, mas agora devemos conside-
rar os elementos | ) ( | como os projetores sobre um
espaco vetorial associado com o observavel que repre-
sentam. Desta forma, tomando a Eq. ([¥), podemos
ver que o estado quantico |a), do mesmo modo que seu
dual, pode ser representado na base {|b;)}, por

|a) = Zlbj> (bjla) - (62)

Aqui se faz uso das funcgoes de transformacao, ja que a
projegao do estado |a) sobre cada estado associado com
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o observavel B implica uma mudanga de representacao
e, portanto, é equivalente a ver um vetor de um espaco
vetorial numa outra base, onde os elementos do vetor
sdo os numeros complexos dados por (b|a).

Isso nos leva a perceber que o elemento (a|b), pode
ser visto como um produto interno entre os elemen-
tos do espago vetorial sobre os numeros complexos.
Dado que o produto interno estd relacionado direta-
mente com a geometria do espago [l , mais precisa-
mente com a norma, o elemento (a|b) induzird carac-
teristicas geométricas que podem ajudar a aplicar esta
nova algebra.

Desta maneira, as relagoes de linearidade impostas
pela superposicao nas formas em que sdo decompostos
os estados estabelecem, junto com as operagoes ja men-
cionadas, (soma, multiplicagdo por um escalar e mais
adiante a norma), o que é chamado uma “dlgebra de
estados”.

10.2.1. Acao dos operadores sobre os estados

A agdo de medida sobre um sistema, representada pela
agao de um operador sobre um objeto abstrato, que
simboliza um estado, pode ser agora realizada de uma
forma que nos permite a comparagao com procedimen-
tos convencionais da &algebra linear. Como podemos
ver, se tivermos um sistema representado por um es-
tado |b) e efetivarmos uma medida de um obervével A
sobre esse sistema, teremos que traduzir a informacao
que temos em |b) na linguagem do operador A. As-
sim, o primeiro passo serd representar o vetor |b) como
uma, combinagao linear dos elementos de A, segundo a
Eq. (B2) temos

= Z|aj> (a;]b) . (63)

Como um segundo passo, podemos fazer a me-
dida do observavel A sobre este estado. Para este
propdsito, usamos a forma espectral desse operador,

A=3"aiai) (ail
Alp) = Zai |a;) (aila;) (a;|b)

= Yo la) b,

onde foi usada a relagdo (E). O resultado anterior,
nos permite observar um fato interessante: se o estado
|b) = |a;) for um estado associado com o operador A,
teriamos que

Alay) :Zai\ai> (ailaj) = ajlaj), (64)

que é equivalente, na linguagem da &lgebra linear, a
uma equagdo de valores-prdprios. Os elementos |a;)
sao elementos de um espaco vetorial que representam
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estados, e por isso sao chamados de vetores de estado,
e o conjunto de vetores {|a;)}; sdao chamados de con-
junto de vetores associados ao observavel A, ou, sim-
plesmente, conjunto de vetores-préprios de A. O con-
junto E[A], serd o conjunto de wvalores-préprios de A,
ou espectro de A.

A representagao espectral de um operador, nos per-
mite conhecer como seria a representagao espectral de
uma funcao deste. Assim, se tivermos, por exemplo,
A2 usando a Eq. (E) encontramos

= la)a®
a

:AZ|a>a<a\ :Z(A a
a a

Portanto, temos que se a fungdo f(A) puder ser ex-

pressa numa série de poténcias, podemos obter

A) =3 la)f(a)(a

Com a representagao espectral de um operador, pode-
mos construir um polinémio, cujas raizes serao o con-
junto de valores proprios, da seguinte forma: dado um
elemento a; € E [A], podemos mostrar que

A—all:§:|a>(a—al)<a|7

de tal forma que se tomarmos todos os pontos do con-

junto E[A], temos
Z| H (a —ag) (a].

[TA-an
A expressao anterior define um polinémio em a

k
H(a’_ak)a

k

que tem suas raizes em cada ponto do conjunto E [A].
Esta equagao é chamada “polinémio caracteristico”.

10.3. Funcoes de onda

O espago vetorial construido para descrever um sistema
quantico qualquer, fornece uma base para representar
todo estado em que possa estar o sistema. As proprie-
dades do vetor, que representa o sistema, serao expres-
sas no conjunto de funcgoes de transformacao associadas
com a projecao desse vetor em cada um dos elementos
da base do espaco vetorial. Esse conjunto de ntimeros
é conhecido como fung¢do de onda. Os vetores de es-
tado, possuem N nimeros (componentes, dependendo
da dimensionalidade do sistema), associados com os N
elementos da base.

Suponhamos que temos dois sistemas representados
pelos vetores de estado |i) e |¢), como temos visto nas
segOes anteriores, podemos escreve-los na base {|b)},

=D 1) Bl = > 1) e (b),
b b

(@l = (¢lb) (b] = Z¢*
b
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onde
o' (b) = (p]b) .

Se 1) e ¢ estdo em relacdo adjunta, ¢ = 1f, a corres-
pondente fungao de onda estd conectada pela acao de
encontrar o adjunto como

¢ (b) =" (b).

O produto de dois vetores de estado serd dado por

> (tha]b) (blén)
b

= > vl e (),
b

(a|1)

e, em particular,
(Wlp) = Zw*

A geometria dos estados é uma geometria unitdria,
ja que a norma da funcao de onda é invariante, ou seja

S ot By v) =S ot (@) (a)
b a

onde se tem que
a) = Ut ()

e Uy é o operador unitario que a realiza a trans-
formacao entre uma base e a outra.

Para especificar a forma explicita de Ug,,, comece-
mos lembrando que o operador |1)1) (¢2| é representado
pela matriz

(bh1) (2|b) = 1 (b) P2 (D),

e fungoes de onda que representam X [¢)) e

=Y (al X [B) (D),

b

(¢| X séo

{a] X'|¢)

(@l X [b) = (al X |b) ¢ (a).

a

Substituindo nas expressoes anteriores o operador X =
1, obtemos a relacao entre as funcoes de onda de um
vetor em duas diferentes representagoes,

¥(a) = Z<alb> ¥ (b)),
Z¢ (alb) ,

0 que nos permite concluir que

o

=

S—
|

Uqap = {(alb) .
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Nota-se que a funcdo de onda que representa |b) na
descri¢ao da base {a} é

e (a) = (alb) = o} (b).

Do ponto de vista da algebra de medida, as fungoes de
onda ¢! e ¢ sdo matrizes com uma sé linha ou coluna
cada uma. Dado que qualquer operador Hermiteano
simboliza uma quantidade fisica, temos que qualquer
observavel pode ser representado por um operador Her-
miteano, e que qualquer vetor unitario simboliza um
estado. Entao o valor esperado da propriedade X no
estado |¢)) é dado por

(X)y = WX [Y) = ZW (a] X[b) ¢ (b).

Em particular, a probabilidade de se observar o valor a
em uma medida relacionada com A feita sobre o sistema
no estado |¢), é simbolizada por

p(aly) = (¥ a) (a| ) = ¥' (@) ¥ (a) = [ (a) |,

que é a nossa definicdo de probabilidade.

11. Conclusoes

A visdo de Schwinger dos processos de medida em M.Q.
permite a introducao da simbologia da medida que, em
uma forma resumida, é compativel com as formas co-
nhecidas mais simples de interagao aparelho-sistema.
Esta simbologia permite estabelecer relagoes basicas en-
tre tais processos e a construgao de estruturas consis-
tentes entre eles. Como pudemos ver ao longo deste
artigo, a simplicidade desta abordagem baseia-se no
fato de que é necessario apenas o conhecimento de con-
ceitos procedentes da algebra linear. Desta forma, a
construgao de um espago vetorial que estd relacionado
com a estrutura matemadtica e caracterizagao de um
sistema, quantico, nos resulta intuitiva. A importancia
das transformacoes unitdrias para as mudangas entre
as diferentes caracterizacoes de um sistema quantico
também se destaca de maneira natural dentro desta
abordagem.

Na construgao de um espago vetorial para um sis-
tema ao nivel quantico, primeiramente devemos ter em
conta que nao conhecemos nada do sistema até reali-
zarmos alguns processos de medicao. Estes processos
nos ajudam a encontrar estados que sao associados aos
observaveis nos quais temos interesse. Tais observaveis
podem tomar uma determinada quantidade de valores
que sao associados ao conjunto que chamamos de espec-
tro, e cada sistema que tem algum desses valores bem
definido, é dito estar nesse estado (exemplo: o sistema
que tem o valor bem definido a da quantidade A, se
diz estar no estado |a)), que é representado por um ele-
mento de um espago vetorial complexo como |a). Este
espago vetorial possui dimensao N, com N o nimero de
estados possiveis do observavel com que caracterizamos
o sistema.
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Portanto, na caracterizacao de um sistema por meio
das medigoes de um observavel, associamos um espago
vetorial complexo (chamado de espaco de Hilbert), nor-
mado, com uma estrutura de medida bem definida. O
conjunto de estados que constituem o espago vetorial
é uma base para se escrever qualquer estado possivel
do sistema. Desta forma, se caracterizarmos o sistema
por dois conjuntos de observéveis, nao necessariamente
compativeis, podemos expressar os estados resultantes
de uma caracterizagao como uma superposicao de esta-
dos da outra e, desta maneira, podera existir uma trans-
formagao necessariamente unitaria entre os espacgos ve-
toriais associados a cada caracterizagao, de modo a
preservar a norma e outras caracteristicas geométricas
do espago. Consequentemente, as funcgoes de trans-
formagao terao grande importancia na construcao des-
tas transformagoes unitarias, podendo, assim, ser cons-
truida toda a caracterizacao cinematica da teoria.

Em um préximo trabalho demostraremos que pode-
mos estabelecer a relacao das fungoes de transformacao
com a dindmica de um sistema quantico, e como pode-
se estabelecer um principio geral que é conhecido como
principio variacional de Schwinger.

Agradecimentos

J.A. Ramirez agradece ao CNPq pelo suporte integral.
B.M. Pimentel agradece ao CNPq e a FAPESP pelo su-
porte parcial. C.A.M. de Melo agradece & FAPEMIG
pelo suporte parcial. Os autores estao em débito com
o parecerista anonimo pela revisao extremamente cui-
dadosa do artigo e por valiosas sugestoes.

Referéncias

[1] G. Breit and I.I. Rabi, Phys. Rev. 38, 2082 (1931); L.I.
Rabi, Phys. Rev., 43, 838 (1933); V.W. Cohen and L.I.
Rabi, Phys. Rev., 43, 582 (1933); LL. Rabi, J.M. Kel-
logg and J.R. Zacharias, Phys. Rev., 46, 163 (1934); G.
Breit and I.I. Rabi, Phys. Rev., 46, 230 (1934); S. Mill-
man, M. Fox and L.I. Rabi, Phys. Rev., 46, 320 (1934);
V.W. Cohen and LI. Rabi, Phys. Rev., 46, 707 (1934);
M. Fox and LI. Rabi, Phys. Rev., 48, 746 (1935); S.

[10]

[11]

3306-13

Rosin and I.I. Rabi, Phys. Rev., 48, 373 (1935); L.L
Rabi, Phys. Rev., 49, 324 (1936); I.I. Rabi and J.R.
Zacharias, Phys. Rev., 50, 472 (1936); L.I. Rabi, S. Mill-
man, P. Kusch and J.R. Zacharias, Phys. Rev., 53, 318
(1938); I.I. Rabi, S. Millman, P. Kusch and J.R. Zacha-
rias, Phys. Rev., 53, 384 (1938); I.I. Rabi, S. Millman
and J.R. Zacharias, Phys. Rev., 53, 495 (1938).

Jagdish Mehra and Milton A. Kimball, Climbing the
Mountain, The Scientific Biography of Julian Schwin-
ger (Oxford University Press, Inc., New York, 2000).

Julian S. Schwinger Lectures on Quantum Mechanics
(Ecole de Physique des Houches, Les Houches, 1955).

Julian S. Schwinger, Proc. Natl. Acad. of Sci. 45, 1542
(1959); Ibid., Proc. Natl. Acad. of Sci. 46, 256 (1960);
Ibid., Proc. Natl. Acad. of Sci. 46, 570 (1960); Ibid.,
Proc. Natl. Acad. of Sci. 46, 883 (1960); Ibid., Proc.
Natl. Acad. of Sci. 46, 1401 (1960); Ibid., Proc. Natl.
Acad. of Sci. 47, 1075 (1961).

Julian S. Schwinger, Quantum Kinematics and Dyna-
mics (W.A. Benjamin Publishers, New York, 1970).

C.A.M. de Melo e B.M. Pimentel, - Formulagdo Va-
riacional da Mecdanica Quantica, v. I e II, Notas In-
ternas do Instituto de Fisica Tedrica - UNESP, (2004);
copias disponiveis pela biblioteca do Instituto de Fisica
Teérica: IFT-N.001/2004 e IFT-N.002/2004.

Julian S. Schwinger, Quantum Mechanics: Symbolism
of Atomic Measurements (Springer, New York, 2001).

John Alexander Ramirez Bedoya, Principio Variacio-
nal de Schwinger para Trajetérias Temporalmente Fe-
chadas. Dissertacdo de Mestrado, Instituto de Fisica
Teérica, 2009.

Cassius Anderson Miquele de Melo, Principio Varia-
cional de Schwinger e Teoria Qudntica: Aplicagdes a
Mecdnica Quantica Quaternionica e ao Estudo de Sis-
temas Singulares. Dissertagdo de Mestrado, Instituto
de Fisica Teérica, 2002.

David Finkelstein, Joseph M. Jauch, Samuel Schmi-
novich and David Speiser, Jour. Math. Phys 3, 267
(1962).

R. Courant and D. Hilbert, Methods of Mathematical
Physics, v. 1 and 2 (Interscience Publishers, INC., New
York, 1966).



